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Аннотация1 
Цель: рассмотреть вязкоупругие характеристики полимерного гидрогеля, а именно гидрогеля 
поливинилпирролидона и карбоксиметилцеллюлозы, которые были получены для двух 
значений амплитуды деформации в свежем образце и в набухшем образце гидрогеля. 
Процедура и методы. Проведена аппроксимация экспериментальных данных динамических 
измерений уравнениями структурной реологической модели на отдельных интервалах 
циклической частоты сдвиговых колебаний. 
Результаты. Показана возможность применения уравнений структурной модели для описания 
частотных зависимостей динамических модулей. Величина коэффициентов реологических 
уравнений зависит как от амплитуды деформации, так и от исходного состояния гидрогеля. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Показано, что уравнения структурной 
реологической модели способны аппроксимировать экспериментальные данные 
динамических измерений, полученные для образцов гидрогеля при разных амплитудах 
деформации.  
Ключевые слова: полимерный гидрогель, вязкоупругость, модули потерь, модули 
накопления, структурная реологическая модель  
Для цитирования: 
Вековищев М. П., Кирсанов Е. А. Вязкоупругость полимерного гидрогеля в рамках 
структурной модели // Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-
математика. 2025. № 2. С.6–18.https://doi.org/10.18384/2949-5067-2025-2-6-18 
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Abstract 
Aim: to consider the viscoelastic characteristics of a polymer hydrogel, namely, a 
polyvinylpyrrolidone and carboxymethylcellulose hydrogel, which were obtained for two values of 
the deformation amplitude in a fresh sample and in a swelled hydrogel sample. 
Methodology. An approximation of the experimental data of dynamic measurements by the equations 
of the structural rheological model was carried out at individual intervals of the cyclic frequency of 
shear oscillations. 
Results. The possibility of using the equations of the structural model to describe the frequency 
dependences of dynamic moduli is shown. The value of the coefficients of the rheological equations 
depends on both the deformation amplitude and the initial state of the hydrogel. 
Research implications. It is shown that the equations of the structural rheological model are capable 
of approximating the experimental data of dynamic measurements obtained for hydrogel samples at 
different deformation amplitudes. 
Keywords: polymer hydrogel, viscoelasticity, loss moduli, storage moduli, structural rheological 
model 
For citation: 
Vekovishchev, M. P. & Kirsanov, E. A. (2025). Viscoelasticity of polymer hydrogel within the 
framework of the structural model. In: Bulletin of Federal State University of Education. Series: 
Physics and Mathematics, 2, pp.6–18.https://doi.org/10.18384/2949-5067-2025-2-6-18 

 
Введение 

В коллоидной химии [1] гелями называют дисперсные системы со сплошной 
пространственной сеткой, которая полностью заполнена жидкостью. Если 
жидкостью является вода, то систему называют гидрогелем, если роль частиц 
играют макромолекулы полимеров, то можно говорить о полимерных 
гидрогелях с коагуляционной структурой или химической сшивкой. Такое 
вещество в состоянии покоя ведёт себя как упругое твёрдое тело, при 
значительном внешнем воздействии гель деформируется и течёт.  

Гелеобразование может осуществляться либо с использованием физического 
(нековалентного), либо химического (ковалентного) сшивания. Гидрогели 
представляют собой трёхмерные гидрофильные полимерные сетки, способные 
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удерживать большие объёмы воды за счёт наличия в структуре полимерной цепи 
гидрофильных групп, таких как –COOH, –SO3H, –NH2 и –OH. Молекулы воды в 
гидрогеле могут быть как связаны с сеткой, так и свободно перемещаться внутри 
неё. Гидрогели можно классифицировать по разным параметрам: процессу 
полимеризации, ионному заряду, физическим свойствам, сшивателям, виду 
использованных полимеров. По способу формирования сетки гидрогели можно 
разделить на физические и химические. Химические гидрогели образуются при 
возникновении ковалентных связей между полимерными цепями. Такие сетки 
формируются при полимеризации мономера в присутствии сшивателя или при 
сшивании водорастворимого полимера. В сшитом состоянии химически сшитые 
гидрогели достигают равновесной степени набухания в водных растворах. В 
физических гидрогелях полимерные цепи удерживаются вместе за счёт 
молекулярных зацеплений и/или сил межмолекулярного взаимодействия, таких 
как ионные, водородные или гидрофобные взаимодействия. Как правило, 
физические гидрогели характеризуются высокой гетерогенностью, поскольку 
различные межмолекулярные взаимодействия вызывают образование 
неоднородностей [2]. 

Полимерный гидрогель состоит из большого количества воды и разреженной 
полимерной сети. Внутри гидрогеля вода представляет собой дисперсионную 
среду с низкой вязкостью. Разреженная полимерная сеть действует как 
энтропийная пружина, имеющая как ковалентные сшивки, так и физические 
контакты/зацепления. Полимерный гель, сшитый химически, ведёт себя как 
упругое тело (резина), не способное к течению. Гели с физическими контактами, 
способными к разрыву и восстановлению, способны к сдвиговому течению и 
обладают как упругими, так и вязкими свойствами. 

Вязкоупругие свойства гидрогелей тесно связаны с их структурой и 
предоставляют полезную информацию для их дальнейшего использования, в 
частности в медицине, косметике, в качестве рабочего материала для 3D-
принтеров и т. д. [2–5]. 

Реологические, в частности вязкоупругие, свойства гидрогелей исследуют в 
образцах, подготовленных двумя способами: свежие, только что изготовленные 
гидрогели; набухшие гидрогели, полученные из сухого порошка (ксерогеля) 
добавлением воды [6].  

Будем рассматривать вязкоупругие характеристики гидрогелей в рамках 
структурных представлений [7; 8]. 

 
Аппроксимация реологических данных  

уравнениями структурной модели 
В работе [6] экспериментально исследованы вязкоупругие свойства гидрогеля 

поливинилпирролидона и карбоксиметилцеллюлозы (ПВП-КМЦ). Основное 
внимание уделяется влиянию амплитуды деформации на динамические 
вязкоупругие свойства. 
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Гидрогели были приготовлены путём растворения поливинилпирролидона 
(PVP; в концентрации 0,2 % w/v), карбоксиметилцеллюлозы (CMC; 0,8 % w/v), 
полиэтиленгликоля (PEG; 1,0 % w/v), агара (2,0 % w/v) и глицерина (1,0 % w/v) в 
дистиллированной воде. В чашках Петри были получены мягкие, прозрачные 
круглые гидрогели, которые были названы «свежим гидрогелем PVP-CMC». 
Затем свежеприготовленные гидрогели выдерживают до высыхания при 
комнатной температуре (22–25°C) и хранят их для приготовления набухших 
образцов гидрогеля. Для этого сухие образцы замачивали в воде на 60 минут и 
получали «набухший» гидрогель (ПВП-КМЦ). 

Вязкоупругие свойства гидрогелей исследовали с помощью реометра с 
параллельными пластинами (ARES, Rheometrics Scientific, США). Испытания 
проводились при температуре 28°C для получения частотной зависимости 
модуля накопления G′  и модуля потерь G ′′ . Параллельная пластина имела 
диаметр 25 мм. Зазор между пластинами изменялся в зависимости от толщины 
образца (примерно от 1 мм до 3 мм для набухших гидрогелей и до 6 мм для 
свежих). Измерения проводились в режиме сдвиговых колебаний с диапазоном 
частот от 0,1 1срад −⋅  до 100 1срад −⋅  при двух различных амплитудах 
деформации: 1 % и 10 %. Последняя величина амплитуды считается наивысшим 
пределом деформации для измерений в области линейной вязкоупругой области 
для полимеров. 

Экспериментальные результаты для свежего и набухшего гидрогеля (из 
работы [6]) показаны на рис. 1–7. Авторы [6] провели качественное описание 
реологических кривых, не касаясь структурных причин реологического 
поведения. Отмечено, что поведение гидрогеля может быть связано с разрывом 
физических связей (зацеплений) между макромолекулами полимеров. 

Рассмотрим приведённые в [6] результаты измерений с точки зрения 
структурного подхода. Структурная реологическая модель [7] использована 
нами для описания результатов динамических измерений. Такое описание 
возможно, если допустить, что периодически изменяющаяся скорость сдвига 
влияет на структуру системы подобно постоянной скорости сдвига при 
стационарном течении. Эффективная скорость сдвига при сдвиговых 
осцилляциях может быть уподоблена скорости сдвига при сдвиговом течении 
одного направления. Тогда уравнения, полученные для стационарного 
сдвигового течения, могут быть преобразованы для осциллирующего сдвигового 
течения. В этом случае сдвиговые осцилляции рассматриваются как сдвиговое 
течение, периодически изменяющееся со временем по величине и направлению. 

Уравнение для модуля потерь имеет вид: 
2/12/1

2/1

2/1
2/1 gG ωη′+

χ′+ω
ω′

=′′ ∞ .   (1) 

Первое слагаемое представляет собой структурную часть модуля потерь, 
обусловленную вязким поведением агрегатов частиц (ассоциатов 
макромолекул); второе слагаемое описывает часть модуля потерь, связанную с 
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вязким поведением совокупности отдельных частиц (отдельных макромолекул). 
Коэффициент g′  показывает степень агрегации частиц. Коэффициент 
компактности χ′  связан с плотностью частиц в агрегате (более рыхлые или более 
компактные агрегаты). Сплошная сетка частиц возникает при χ′ = 0 в пределе 
частоты 0→ω . Коэффициент 2/1

∞η′  описывает динамическую вязкость, 
возникающую за счёт обтекания отдельных частиц, и соответствует предельной 
вязкости при ∞→ω . 

Уравнение для модуля накопления имеет вид: 
2/12/1

2/1

2/1
2/1 gG ωη ′′+

χ ′′+ω
ω′′=′ ∞ ,   (2) 

Первое слагаемое представляет собой структурную часть модуля накопления, 
обусловленную упругостью ассоциатов частиц (макромолекул); второе 
слагаемое описывает часть модуля накопления (или динамической упругости), 
связанную с упругостью отдельных частиц (макромолекул). Физический смысл 
коэффициентов в (1) и (2) одинаков, величина коэффициентов различна. 

Если под действием гидродинамических сил возникают новые контакты или 
зацепления, то формируются новые агрегаты частиц или ассоциаты 
макромолекул. Этот процесс идёт одновременно с разрывом контактов или 
зацеплений. 

Реологическое уравнение для этого режима осциллирующего течения имеет 
вид: 

2/12/1
0

2/1 GgG ′′Δ+ω′≈′′ .   (3) 

Коэффициент 2/1G ′′Δ  может быть как положительным, так и отрицательным, 
кроме того, 2/1

0g ∞η′>′ .  
Рассмотрим реологическое поведение свежего гидрогеля  

(ПВП-КМЦ) при амплитуде сдвиговых колебаний 0γ  = 1 % (рис. 1). 
Формы кривых )(G ω′  и )(G ω′′  существенно отличаются. Аппроксимация 

уравнениями структурной модели производится на отдельных участках 
циклической частоты. Выбор этих участков проводится с помощью 
реологических кривых, построенных в корневых координатах (рис. 2). 
Коэффициенты реологических уравнений (1) и (2) приведены в табл. 1. 
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Рис. 1 / Fig. 1. Зависимость модуля накопления (1) и модуля потерь (2) свежего 
гидрогеля ПВП-КМЦ от циклической частоты в двойных логарифмических 

координатах при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 1 %) / Dependence of the storage 
modulus (1) and loss modulus (2) of fresh PVP-CMC hydrogel on the cyclic frequency in 

double logarithmic coordinates at a shear strain amplitude of 0γ  = 1 % 
Источник: [6]. 
 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Зависимость динамических модулей свежего гидрогеля ПВП-КМЦ от 

циклической частоты при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 1 %  
в корневых координатах: 

а – модуль накопления G′ ; б – модуль потерь G ′′  /  
Dependence of dynamic moduli of fresh PVP-CMC hydrogel on cyclic frequency at shear 

deformation amplitude 0γ  = 1 % in root coordinates: 
a – storage modulusG′ ; б – loss modulus G ′′  

Источник: [6]. 

1с,lg −ω

1уравнением
цииаппроксима

интервал

течении
щемосциллируюпри
Gвеличины"срыв" ′′
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Можно выделить характерные участки на кривой )(G ω′ : «псевдоплато» при 
низких частотах и участок постепенного разрушения «упругой» структуры в 
районе высоких частот.  

На кривой )(G ω′′  можно выделить следующие участки: небольшой интервал 
низких частот, где сосуществуют процессы разрушения и формирования 
«вязкой» структуры; участок, где происходит постепенное разрушение «вязкой» 
структуры; большой интервал частот, где происходит монотонное уменьшение 
величины G ′′  с частотой ω . Последнее явление будем называть «срывом» 
величины G ′′  при осциллирующем течении. По нашему мнению, явление 
«срыва» связано со сдвиговым расслоением образца, изменением профиля 
скоростей и возникновением слоя с низкой вязкостью и высокой скоростью 
вблизи движущегося элемента ячейки реометра. 

Рассмотрим реологическое поведение свежего гидрогеля  
(ПВП-КМЦ) при амплитуде сдвиговых колебаний 0γ  = 10 % (рис. 3). 

Аппроксимация уравнениями структурной модели производится на 
отдельных участках циклической частоты. Выбор этих участков проводится с 
помощью реологических кривых, построенных в корневых координатах (рис. 4).  

 

 

Рис. 3 / Fig. 3. Зависимость модуля накопления (1) и модуля потерь (2) свежего 
гидрогеля ПВП-КМЦ от циклической частоты в двойных логарифмических 

координатах при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 10 % / 
Dependence of the storage modulus (1) and loss modulus (2) of fresh PVP-CMC hydrogel on 

the cyclic frequency in double logarithmic coordinates at a shear strain amplitude 
of 0γ  = 10 % 

Источник: [6]. 
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Рис. 4 / Fig. 4. Зависимость динамических модулей свежего гидрогеля ПВП-КМЦ от 
циклической частоты при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 10 % в корневых 

координатах: 
а – модуль накопления G′ ; б – модуль потерь G ′′ / 

Dependence of dynamic moduli of fresh PVP-CMC hydrogel on cyclic frequency at shear 
deformation amplitude 0γ  = 10 % in root coordinates: 

a – storage modulus G′ ; б – loss modulus G ′′  
Источник: [6]. 

 
Выделим характерные участки на кривой )(G ω′ : участок постепенного 

разрушения «упругой» структуры в районе низких и средних частот; участок 
высоких частот, где начинается новый режим течения, возможно связанный с 
явлением «срыва» осциллирующего течения. 

На кривой )(G ω′′  можно выделить следующие аналогичные интервалы 
частот: участок, где происходит постепенное разрушение «вязкой» структуры; 
интервал высоких частот, где начинается новый режим течения, возможно 
связанный со «срывом» течения. 

 
Таблица 1 / Table 1 
Коэффициенты реологических уравнений (1) и (2) для гидрогеля  
ПВП-КМЦ / Rheological equation coefficients (1) and (2) for PVP-CMC hydrogel 

 g', Па1/2 2/1
∞η′ , (Па с) 1/2 χ', с-1/2 g'', Па1/2 2/1

∞η ′′ , (Па с) 1/2 χ'', с-1/2 
Свеж. 1 % 72,94 0,744 0,037 164,9 0,873 0,154 
10 % 66,06 6,280 0,064 48,68 7,72 0,120 
Набух. 1 % 44,23 0,569 0,024 118,47 1,457 0,075 
10 % 57,56 5,812 0,041 43,31 10,30 0,063 

Источник: по данным авторов 
 
Для свежего гидрогеля ПВП-КМЦ при амплитуде деформации сдвига 

0γ  = 1 % в области низких частот можно использовать уравнение (3) с 
коэффициентами:  

2/1G ′′Δ = 52,98 Па1/2; 0g′ = 30,27 (Па с) 1/2. 
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Судя по табл. 1, величина 0g′  значительно выше величины 2/1
∞η′ . 

Рассмотрим реологическое поведение набухшего гидрогеля  
(ПВП-КМЦ) при амплитуде сдвиговых колебаний 0γ  = 1 % (рис. 5). Легко 
видеть, что реологические кривые )(G ω′  и )(G ω′′  по своему характеру сходны с 
типичными кривыми для растворов и расплавов полимеров. 

Аппроксимация уравнениями структурной модели производится на 
отдельных участках циклической частоты. Выбор этих участков проводится с 
помощью реологических кривых, построенных в корневых координатах (рис. 6). 
Коэффициенты реологических уравнений (1) и (2) приведены в табл. 1. 

 

 

 
Рис. 5 / Fig. 5. Зависимость модуля накопления (1) и модуля потерь (2) набухшего 

гидрогеля ПВП-КМЦ от циклической частоты в двойных логарифмических 
координатах при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 1 % / 

Dependence of the storage modulus (1) and loss modulus (2) of the swelled PVP-CMC 
hydrogel on the cyclic frequency in double logarithmic coordinates at a shear strain amplitude 

of 0γ  = 1 % 
Источник: [6]. 
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Рис. 6 / Fig. 6. Зависимость динамических модулей набухшего гидрогеля ПВП-КМЦ от 

циклической частоты при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 1 % в корневых 
координатах: 

а – модуль накопления G′ ; б – модуль потерь G ′′  / 
Dependence of dynamic moduli of swelled PVP-CMC hydrogel on cyclic frequency at shear 

deformation amplitude 0γ  = 1 % in root coordinates: 
a – storage modulus G′ ; б – loss modulus G ′′  

Источник: [6]. 
 
Выделим характерные участки на кривой )(G ω′ : режим постепенного 

разрушения «упругой» структуры в районе низких и средних частот; район 
высоких частот, где возможно начинается «срыв» осциллирующего течения. На 
кривой )(G ω′′  можно выделить следующие интервалы частот: небольшой 
интервал низких частот, где величина G ′′  резко уменьшается с уменьшением 
частоты ω ; большой интервал средних частот, где происходит постепенное 
разрушение «вязкой» структуры; интервал высоких частот, где начинается 
новый режим течения, возможно связанный с частичным разрушением 
структуры образца. 

Рассмотрим реологическое поведение набухшего гидрогеля  
(ПВП-КМЦ) при амплитуде сдвиговых колебаний 0γ  = 10 % (рис. 7). 
Реологические кривые )(G ω′  и )(G ω′′  на интервале средних частот 
аппроксимируются уравнениями (1) и (2). На малом интервале низких частот 
наблюдаются плато или снижение динамических модулей. На большом 
интервале высоких частот происходит снижение величины G′  по отношению к 
экстраполированным значениям уравнения (2). Функция )(G ω′′  демонстрирует 
плато с постоянной величиной G ′′ , что характерно для явления срыва течения. 
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Рис. 7 / Fig. 7. Зависимость динамических модулей набухшего гидрогеля ПВП-КМЦ от 

циклической частоты при амплитуде деформации сдвига 0γ  = 10 %: 
а – в двойных логарифмических координатах; б – в корневых координатах / 

Dependence of dynamic moduli of swelled PVP-CMC hydrogel on cyclic frequency at shear 
deformation amplitude 0γ  = 10 %: 

 a – in double logarithmic coordinates; б – in root coordinates 
Источник: [6]. 

 
Кривые )(G ω′  и )(G ω′′  имеют сложную форму и внешне различаются как для 

двух разных амплитуд деформации сдвига, так и для двух разных состояний 
гидрогеля (свежий и набухший). Тем не менее можно выделить отдельные 
интервалы частот, где имеются определённые режимы осциллирующего 
течения, связанные с состоянием структуры геля. На интервалах частот, где 
величины динамических модулей G′ и G ′′  устойчиво увеличиваются с ростом ω 
происходит постепенное разрушение структуры, которое описывается 
уравнениями (1), (2) и (3). На интервалах частот, где значения модулей G′ и G ′′  
практически постоянны или снижаются с ростом частоты ω , вероятно, имеет 
место сдвиговое расслоение образца, т. е. скорость сдвига различна в разных 
участках образца гидрогеля. 

 
Выводы 

Вязкоупругое поведение гидрогеля ПВП-КМЦ рассмотрено в рамках 
структурой реологической модели. Реологические кривые )(G ω′  и )(G ω′′  имеют 
характерные участки, которые можно аппроксимировать, используя уравнения 
структурной реологической модели. Изменение величины динамических 
модулей с частотой сдвиговых колебаний объясняется изменением структуры 
гидрогеля под действием осциллирующего течения. 
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Аннотация1 
Цель: показать, что принцип наименьшего действия следует из требования устойчивости. Это 
означает возможность получения фундаментальных законов физики из устойчивости, т. к. 
они выводятся из принципа наименьшего действия.  
Процедура и методы. Рассматривается вариационный принцип, который обобщает 
классический принцип наименьшего действия на любые системы отсчёта, включая случайные 
неинерциальные и требуя не только равенства нулю первой вариации функции действия, но и 
неотрицательности второй вариации функции действия.  
Результаты. Из принципа наименьшего действия можно получить основные 
фундаментальные законы физики, поэтому можно утверждать, что они следуют из 
требования устойчивости.  
Теоретическая и/или практическая значимость заключается в том, что аксиоматическое 
введение принципа устойчивости приводит к аксиоматике механики, электродинамики и 
других областей физики. 
Ключевые слова: стохастическая физика, неинерциальная физика, принцип устойчивости, 
неустойчивость 
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Abstract 
Aim is to demonstrate that the principle of least action follows from the stability requirement. This 
means that it is possible to obtain fundamental laws of physics from stability, since they are derived 
from the principle of least action.  
Methodology. A variational principle is considered which generalizes the classical principle of least 
action to any reference frames, including random non-inertial ones, and requires not only the first 
variation of the action function to be zero, but also the second variation of the action function to be 
non-negative.  
Results. The principle of least action can be used to obtain the main fundamental laws of physics, 
therefore it can be argued that they follow from the stability requirement.  
Research implications. The significance of the study lies in the fact that the axiomatic introduction 
of the stability principle leads to the axiomatics of mechanics, electrodynamics and other areas of 
physics. 
Keywords: stochastic physics, non-inertial physics, stability principle, instability 
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Введение 

В реальности инерциальные системы отсчёта не существуют. Всегда 
присутствуют малые воздействия случайных сил и полей, делающие систему 
отсчёта случайной неинерциальной стохастической. При использовании 
стохастических систем отсчёта и отказе от инерциальных базовые принципы и 
аксиомы физики подвергаются изменению. 

 
Принцип устойчивости в физике 

Учёт влияния случайных малых сил и полей расширяет уравнения 
классической физики, дополняя их переменными, обладающими 
недетерминированным, вероятностным поведением. В этом случае 
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рассматриваются не только устойчивые детерминированные траектории, но и 
неустойчивые [1], случайные, которые обычно считают погрешностью 
измерений в экспериментах при использовании классической физики. 

Стохастические системы отсчёта (системы отсчёта со случайными силами 
инерции) позволяют описывать влияние случайных полей как на частицу, так и 
на наблюдателя. Переход от стохастической системы отсчёта к инерциальной 
приводит к тому, что свободная частица начинает случайным образом 
осциллировать, коррелируя с осцилляциями других свободных частиц. 

Если рассматривать осцилляции с одной частотой, они выглядят 
когерентными. Преобразования инерциальных систем отсчёта представлены 
преобразованиями Галилея. Преобразования случайных неинерциальных 
систем отсчёта отличаются от преобразований Галилея на остаточные члены 
разложения Тейлора координаты Q(t) 

𝑄𝑄 𝑄 𝑄𝑄(𝑡𝑡) + 𝑞𝑞� (𝑡𝑡)τ + Δq(t),  

T’=t, 

где  

𝛥𝛥𝛥𝛥(𝑡𝑡) 𝑄 �(−1)�
�

���

1
𝑘𝑘𝑘 𝜏𝜏

�𝑞𝑞(�)(𝑡𝑡). 

В результате свободные частицы в инерциальных системах характеризуются 
неопределённостью в координате и импульсе, времени и энергии, равной 
остаточным членам разложения Тейлора. 

Принцип устойчивости может не только обобщать, но и логически объяснять 
основные законы природы. Принцип устойчивости позволяет использовать 
устойчивость физических объектов и их состояний для объяснения и 
обобщения таких фундаментальных законов природы, как принцип 
наименьшего действия, устойчивость атомов, стационарность возможных 
траекторий и т. д. Он может быть использован как обобщённый закон, 
объясняющий такой фундаментальный закон природы, как принцип 
наименьшего действия. Поэтому его, очевидно, можно распространить и на все 
другие результаты, вытекающие из принципа наименьшего действия, такие как 
законы Ньютона, уравнения Эйлера-Лагранжа, уравнение Шредингера, законы 
распространения света и электромагнитных волн и т. д.  

Условие устойчивости при расчёте механических траекторий предложено в 
работах Н. Г. Четаева, который считал «устойчивость, вероятно, по сути общим 
явлением, которое должно проявляться в основных законах природы» [2]. По 
мнению Н. Г. Четаева, устойчивость – это не просто случайность, а следствие 
воздействия на систему постоянно действующих бесконечно малых 
возмущений, которые, сколь бы малы они ни были, влияют на состояние 
механической системы. Развивая это заявление и используя принцип 



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2025 / № 2

22

устойчивости в инерциальных системах отсчёта [1], перейдём к формулировке 
принципа устойчивости в стохастических системах отсчёта. Переход от 
стохастических систем отсчёта к инерциальным означает обнуление всех 
случайных переменных, описывающих неустойчивости в формализме высших 
производных Остроградского [3]. 

Принцип устойчивости 
Существуют стохастические системы отсчёта, в которых устойчивая 

физическая система сохраняет свою энергию (в виде суммы квадратичных форм 
координат, скорости, ускорения и высших производных), если на неё не 
действуют диссипативные силы.  

Математически это выражает, что энергия системы должна быть 
ограничена снизу, если первая вариация действия равна нулю (δS=0), а вторая 
вариация действия неотрицательна (δ²S>0). 

Энергией устойчивых физических систем в стохастических системах отсчёта 
называется функция, которая сохраняется во времени [4] 

𝑬𝑬 𝑬 𝟏𝟏
𝟐𝟐 � 𝒂𝒂𝒌𝒌(𝒒𝒒(𝒌𝒌𝒌)𝟐𝟐𝑵𝑵

𝒌𝒌�𝟎𝟎  , 𝒂𝒂𝒌𝒌 > 𝟎𝟎.   (1) 

Действительно, первая вариация действия δS получается при варьировании 𝑞𝑞, 
𝑞𝑞� , 𝑞𝑞� : 

𝛿𝛿𝛿𝛿 𝛿 𝛿𝛿 � 𝐿𝐿��𝑞𝑞, 𝑞𝑞� , 𝑞𝑞� , 𝑞𝑞, … , 𝑞𝑞� (�), … �𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑬
��

��

 

= � (𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛿𝛿𝛿𝛿 𝛿 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝛿𝛿𝛿𝛿� 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝛿𝛿𝛿𝛿� +. . . )𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑

��

��

 

= � �(−1)� 𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕(�𝒌  𝛿𝛿𝛿𝛿(�𝒌𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑
�

���

��

��

 

Здесь, интегрируя по частям члены с 𝛿𝛿𝛿𝛿�  и 𝛿𝛿𝛿𝛿� , получаем уравнения Эйлера-
Остроградского [5]: 

� (−1𝒌� ��

���
���

��(�𝒌  𝛿𝛿𝛿𝛿(�𝒌𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑
�

���
,   (2) 

Или 

0...)1(... )(3

3

2

2

=+
∂
∂

−++
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

n
r

n

n
nrrrr

q
L

dt
d

q
L

dt
d

q
L

dt
d

q
L

dt
d

q
L

             (3) 

Вторая вариация равна 
𝛿𝛿�𝑆𝑆𝑆  � 𝑎𝑎� �(𝛿𝛿𝛿𝛿(�𝒌)�𝑑𝑑𝑑𝑑�

��� > 0 .   (3) 
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На экстремалях (где первая вариация δS=0) вторая вариация определяет 
устойчивость траектории. Если δ²S>0 для всех допустимых вариаций, то 
экстремаль соответствует минимуму действия. 

Если ограничиться только вторыми производными обобщённых координат 
по времени, то функцию действия перепишем в виде 

𝑆𝑆(𝑞𝑞𝑞 𝑞𝑞� , 𝑞𝑞� ) = � 𝐿𝐿�(𝑞𝑞𝑞 𝑞𝑞� , 𝑞𝑞� )𝑑𝑑𝑑𝑑��
��

     (5) 
Обобщённые импульсы для систем с высшими производными имеют вид: 

𝑝𝑝� = ��
��� −

�
�� (��

���),  𝑝𝑝� = ��
���  ,    (6) 

а Гамильтониан принимает форму: 
𝐻𝐻 𝐻𝐻𝐻 �𝑞𝑞� +  𝑝𝑝�𝑞𝑞� − 𝐿𝐿    (7) 

Из закона сохранения энергии должно следовать: 
��
�� = 0     (8) 

(если L не зависит явно от времени). 
Тогда для квадратичных форм лагранжиана энергия устойчивой системы в 

стохастических системах отсчёта примет вид [5]: 
𝐸𝐸 𝐸 𝟏𝟏

𝟐𝟐 � 𝒂𝒂𝒌𝒌(𝒒𝒒(𝒌𝒌𝒌)𝟐𝟐𝑵𝑵
𝒌𝒌��  , 𝑎𝑎� > 0, 

Отсюда можно сформулировать следующее утверждение [6]: 
Динамическая система устойчива в стохастических системах отсчёта и 

сохраняет полную энергию – поступательную, вращательную, колебательную, 
электромагнитную и гравитационную (выраженную в виде квадратичных форм 
координат, скоростей и высших производных), – если на неё не действуют 
диссипативные силы. 

Из равенства нулю первой вариации функции действия получаем уравнения 
Эйлера-Лагранжа для стохастических систем отсчёта в форме Остроградского. 

При измерении случайных неинерционных сил возникают погрешности. 
Поэтому идея Ньютона 𝐹𝐹 𝐹 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹  𝐹𝐹 𝐹𝐹  об описании физических систем 
дифференциальными уравнениями второго порядка с учётом принципа 
д’Аламбера со случайной силой инерции f выражает зависимость от высших 
производных координат по времени. Здесь сила f случайная даёт ошибку 
измерений и при усреднении равна нулю <f> = 0. Однако описание квантово-
механического поведения микрообъектов выражается распределениями 
вероятностей, и, отбрасывая переменные с высшими производными, мы 
перейдём ко второму закону Ньютона. Квантово-механическая теория 
описывает корреляции микрообъектов, и значения случайных неинерционных 
сил f для различных микрообъектов будут коррелированными. Следовательно, 
для описания физических систем в стохастических системах отсчёта 
необходимы уравнения с высшими производными в виде формализма 
Остроградского и (3) перепишем в виде [7–12]. Переход от стохастических 
систем отсчёта к инерциальным системам отсчёта означает, что усреднение по 
всем случайным переменным равняется нулю с получением второго закона 
Ньютона из уравнения динамики в стохастической системе отсчёта 
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𝐹𝐹 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝐹 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� − �
�� 𝜏𝜏�𝑚𝑚𝑚𝑚(�)+. . . . +

(��)�
�� 𝜏𝜏�𝑚𝑚𝑚𝑚(�)+. . . = 0

𝑎𝑎� (𝑡𝑡�) = 0, 𝑎𝑎� (𝑡𝑡�) = 0, . . . , 𝑎𝑎(�)(𝑡𝑡�) = 0, . . .
                (9) 

𝜏𝜏𝜏  𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏� – временной интервал усреднения, а – ускорение,  
𝑡𝑡� – момент времени достижения траектории устойчивости.  

Нечётные производные описывают диссипативные силы и могут быть 
исключены при рассмотрении в отсутствии диссипативных сил. Второй закон 
Ньютона 𝐹𝐹 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹  – это дифференциальное уравнение второго порядка, 
описывающее устойчивую динамику в инерциальных системах отсчёта. 

 
Заключение 

Теоретическую физику можно построить исходя не из принципа 
наименьшего действия, а из устойчивости. Это, в свою очередь, позволяет 
вывести основные законы различных разделов физики. Принцип устойчивости 
устраняет необходимость одновременно вводить несколько аксиом в физике. 
Это относится к механике, электродинамике, теории относительности, 
квантовой физике и другим областям. 
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Аннотация1 
Цель: создать молекулярно-динамическую модель атомного блока (001) Ni, которую можно 
использовать при исследовании распыления. 
Процедура и методы. Используется метод молекулярной динамики, метод Бокса-Мюллера 
для генерации случайных величин из нормального распределения, метод погруженного 
атома, метод сопряжённых градиентов Флетчера-Ривса, метод аппроксимации параболой и 
метод золотого сечения для поиска минимума функции, метод Верле для скоростей. 
Результаты. Создана программа для молекулярно-динамического моделирования с 
предварительной релаксацией атомного блока. Для блоков разных размеров рассчитаны 
постоянная решётки и поверхностная энергия связи. Показана корректность модели. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты могут быть использованы другими 
исследователями при разработке похожих моделей. Кроме того, созданная в работе модель 
будет нами использоваться на практике в будущих работах для исследования эмиссии атомов 
при распылении с грани (001) Ni.  
Ключевые слова: молекулярная динамика, релаксация системы, метод сопряжённых 
градиентов, многочастичный потенциал, постоянная решётки, поверхностная энергия связи 
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Abstract 
Aim is to create a molecular dynamics model of the (001) Ni atomic block that can be used to study 
sputtering. 
Methodology. The molecular dynamics method, the Box-Muller method to generate random numbers 
from normal distribution, the embedded atom method, the Fletcher-Reeves conjugate gradient 
method, the parabola approximation and the golden section methods to find the minimum of a 
function, and the Velocity Verlet method are used. 
Results. A program for molecular dynamics modeling with preliminary relaxation of the atomic block 
has been created. The lattice constant and surface binding energy were calculated for blocks of 
different sizes. The correctness of the model has been shown. 
Research implications. The results can be used by other researchers in developing similar models. 
In addition, the model created in the work will be used in practice in our future works to study the 
ejection of atoms during sputtering from the (001) Ni face.  
Keywords: molecular dynamics, system relaxation, conjugate gradient method, many-body potential, 
lattice constant, surface binding energy 
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Введение 

Сразу в нескольких разделах физики, таких как физика конденсированного 
состояния, физическая электроника, математическая физика и других, уделяется 
внимание теме взаимодействия ускоренного пучка ионов с поверхностью 
твёрдого тела. В процессе такого взаимодействия часть частиц бомбардируемой 
мишени покидает поверхность в виде нейтральных атомов (ионное распыление) 
или вторичных ионов (вторичная ионная эмиссия). Эти явления представляют 
большой интерес для методов элементного и структурного анализа поверхности 
(например, метода вторичной ионной масс-спектрометрии [1]), для 
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модификации поверхности [2] и травления [3], напыления тонких плёнок [4] и 
даже астрофизических исследований [5]. 

Математическое моделирование играет важную роль для изучения ионного 
распыления, ведь развитие аналитического подхода сталкивается с трудностью 
решения задачи многих тел. В некоторых статьях и программных пакетах 
(например, TrimSP) используется приближение парных столкновений (англ. 
BCA – Binary Collision Approximation). Тем не менее более корректно описывать 
систему с множеством атомных взаимодействий методом молекулярной 
динамики (МД). 

Особый интерес вызывают работы, в которых не просто рассчитываются те 
или иные параметры, например, коэффициент распыления, а делается попытка 
выявить физические механизмы формирования особенностей распределения 
распылённых атомов по углам и энергии. Так, в работах [6; 7] рассматривалось 
действие поверхностных механизмов на финальной стадии распыления 
монокристалла, то есть эмиссии с поверхности. 

Общая идея такова, что весь монокристалл заменяется на несколько атомов 
верхнего слоя, для грани (001) минимальный фрагмент поверхности – это 
эмитируемый атом и 4 атома ближайшего окружения. После этого 
эмитируемому атому задаются различные начальные энергии E0 и начальные 
направления вылета, характеризуемые полярным углом ϑ0 и азимутальным 
углом φ0 в соответствии с начальной функцией распределения F0(E0, cos ϑ0), в 
классической теории распыления П. Зигмунда F0 ~ cos ϑ0/E0

2 [8; 9]. Далее 
выполняется численное интегрирование уравнений движения с парным 
потенциалом Борна-Майера U(r) = A ∙ exp(–r/b), а затем учитывается 
поверхностная энергия связи Eb при прохождении плоского потенциального 
барьера. 

Несмотря на то, что такая модель очень проста, она воспроизводит 
экспериментальные особенности распределений распылённых атомов, такие как 
пятна Венера (максимумы в угловом распределении распылённых атомов), 
немонотонный сдвиг максимума полярного углового распределения 
распылённых атомов с увеличением энергии наблюдения и некоторые другие. В 
[6; 7] и других работах показывается, что вклад надповерхностного рассеяния 
атома при эмиссии с поверхности монокристалла является определяющим для 
формирования особенностей распределений распылённых атомов. 

Тем не менее для полноценного анализа поверхностных механизмов 
желательно сравнение результатов, полученных в рамках упрощённой модели, с 
результатами молекулярно-динамического моделирования, приближенными к 
реальному эксперименту. Отчасти это было сделано в недавних работах [10; 11], 
в которых использовалась МД-модель Г. В. Корнича и Г. Бетца [12] с падением 
ионов Ar (энергия 200 эВ) на поверхность атомного блока (001) Ni. В рамках этой 
модели взаимодействие Ni-Ni описывается не парными потенциалами, а 
многочастичным потенциалом Акланда [13] в рамках метода погруженного 
атома (англ. EAM – Embedding Atom Method). 
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В настоящей работе было решено создать собственную МД-модель для 
проверки и сравнительного анализа эффектов, найденных в предыдущих 
работах, в том числе [6; 7; 10; 11]. В статье мы опишем первую часть – релаксацию 
и моделирование динамики самого атомного блока (001) Ni, обоснуем 
применяемые подходы и представим полученные результаты. 

 
Модель расчёта 

Инструментарий. Для моделирования атомного блока (001) Ni была создана 
программа на языке Fortran, который считается оптимальным для научных 
вычислений. Код был создан автором самостоятельно. В процессе разработки 
использовалась большая языковая модель (LLM) DeepSeek-V3 для написания 
отдельных частей кода в качестве «черновых заготовок» и частично – для поиска 
и исправления ошибок (в режиме DeepThink). 

Для расчётов использовались ресурсы как локального компьютера, так и 
суперкомпьютера «Ломоносов-2» Московского государственного университета 
[14]. Траектории атомов записывались в файл формата XYZ и 
визуализировались в программе VMD [15]. 

Инициализация атомной системы. Кристаллический никель имеет ГЦК-
решётку, которая состоит из элементарных ячеек в форме куба, атомы 
располагаются в вершинах куба и в центрах граней. Из этого следует, что на одну 
ячейку приходится 8 атомов с весом 1/8 и 6 атомов с весом 1/2, то есть всего 
4 атома. Поэтому возьмём внутри куба со стороной 1 атомы с координатами 
(0, 0, 0), (0.5, 0.5, 0), (0.5, 0, 0.5) и (0, 0.5, 0.5) и транслируем по трём осям в 
количестве Nx, Ny, Nz с последующим умножением координат на размерную 
постоянную a (константа решётки). Тогда полное количество атомов в блоке 
N = 4NxNyNz. Начальное значение постоянной решётки бралось равным 3.5 Å. 

Ось Oz направляется от поверхности (которой соответствует плоскость 
вблизи z = 0) вглубь кристаллического блока, и если какой-то атом будет 
вылетать с поверхности, он будет двигаться в сторону, противоположную оси 
Oz. Атомы, находящиеся в элементарных ячейках вблизи плоскости z = Nza 
(«дно»), получают статус «фиксированных». Фиксация нижних атомных слоёв 
позволяет компенсировать отсутствие более глубоких слоёв кристалла, 
предотвращая нефизичные смещения всей системы и артефакты, связанные со 
свободной поверхностью (неконтролируемое расширение или сжатие).  

По бокам (оси Ox, Oy) применялись периодические граничные условия, 
которые на языке Fortran очень просто реализуются с помощью функции 
modulo. Так, после сдвига атома и расчёта его новых координат x и y, которые 
могут выйти за пределы моделируемого блока, то есть интервалы 
0 < x < Nxa, 0 < y < Nya, выполняются операторы присваивания 

x = modulo(x, Nxa), 

y = modulo(y, Nya), 

«перебрасывающие» атом с одной грани блока на другую. 
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Начальные проекции скоростей атомов (исключая фиксированные) на 
координатные оси выбирались исходя из заданной температуры T, их 
распределение считалось максвелловским, т. е. нормальным с нулевым средним 
и дисперсией 

𝜎𝜎� = 𝑘𝑘�𝑇𝑇 𝑇𝑇⁄ . 
Генерация таких случайных величин осуществлялась с помощью метода Бокса-
Мюллера, в рамках которого генерируются псевдослучайные числа r и φ из 
равномерного распределения ~U(0; 1), а потом вычисляется число u ~ N(0; 1):  

𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢√−2 ln 𝑟𝑟. 
Для получения проекции скорости число u нужно домножить на σ. При таком 
подходе скорость центра масс – также случайная величина, поэтому после 
генерации скоростей их нужно скорректировать на эту величину, для 
предотвращения дрейфа системы. 

Все атомы системы рассортировываются по кубическим ячейкам размера 
(rcut + rskin), где rcut = 6 Å – радиус обрезания потенциала, rskin = 1 Å – размер 
буферной зоны. Номера атомов, попавших в одну ячейку, располагаются в 
связанном списке. При смещении атома более чем на rskin списки обновляются. 
Это позволяет оптимизировать расчёты и снизить сложность вычислений. 

В программе используется следующая система единиц измерения: 
ангстрем (Å) для измерения расстояний, электронвольт (эВ) для энергий и 
атомные единицы (а.е.м.) для масс атомов. В такой системе единичное время 
составляет 7.2 фс.  

Потенциал взаимодействия. Для современных молекулярно-динамических 
расчётов металлов обычно используются многочастичные потенциалы. 
Особенно популярен метод погруженного атома (EAM), упомянутый выше. В 
рамках этого метода считается, что потенциальная энергия атома i равна 

𝑈𝑈� = 𝐹𝐹(𝜌𝜌�) +�𝜙𝜙�𝑟𝑟���
���

, 

где F – функция погружения, ϕ – парный потенциал взаимодействия,  
rij – расстояние между атомами i и j, а электронная плотность рассчитывается по 
формуле 

𝜌𝜌� =���𝑟𝑟���
���

. 

Первое слагаемое в потенциальной энергии как раз отвечает за многочастичное 
взаимодействие, вклад которого в металлах довольно ощутим. 

Разными авторами предлагаются различные выражения для функций F, f и ϕ. 
В потенциале Акланда, который использовался нами ранее в готовой модели 
[10; 11], функция погружения F(ρ) = –ρ1/2, а f и ϕ задаются кубическими 
сплайнами. В настоящей работе мы решили выбрать более современный 
потенциал Чжоу-Джонсона-Уодли [16], в котором 

𝜙𝜙(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴�−𝛼𝛼(𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 1)�
1 + (𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 𝜅𝜅)�� − 𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵�−𝛽𝛽(𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 1)�

1 + (𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 𝜆𝜆)�� , 
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𝑓𝑓(𝑟𝑟) = 𝑓𝑓� exp�−𝛽𝛽(𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 1)�
1 + (𝑟𝑟 𝑟𝑟�⁄ − 𝜆𝜆)�� , 

𝐹𝐹(𝜌𝜌) =

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧�𝐹𝐹�� �

𝜌𝜌
𝜌𝜌� − 1�

��

���
, 𝜌𝜌 𝜌 𝜌𝜌� = 0.85𝜌𝜌�

�𝐹𝐹� �
𝜌𝜌
𝜌𝜌� − 1�

��

���
, 𝜌𝜌� ≤ 𝜌𝜌 𝜌 𝜌𝜌�

𝐹𝐹� �1 − ln � 𝜌𝜌𝜌𝜌��
�
� � 𝜌𝜌𝜌𝜌��

�
, 𝜌𝜌 𝜌 𝜌𝜌�

. 

Продифференцируем потенциальную энергию и получим выражение для 
силы, действующей на атом i со стороны атома j: 

𝐅𝐅�� = −��𝐹𝐹�(𝜌𝜌�) + 𝐹𝐹�(𝜌𝜌�)�𝑓𝑓��𝑟𝑟��� + 𝜙𝜙��𝑟𝑟����
𝐫𝐫� − 𝐫𝐫�
𝑟𝑟��  

При r > rcut значение парного потенциала ϕ(r) очень мало, однако для 
корректности интегрирования и отсутствия артефактов необходимо сделать 
плавное обрезание. В нашем случае потенциал ϕ(r) просто домножался на 
сглаживающую функцию 

𝑆𝑆(𝑟𝑟) =
⎩
⎨
⎧ 1, 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟����
1
2 �1 + cos 𝜋𝜋(𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟����)

𝑟𝑟��� − 𝑟𝑟���� � , 𝑟𝑟���� ≤ 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟���
0, 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟���

, 

Радиус начала обрезания выбирался равным rcut0 = 5.5 Å. Такой подход позволяет 
сохранить непрерывность потенциала и его производной. 

Известно, что для описания рассеяния атомов друг на друге EAM потенциалы 
не подходят – они создавались для моделирования объёмных свойств металлов 
путём калибровки под равновесные параметры (энергии связи, параметры 
решётки, упругие константы и так далее). Сильные сближения атомов (r < 1 Å) 
очень далеки от равновесных состояний, при таких расстояниях электронные 
облака перекрываются, и энергия парного взаимодействия описывается 
некорректно. 

Для решения проблемы на малых расстояниях, как и в [10; 11], мы 
воспользовались универсальным потенциалом Зиглера-Бирсака-Литтмарка 
(ZBL) [17]: 

𝜙𝜙���(𝑟𝑟) = 𝛼𝛼�ℏ𝑐𝑐
𝑍𝑍�
𝑟𝑟 𝜒𝜒 � 𝑟𝑟𝑎𝑎��, 

где αe = 1/137 – постоянная тонкой структуры, ℏс = 1973.27 эВ∙Å, функция и 
радиус экранирования задаются выражениями 

𝜒𝜒(𝑧𝑧) = 0.1818𝑒𝑒��.����� + 0.5099𝑒𝑒��.����� + 0.2802𝑒𝑒��.�����
+ 0.02817𝑒𝑒��.�����, 

𝑎𝑎� =
0.88534𝑎𝑎�
2𝑍𝑍�.�� , 
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aB – первый боровский радиус. Для сшивки потенциала ZBL и парной части EAM 
на участке от rsp1 = 0.5 Å до rsp2 = 1.5 Å мы использовали экспоненциально-
кубический сплайн 

𝜙𝜙��(𝑟𝑟) = exp �𝐵𝐵� + 𝐵𝐵��𝑟𝑟 � 𝑟𝑟���� + 𝐵𝐵��𝑟𝑟 � 𝑟𝑟����� + 𝐵𝐵��𝑟𝑟 � 𝑟𝑟������, 
который эквивалентен сплайну из [10], но более удобен из практических 
соображений – легче решаются уравнения на коэффициенты B, которые 
получаются из условий непрерывности потенциала и его производной. 

Релаксация блока. Для получения стабильных и физически осмысленных 
результатов заданный блок нужно отрелаксировать, чтобы убрать артефакты 
начальной конфигурации, иначе в решётке могут возникнуть скачки энергии и 
неустойчивые состояния с напряжениями.  

Для минимизации потенциальной энергии U(q) как функции вектора 
координат всех подвижных атомов q, размерность которого равна числу 
степеней свободы s, применялся очень распространённый метод сопряжённых 
градиентов Флетчера-Ривса [18], в котором циклически выполняются 
следующие шаги. 

1. Первоначальное направление спуска (шаг n = 0). В качестве такового 
берётся антиградиент g0 = –∇U(q0), или, что то же самое, s-мерный 
вектор сил, где q0 задаёт начальную конфигурацию. 

2. Линейный поиск. Решается задача линейного поиска для вычисления 
шага αn в выбранном направлении, то есть ищется минимум функции 
U(qn + αngn) по αn, где qn – конфигурация атомов на n-ом шаге, gn – 
направление спуска на n-ом шаге.  

3. Шаг спуска. Вычисляется новая конфигурация: qn+1 = qn + αngn. 
4. Новое направление спуска: gn+1 = –∇U(qn+1) + βngn, где коэффициент 

вычисляется по формуле βn = ||∇U(qn+1)||2/||∇U(qn)||2, ||·|| обозначает 
евклидову норму s-мерного вектора. Затем возвращаемся к п. 2 до тех 
пор, пока не будет достигнута требуемая точность. 

При реализации «дно» блока из фиксированных атомов остаётся на месте, что 
приводит к неустойчивости найденного равновесия. Эта неустойчивость связана 
с неточным заданием постоянной решётки a как масштабного параметра 
системы. Значение a зависит от типа потенциала, размеров блока и от 
расстояния до поверхности. Поэтому дополнительно необходимо провести 
оптимизацию по отношению к сжатию-растяжению всей системы в целом, то 
есть искать минимум функции U(aq*) по параметру решётки a, где q* – 
безразмерные координаты всех атомов (в единицах a), с учётом закреплённых. 

 
Результаты и обсуждение 

Поиск энергетического равновесия. Мы запускали релаксацию для 11 
атомных блоков различных размеров. Оказалось, что метод Флетчера-Ривса для 
поиска минимума энергии очень эффективен: количество шагов для достижения 
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минимума с заданной точностью обычно не превышает 50. Сравнение с методом 
обычного градиентного спуска (в котором, фактически, βn ≡ 0) показало, что там, 
где метод Флетчера-Ривса достигал минимума с точностью до 10–5 эВ/Å (то есть 
максимальная из всех сил, действующих на атомы, <10–5 эВ/Å) менее чем за 50 
шагов, метод градиентного спуска не достигает минимума с такой же точностью 
и за 200 шагов, при этом максимальная сила в системе через 50–60 шагов 
составляет ~10–3 эВ/Å. 

Быстроту поиска минимума потенциальной энергии удалось получить не 
только за счёт выбора удачного метода спуска, но и за счёт комбинированного 
метода решения задачи линейного поиска из п. 2. Для поиска минимума αn вдоль 
направления спуска gn существует множество алгоритмов, из которых были 
выбраны два: 1) метод аппроксимации параболой; 2) метод золотого сечения.  

В первом методе исследуемая функция потенциальной энергии как аргумента 
α приближается квадратичной, и в качестве минимума выбирается вершина 
параболы. Этот метод обладает хорошей сходимостью, однако является 
неустойчивым, поскольку очередное приближение точки минимума может 
выпасть из исследуемого отрезка. Во втором методе отрезок делится двумя 
точками в пропорциях золотого сечения и выбирается та точка, в которой 
энергия системы меньше. Этот метод сходится медленнее, но зато является более 
надёжным. 

В нашем случае для поиска минимума функции вдоль направления 
использовался комбинированный метод: исследуемый отрезок [α1; α4] 
разбивался на три части двумя точками: 

𝛼𝛼� = 𝛼𝛼� − (𝛼𝛼� − 𝛼𝛼�)Φ, 
𝛼𝛼� = 𝛼𝛼� + (𝛼𝛼� − 𝛼𝛼�)Φ, 

где Φ = (√5 – 1) / 2 – золотое сечение (рис. 1). Потенциальная энергия системы U 
вычислялась для значений шага α2, α3 и α4, далее по этим трём опорным точкам 
(показаны белыми кружками на рис. 1) U как функция α приближалась 
квадратным трёхчленом Aα2 + Bα + C. Если ветви параболы направлены вверх 
(A > 0) и точка минимума αpar = –B/(2A) лежит на отрезке [α1; α4] (рис. 1а), то 
первым приближением искомого α берётся αpar, а отрезок сужается до отрезка 
[α1; α2], [α2; α3] или [α3; α4] в зависимости от того, на какой из них попала точка 
αpar.  
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Рис. 1 / Fig. 1. Поиск минимума функции (сплошная линия) на отрезке [α1; α4], 
поделённом точками α2 и α3 в золотом сечении, в случае, если аппроксимация 

параболой (пунктир) корректна (а) либо некорректна (б) / Minimum search for a 
function (solid line) on the segment [α1; α4] divided by points α2 и α3 in the golden section, in 

the case when the approximation by a parabola (dotted line) is correct (а) or incorrect (б) 
Источник: подготовлено автором. 

 
В иных случаях, когда метод аппроксимации параболой даёт некорректный 

результат (A ≤ 0 – максимум вместо минимума; αpar < α1 или αpar > α4 – выпадение 
точки минимума за пределы отрезка из-за неудачного расположения опорных 
точек), то сравниваются значения энергии U в точках α2 и α3, из них выбирается 
наименьшее. Затем, в зависимости от выбора, исходный отрезок сужается до 
[α1; α3] или [α2; α4] (рис. 1б).  

После сужения отрезка процедура повторяется до тех пор, пока длина отрезка 
не станет меньше заданной точности.  

После нахождения минимума потенциальной энергии системы проводилась 
оптимизация постоянной решётки a. Для этого система в целом (все атомы, 
включая фиксированные) масштабировалась (растягивалась – сжималась) в 
соответствии с тем или иным коэффициентом a, фактически опять решается 
задача поиска минимума функции по конкретной переменной. Поэтому для 
поиска использовался тот же самый комбинированный метод (рис. 1), как и в 
задаче линейного поиска в методе сопряжённых градиентов (п. 2). 
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После подстройки постоянной решётки a алгоритм релаксации подвижных 
атомов по методу Флетчера-Ривса нужно запускать заново, поскольку 
энергетическое равновесие при изменении размеров блока как целого теряется. 
После релаксации – опять подстройка a и так далее, до момента, пока 
максимальная сила в системе не будет ниже установленного порога. Только в 
этом случае будет найдена конфигурация атомов, близкая к равновесному 
состоянию, тогда при записи конфигурации в файл и последующем чтении 
ошибки округления, которые для арифметики вещественных чисел с плавающей 
точкой двойной точности (8 бит) составляют ~16 знаков, не приведут к потере 
равновесия и необходимости повторной релаксации блока. 

Для более эффективной работы алгоритма сначала мы ищем энергетический 
минимум грубо (силы равны нулю с точностью 10-3 эВ/Å), а после попадания в 
ближайшую окрестность минимума – точно (10-5 эВ/Å соответственно). При 
этом точность нахождения минимума в задаче линейного поиска при грубом и 
точном подходе также различались (табл. 1). После окончания процедуры 
точного поиска координаты атомов блока записывались в файл и вновь 
отдавались в программу релаксации, которая всё-таки запускалась снова, но уже 
достигала минимума за 1–5 шагов.  

 
Таблица 1 / Table 1  
Параметры грубой и точной релаксации атомного блока по методу сопряжённых 
градиентов / Parameters of coarse and fine relaxation of an atomic block using the 
conjugate gradient method 

 
Максимальная сила, 

эВ/Å 
Максимальное число 

шагов 
Точность поиска 

минимума (в ед. a) 
Грубо 10-3 100 10-6 

Точно 10-5 50 10-10 

 
Параметры релаксированного блока. После завершения релаксации мы 

получаем значение постоянной решётки a как масштабного параметра, 
доставляющего минимум потенциальной энергии системы, условно назовём её 
объёмной. Однако для изучения эмиссии атомов с поверхности необходимо 
знать также постоянную решётки на поверхности, которая больше объёмной 
постоянной решётки. Отличие связано с тем, что у поверхностных атомов 
уменьшается координационное число, это приводит к перестройке верхних 
слоёв, которая компенсирует асимметрию межатомных взаимодействий на 
границе кристалл-вакуум. 

Для верхнего слоя постоянная решётки вычислялась двумя способами: по 
первой координационной сфере (a1) и по второй координационной сфере (a2). 
Для этого вычислялись парные расстояния rij для каждой пары атомов i и j 
верхнего слоя, далее среди них выделялись значения, которые отличаются от 
радиуса координационной сферы в объёме R1 = a/√2 или R2 = a менее, чем на 10%. 
Усреднение парных расстояний в каждой группе позволяет найти радиусы 
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координационных сфер на поверхности и постоянную решётки. Результаты 
вычислений для блоков разного размера представлены в табл. 2. 

 
Таблица 2 / Table 2 
Параметры, рассчитанные для атомных блоков различного размера / Parameters 
calculated for atomic blocks of different sizes  

Размер 
блока 

Nx×Ny×Nz 

Постоянная решётки, Å Энергия связи, эВ 

a a1 a2 Eb Eb
* |Us| 

7×7×7 
3.5072 3.5231 3.5187 5.223 5.260 4.987 9×9×7 

11×11×7 
7×7×9 

3.5094 3.5237 3.5192 5.225 5.261 4.987 9×9×9 
11×11×9 
7×7×11 

3.5110 3.5241 3.5195 5.226 5.262 4.987 9×9×11 
11×11×11 
 
Как видно из табл. 2, значения постоянной решётки, рассчитанные по первой 

(a1) и второй (a2) координационным сферам, устойчиво превышают объёмное 
значение a для всех исследованных размеров блоков. Наблюдаемое небольшое 
различие между a1 и a2 указывает на анизотропный характер релаксации, при 
котором атомы испытывают не только вертикальные, но и латеральные 
смещения, по-разному влияющие на межатомные расстояния внутри 
поверхностного слоя и между слоями. 

Кроме этого, для каждого блока вычислялась поверхностная энергия связи Eb, 
которая также очень важна для изучения финальной стадии распыления – 
эмиссии с поверхности. Для вычислений выбирался атом на поверхности блока, 
равноудалённый от боковых границ. Энергия связи, по определению, равна 

𝐸𝐸� = 𝑈𝑈��� + 𝑈𝑈� − 𝑈𝑈�, 
где UN – потенциальная энергия блока из N атомов, UN-1 – потенциальная энергия 
блока с одним удалённым атомом, U1 – потенциальная энергия изолированного 
атома, которая равна нулю. 

Энергию оставшегося блока можно вычислять с учётом или без учёта 
релаксации, будут получаться различные значения, которые мы обозначим UN-1 
и UN-1

* соответственно. Это приведёт к двум различным значениям энергии 
связи: Eb и Eb

* (табл. 2). Полученные значения согласуются со значением 5.55 эВ 
для грани (001) Ni в работе [19], где энергия связи вычислялась с 
использованием парного потенциала Морзе. 

Ещё одну оценку энергии связи можно получить, если вычислить 
потенциальную энергию атома на поверхности Us (табл. 2). Необходимо 
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отметить, что |Us| меньше Eb
*, это связано с тем, что при использовании EAM 

потенциальная энергия системы не равна простой сумме энергий 
взаимодействия, и удаление атома с поверхности приводит к пересчёту 
электронных плотностей. 

Для проверки корректности также вычислялась z-координата свободной 
поверхности блока как средняя координата 𝑧𝑧̅ атомов верхнего слоя и 
среднеквадратичное отклонение σz. За счёт различия постоянной решётки в 
объёме и на поверхности при релаксации верхний слой смещается так, что  
𝑧𝑧̅ ~ –0.1 Å, σz ≈ 0 с точностью более чем 10-6 Å (то есть вздутие поверхности 
отсутствует). 

Интегрирование уравнений движения. После релаксации системы 
запускается алгоритм интегрирования уравнений движения по методу 
молекулярной динамики. В предыдущих работах [10; 11] нами использовался 
метод средней силы [20], в котором по текущим значениям координат и 
скоростей сначала предсказываются координаты и скорости следующего 
положения: 

𝑥𝑥� = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)∆𝑡𝑡 𝑡 𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)
2𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡�, 

𝑣𝑣� = 𝑣𝑣(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)
𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡𝑡 

а затем они пересчитываются заново: 

𝑥𝑥(𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝑣𝑣(𝑡𝑡)∆𝑡𝑡 𝑡 〈𝐹𝐹〉
2𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡�, 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣    𝑣𝑣(𝑡𝑡) + 〈𝐹𝐹〉
𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡𝑡 

с использованием значения силы, усреднённого по текущему и предсказанному 
положению: 

〈𝐹𝐹〉 = �𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑣𝑣(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) + 𝐹𝐹(𝑥𝑥�, 𝑣𝑣�, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)� 2⁄ . 
Порядок точности метода – второй. 

При моделировании больших атомных систем важным вопросом является 
симплектичность численной схемы, то есть условие сохранения элемента 
объёма фазового пространства вдоль траектории. Неизбежная погрешность 
начальных условий приводит к тому, что точка фазового пространства 
превращается в малый фазовый объём. В симплектических методах этот объём 
сохраняется. 

Анализ показал (см. Приложение 1), что в методе средней силы объём 
фазового пространства не сохраняется точно. В нашем случае, когда диссипация 
отсутствует и силы зависят явно только от координат, было получено, что 
фазовый объём сохраняется вплоть до порядка O(Δt3). Поэтому было решено 
использовать метод Верле для скоростей второго порядка, с одним шагом по 
координатам и двумя полушагами для скоростей: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡⁄ ) = 𝑣𝑣(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹�𝑥𝑥(𝑡𝑡)�
𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡 𝑡⁄ , 

𝑥𝑥(𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝑣𝑣(𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡⁄ )∆𝑡𝑡𝑡 
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𝑣𝑣(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡) = 𝑣𝑣(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡 𝑡⁄ ) + 𝐹𝐹��(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡)�
𝑚𝑚 ∆𝑡𝑡 𝑡⁄ . 

В методе Верле фазовый объём сохраняется точно, поскольку якобиан 
преобразования тождественно равен 1. 

В программе производилась проверка сохранения полной энергии системы и 
трёх проекций импульса системы. Расчёты показывают, что энергия сохраняется 
с точностью не хуже 10-7 эВ, проекции импульса – не хуже 10-8 эВ1/2 · а.е.м.1/2.  

При расчёте импульса системы необходимо было учесть, что на 
фиксированные атомы также действуют силы Ff, которые не приводят к 
изменению их скоростей, но осуществляют передачу импульса воображаемой 
подложке. Поэтому импульсы pf фиксированных атомов будем интегрировать 
отдельно: 

𝑝𝑝�(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡 𝑡⁄ ) = 𝑝𝑝�(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹���(𝑡𝑡)�𝑡𝑡𝑡 𝑡⁄ , 
𝑝𝑝�(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡) = 𝑝𝑝�(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡 𝑡⁄ ) + 𝐹𝐹���(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡)�𝑡𝑡𝑡 𝑡⁄ . 

 
Заключение 

В настоящей работе описывалась молекулярно-динамическая модель 
атомного блока (001) Ni для задач ионного распыления. Была написана 
программа на языке Fortran, которая генерирует блок необходимых размеров, 
релаксирует его и просчитывает динамику по методу Верле для скоростей. 

Расчёт сил в программе был реализован с помощью многочастичного EAM-
потенциала Чжоу-Джонсона-Уодли. На малых расстояниях парная часть 
потенциала сшивалась с потенциалом Зиглера-Бирсака-Литтмарка (ZBL) с 
помощью экспоненциально-кубического сплайна. 

Для нескольких блоков различных размеров была проведена процедура 
релаксации. Минимум потенциальной энергии системы находился по методу 
сопряжённых градиентов Флетчера-Ривса (который показал свою высокую 
эффективность) в сочетании с оптимизацией по постоянной решётки a как 
масштабному параметру системы. Для задачи однопараметрической 
оптимизации был разработан метод, сочетающий в себе быстроту сходимости 
метода аппроксимации параболой и надёжность метода золотого сечения. 

Для каждого релаксированного блока были рассчитаны параметры, которые 
необходимы для задачи эмиссии атомов при распылении поверхности – 
постоянная решётки для верхнего слоя и поверхностная энергия связи. 
Постоянная решётки ~3.52 Å очень близка к табличному значению, 
использовавшемуся нами ранее [10; 11]. Значение энергии связи ~5.2 эВ 
получилось выше табличного значения 4.435 эВ, которое мы использовали в 
[10; 11], однако близко к значению энергии связи в классической работе [19], 
полученному с помощью парного потенциала Морзе.  

Полученные параметры (постоянная решётки, энергия связи) стабильны для 
разных размеров блока и соответствуют данным литературы, что подтверждает 
адекватность выбранного потенциала и процедуры релаксации. 
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Было показано, что использовавшийся ранее [10; 11] метод средней силы не 
является строго симплектическим, сохраняя фазовый объём с точностью до 
третьего порядка по временному шагу O(Δt3). Поэтому для интегрирования 
уравнений динамики был выбран метод Верле для скоростей, который сохраняет 
фазовый объём точно. После отладки алгоритма численного интегрирования 
энергия и импульс системы сохраняются. 

Сказанное выше подтверждает корректность созданной модели и позволяет 
использовать её для дальнейших исследований эмиссии атомов с поверхности 
(001) Ni.  

 
Приложение 1. Элемент объёма в фазовом пространстве и метод 

средней силы 
Рассмотрим систему одинаковых частиц (атомов) с s степенями свободы, для 

которой фазовое пространство Ω задаётся каноническими координатами  
q = (q1, …, qs) и импульсами p = (p1, …, ps), и гамильтониан  

ℋ(𝐪𝐪𝐪 𝐪𝐪) = 𝑇𝑇(𝐩𝐩) + 𝑈𝑈(𝐪𝐪). 
В таком случае силы F = –∇U зависят прямо только от координат q. Без 
ограничения общности можно считать, что масса частиц m = 1. 

В численном методе интегрирования уравнений движения по методу средней 
силы [20] мы вначале предсказываем координаты (предиктор): 

𝐪𝐪� = 𝐪𝐪(𝑡𝑡) + 𝐩𝐩(𝑡𝑡)𝑡𝑡𝑡 + 𝐪𝐪�𝐪𝐪(𝑡𝑡)� 𝑡𝑡𝑡� 2⁄ , 
а затем, используя значения сил, усреднённых по текущим и предсказанным 
координатам, находим координаты и импульсы в следующий момент времени 
(корректор): 

𝐪𝐪(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡) = 𝐪𝐪(𝑡𝑡) + 𝐩𝐩(𝑡𝑡)∆𝑡𝑡 𝑡 �𝐪𝐪�𝐪𝐪(𝑡𝑡)� + 𝐪𝐪(𝐪𝐪�)� ∆𝑡𝑡� 4⁄ , 
𝐩𝐩(𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡) = 𝐩𝐩(𝑡𝑡) + �𝐪𝐪�𝐪𝐪(𝑡𝑡)� + 𝐪𝐪(𝐪𝐪�)� ∆𝑡𝑡 𝑡⁄ . 

В дальнейшем, для краткости, будем обозначать координаты и импульсы в 
текущий момент времени просто p и q, а в следующий – p' и q'. Тогда 

𝐪𝐪� = 𝐪𝐪 𝐪 𝐪𝐪𝐪𝐪𝐪𝐪  𝐪𝐪(𝐪𝐪) ∆𝑡𝑡� 2⁄ , 
𝐪𝐪� = 𝐪𝐪 + 𝐪𝐪𝑡𝑡𝑡 + �𝐪𝐪(𝐪𝐪) + 𝐅𝐅(𝐪𝐪�)� 𝑡𝑡𝑡� 4⁄ , 

𝐪𝐪� = 𝐪𝐪 + �𝐪𝐪(𝐪𝐪) + 𝐅𝐅(𝐪𝐪�)� 𝑡𝑡𝑡 2⁄ . 
Бесконечно малый элемент объёма фазового пространства преобразуется 

через якобиан J: 
𝑑𝑑𝑑� = 𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑� = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽  𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽 

который можно записать в блочном виде 

𝐽𝐽 𝐽 �� 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕

 ��. 

При вычислении производных необходимо учесть зависимость 
предсказанной координаты от текущих координат и импульсов: 

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝛿𝛿�� +

∆𝑡𝑡�
2
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕� , 
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𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝛿𝛿��∆𝑡𝑡𝑡 

поэтому  
𝜕𝜕𝜕𝜕�(𝐪𝐪�)
𝜕𝜕𝜕𝜕� =� 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�� ∙
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕��

=� 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�� �𝛿𝛿�� +

∆𝑡𝑡�
2
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕���

= 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�� +

∆𝑡𝑡�
2 � 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��

, 
𝜕𝜕𝜕𝜕�(𝐪𝐪�)
𝜕𝜕𝜕𝜕� =� 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�� ∙
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕��

=� 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�� 𝛿𝛿��∆𝑡𝑡�

= 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�� ∆𝑡𝑡𝑡 

Используя эти результаты, для блоков якобиана получаем: 
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝛿𝛿�� +

∆𝑡𝑡�
4 �𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕� +

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��� +

∆𝑡𝑡�
8 � 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝛿𝛿��∆𝑡𝑡 𝑡

∆𝑡𝑡�
4

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��, 

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� =

∆𝑡𝑡
2 �𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕� +

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��� +

∆𝑡𝑡�
4 � 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕���

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕� , 

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝛿𝛿�� +

∆𝑡𝑡�
2

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕��. 

Запишем блоки, пренебрегая слагаемыми с произведениями частных 
производных сил: 

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐈𝐈 𝐈 ∆𝑡𝑡�

4 �∇𝐅𝐅(𝐪𝐪) + ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�)� + 𝐼𝐼(∆𝑡𝑡�), 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈  ∆𝑡𝑡�

4 ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�), 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = ∆𝑡𝑡

2 �∇𝐅𝐅(𝐪𝐪) + ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�)� + 𝐼𝐼(∆𝑡𝑡�), 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐈𝐈 𝐈 ∆𝑡𝑡�

2 ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�), 
здесь I – единичная матрица размера s×s, ∇F – матрица частных производных сил 
по координатам. 

Воспользуемся формулой Шура для определителя блочной матрицы: 

� = det �𝜕𝜕𝜕𝜕
�

𝜕𝜕𝜕𝜕�det 𝑆𝑆𝑡 
где S – дополнение Шура: 

𝑆𝑆 𝑆 𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜕𝜕𝜕𝜕
�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
�� 𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 . 
Также используем формулы разложения обратной матрицы и определителя 

по малому параметру ϵ: 
(𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼)�� = 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼(𝜖𝜖�), 

det(𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼  𝐼 𝐼 𝐼𝐼 𝐼𝐼 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼(𝜖𝜖�) 
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(A – произвольная матрица, tr A – её след). Получим 

��t �𝜕𝜕𝜕𝜕
�

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐽 𝐽 + ∆𝑡𝑡�
4 tr�∇𝐅𝐅(𝐪𝐪) + ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�)� + 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�), 

��t � 𝐽 ��t �� − ∆𝑡𝑡�
2 ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪) + 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�)� 𝐽 𝐽 − ∆𝑡𝑡�

2 tr ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪) + 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�), 

𝐽𝐽 𝐽 𝐽 𝐽 ∆𝑡𝑡�
4 tr�∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�) − ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪)� + 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�). 

Выполним разложение в ряд Тейлора: 
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�� −

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐽� 𝜕𝜕�𝐹𝐹�

𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝑞𝑞�� − 𝑞𝑞�)

�
+ 𝑂𝑂(‖𝑞𝑞�� − 𝑞𝑞�‖�), 

𝑞𝑞�� − 𝑞𝑞� = 𝑝𝑝�∆𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡 (∆𝑡𝑡�), 
tr�∇𝐅𝐅(𝐪𝐪�) − ∇𝐅𝐅(𝐪𝐪)� 𝐽 ∆𝑡𝑡� 𝜕𝜕�𝐹𝐹�

𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑝𝑝��,�
+ 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�). 

Окончательный ответ: 

𝐽𝐽 𝐽 𝐽 𝐽 ∆𝑡𝑡�
4 � 𝜕𝜕�𝐹𝐹�

𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑝𝑝��,�
+ 𝑂𝑂(∆𝑡𝑡�). 

Если силы гармонические, то коэффициенты при Δt3 обнуляются, в этом 
случае фазовый объём сохраняется с точностью O(Δt4). 
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Аннотация1 
Цель – корректировка значения радиуса атома гелия.  
Процедура и методы. Используется полуклассическое рассмотрение, которое для цели работы 
является вполне достаточным.  
Результаты. Необходимость исключения двойных стандартов при определении момента 
импульса квантовых систем приводит к тому, что квантом момента импульса ћ наделяется не 
каждый электрон атома гелия, а их квантовая совокупность. Следствием этого является 
корректировка значения радиуса атома гелия, который оказался практически в четыре раза 
меньше табличного значения. Найдена скорректированная формула для радиуса атома гелия:  
r

1,2
 = [1 + (1 + 7α2)]a

0
/14 = 7,56∙10–12 (м).  

Теоретическая и/или практическая значимость заключается в том, что размер атома гелия 
имеет существенное значение, в частности для мембранных технологий. 
Ключевые слова: гелий, квантовая система, квант момента импульса, радиус атома, 
диффузия 
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Abstract 
Aim is to correct the value of the radius of the helium atom. 
Methodology. A semi-classical approach is used, which is quite sufficient for the purpose of the work. 
Results. The need to eliminate double standards when determining the angular momentum of 
quantum systems leads to the fact that the quantum of angular momentum ћ is assigned not to each 
electron of the helium atom, but to their quantum set. The consequence of this is the correction of 
the value of the radius of the helium atom, which turned out to be almost four times smaller than the 
tabulated value. A corrected formula for the radius of the helium atom has been found:  
r

1,2
 = [1 + (1 + 7α2)]a

0
/14 = 7,56∙10–12 (м). 

Research implications lie in the fact that the size of the helium atom is of significant importance, in 
particular for membrane technologies 
Keywords: helium, quantum system, quantum of angular momentum, atomic radius, diffusion 
For citation: 
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Bulletin of Federal State University of Education. Series: Physics and Mathematics, 2, pp. 47–54. 
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Введение 

Размер атома гелия имеет существенное значение, в частности, для 
мембранных технологий. 

Электроны атома гелия образуют квантовую систему [1–3] подобно 
куперовской паре электронов в сверхпроводниках [4] или паре электрон-
позитрон в атоме позитрония [5; 6]. Вместо фононов, связывающих электроны 
куперовской пары, «посредником» у электронов атома гелия является 
кулоновское притяжение ядра. Другими словами, квантовая система электронов 
атома гелия ничем не «хуже» куперовской пары. 

Квантовые системы [7; 8] и в частности куперовская пара электронов и пара 
электрон-позитрон характеризуются тем, что квантом момента импульса ћ (без 
учёта спина) наделялась не каждая её частица, а вся квантовая система целиком 
(строго говоря, ћ – не сам момент импульса, а его проекция на направление 
магнитного поля; далее имеется в виду именно это), т. е.:  

                                          2 em vr =  .                                                             (1) 
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Здесь me – масса электрона (и позитрона), v – его скорость, r – радиус 
движения.   

Далее будет показано, что существующее расчётное значение радиуса атома 
гелия связано с тем, что каждый из его двух электронов наделялся квантом 
момента импульса ћ (без учёта спина). Соответственно, момент импульса пары 
электронов гелия равен 

                                              2 2em vr =  .                                                           (2) 
Налицо двойные стандарты при наделении квантовых систем моментом 

импульса [9]. 
А поскольку двойные стандарты неприемлемы, на электроны атома гелия 

следует обобщить условие (1). 
Это, конечно, приведёт к корректировке значения радиуса атома, что и 

является целью настоящей работы. 
Далее используется полуклассическое рассмотрение, которое для цели работы 

является вполне достаточным. 
 

Вычисление радиуса атома гелия с учётом двух квантов момента 
импульса 

Кулоновская сила притяжения любого электрона к ядру равна 

He

2

2
0

2
4

eF
r+− =

πε
. 

Здесь e – заряд электрона, ε0 – постоянная электрическая, rHe – радиус атома 
гелия.    

За счёт кулоновского отталкивания электронов наиболее вероятно (с 
оглядкой на квантовую механику), что они диаметрально противоположны друг 
другу относительно ядра. При этом сила отталкивания электронов друг от друга 
равна 

He

2

2
04 (2 )
eF

r−− =
πε

. 

Коэффициент «2» в знаменателе обусловлен тем, что расстояние между 
электронами вдвое больше радиуса атома. 

Центробежная сила равна 

He

2
e

v
m vF
r

= . 

Баланс сил, действующих на любой электрон, 
 vF F F+− −−− = , 

He HeHe

2 2 2

2 2
0 0

2
4 4 (2 )

ee e m v
r r r

− =
πε πε

, 

2
HeHe

2 2

0
1,75

4
ee m v

r r
=

πε
.                                                   (3) 
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Из (2) следует 

He

2
2

2 2
e

r
m v

=  . 

Подстановка в (3) 

He

2 2 2 2

2
0

1,75
4

e ee m v m v
r

=
πε 

, 

He

2
0

02

4 4 4
7 7e

r a
e m
πε= = . 

Здесь  
                              

2
0

0 2

4
e

a
e m
πε=   – боровский радиус атома водорода                 (4) 

В численном значении 

He 5,2917721092·10 11
0

4 4
7 7

r a −= = ≈ 30,24·10 12 ( )м− . 

Почти совпадает с табличным значением 31·10 12 ( )м− . 
Таким образом, как и было анонсировано выше, радиус атома гелия 

рассчитывается с учётом того, что каждый из его двух электронов наделяется 
квантом момента импульса ћ. Другими словами, игнорируется то 
обстоятельство, что электроны атома гелия образуют квантовую систему. 

 
Вычисление радиуса атома гелия с учётом образования его 

электронами двухчастичной квантовой системы 
Помимо сил кулоновского взаимодействия между электронами действует 

сила магнитного отталкивания [10] 

He

2 2
0

24 (2 )
e vF
rμ

μ=
π

. 

Здесь μ0 – постоянная магнитная. 
Баланс сил, действующих на любой электрон: 

 vF F F F+− −− μ− − = , 

He He HeHe

2 2 2 2 2
0

2 2 2
0 0

2
4 4 (2 ) 4 (2 )

ee e e v m v
r r r r

μ− − =
πε πε π

, 

He HeHe

2 2 2 2
0

2 2
0

1,75
4 4 (2 )

ee e v m v
r r r

μ− =
πε π

, 



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2025 / № 2

51

HeHe He

2 2 2 2
0

2 2
0

7
16 16

ee e v m v
r r r

μ− =
πε π

, 

HeHe

2 2 2 20 0

2

7
16

ee e v m v
r r

ε −μ
=

π
, 

                                      He

2 2 2
0 0

2

7
16 e

e e v
r

m v
ε −μ

=
π

.                                               (5) 

Из (1) следует 

He

2
2

2 24 e
v

m r
=  . 

Подстановка в (5): 
2

He
He 2

He

2 2 2 2
0 0

2 2

7 (4 )
16 (4 )

e

e e

e e m r
r

m m r
ε −μ

=
π




, 

2
He He

2
2 2 2 2

0
0

716 4e e
em r m r eπ = −μ
ε

  , 

2
HeHe

0 02 2 2
02 2 2 2

16 0
28 28e

e e
r m r e

e m e m
ε ε− π −μ =  , 

2
HeHe

2 2
0 0 0

2 2

16 0
28 28e e

r r
e m m
π ε ε μ− − =  . 

С учётом (4): 
2

HeHe

2

0 2 2

1 0
7 28 e

r a r
m c

− − = , 

                              
2

2
1,2 0 0 2 2

1 1
14 196 28 e

r a a
m c

= ± +  .                                (6) 

Постоянная тонкой структуры равна 
2

0

2
ce
h

μα = . 

Масса электрона равна 
2 2

0 0
2 2

0 0 0 0

2
4 4e

e e hm
a a ce ca
μ μ= = =

π α π α μ α
 . 

Возвращаясь к (6), 
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2 2 2 2
02

1,2 0 0 2 2

1 1
14 196 28

c ar a a
c

α= ± + =


 

2

0 0
1 1

14 196 28
a a α= ± + . 

Минимальное значение очевидным образом не подходит. Поэтому 
2

1,2 0
1 1 7

14
r a+ + α= . 

В численном значении 
27,297 352 5643 ·10 5,2917721092·10

6
11

1,2
1 1 7

14
r

−
−+ + ⋅= =  

7,5603788612·10 12 ( )м−= . 
Это практически в четыре раза меньше табличного значения. 
 

Заключение 
Необходимость исключения двойных стандартов при определении момента 

импульса квантовых систем приводит к тому, что квантом момента импульса ћ 
наделяется не каждый электрон атома гелия, а их квантовая совокупность. 
Следствием этого является корректировка значения радиуса атома гелия, 
который оказался практически в четыре раза меньше табличного значения. 

Это обстоятельство имеет существенное значение для мембранных 
технологий. 
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Аннотация1 
Цель – характеристики андезита, минерала вулканического происхождения по структуре и 
химическому составу близкого к лунному реголиту, в условиях ударного сжатия при скоростях 
нагружения до 800 м/с. 
Процедура и методы. Плоские образцы андезита подвергнуты одномерному удару ударником, 
получившим ускорение в пневматической метательной установке. Методом лазерной 
доплеровской интерферометрии измерены профили скорости свободной поверхности 
образцов при выходе на неё волны ударного сжатия в диапазоне давлений от 0,5 до 1,9 ГПа. 
Измерено время прохождения волны сжатия в образцах заданной толщины.  
Результаты. Впервые получены адиабаты Гюгонио для сыпучих образцов (со средним 
размером зерна (80–90) микрон, с размерами зёрен от 400 микрон до нескольких сотен 
нанометров) и монолитного андезита при относительно малых скоростях удара от 250 до 
800 м/с. Получены профили скорости поверхности на границе ‘образец – диагностическое 
окно’ в момент выхода волны ударного сжатия. Проведено сравнение с аналогом 
марсианского реголита. Обнаружено, что при массовых скоростях менее 350 м/с возникает 
область адиабатического сжатия, в которой имеет место только деформация вещества без 
фазовых переходов в нём. При давлении 1,9 ГПа обнаружен предвестник, что характерно для 
области упругого деформирования.  
Теоретическая и/или практическая значимость. Полученные результаты важны для 
разработки инженерных и численных моделей свойств лунных грунтов при взаимодействии с 
ними спускаемых аппаратов в предстоящих экспедициях.  
Ключевые слова: аналог лунного грунта, андезит, пластическая деформация, предвестник, 
ударная адиабата, профиль скорости, VISAR 
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Abstract 
Aim is to characterize andesite, a volcanic mineral similar in structure and chemical composition to 
lunar regolith, under shock compression conditions at loading speeds of up to 800 m/s. 
Methodology. Flat andesite samples were subjected to a one-dimensional impact by a striker 
accelerated in a pneumatic throwing device. The laser Doppler interferometry method was used to 
measure the velocity profiles of the free surface of the samples when a shock compression wave 
was released onto it in the pressure range from 0.5 to 1.9 GPa. The time of compression wave 
passage in samples of a given thickness was measured. 
Results. For the first time, Hugoniot adiabats were obtained for bulk samples (with an average grain 
size of (80–90) microns, with grain sizes from 400 microns to several hundred nanometers) and 
monolithic andesite at relatively low impact velocities from 250 to 800 m/s. 
The surface velocity profiles at the ‘sample – diagnostic window’ boundary at the moment of the 
shock compression wave exit were obtained. A comparison with the Martian regolith analogue was 
made. It has been found that at mass velocities less than 350 m/s, a region of adiabatic compression 
occurs, in which only deformation of the substance without phase transitions in it takes place. At a 
pressure of 1.9 GPa, an elastic precursor was detected, which is typical for the region of elastic 
deformation.  
Research implications. The results obtained are important for the development of engineering and 
numerical models of the properties of lunar soils in the interaction of  landers with them in upcoming 
expeditions. 
Keywords: analog of lunar soil, andesite, plastic deformation, precursor, shock adiabatic, velocity 
profile, VISAR 
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Введение 

Широкий интерес к изучению лунного грунта связан с возможностью 
получить фундаментальные знания о происхождении Вселенной, а также с 
предполагаемым наличием ископаемых ресурсов в количестве и виде на Земле 
недоступном или нецелесообразном для разработки в силу экологических 
причин. Так, по некоторым оценкам [1] содержание редкого на Земле изотопа 
Не3 хватило бы для обеспечения топливом термоядерных электростанций 
человечества на всю обозримую перспективу. Хотя имеются образцы лунного 
реголита, доставленные советскими и китайскими автоматическими станциями 
(сотни граммов), американскими экспедициями «Аполлон» (килограммы), для 
всесторонних исследований реголита недостаточно, учитывая разрушение 
материала в экспериментах с распространением ударных волн. В этой связи 
развивается моделирование его свойств [2; 3], исследуются вулканические 
породы, близкие по химическому составу и структуре. По имеющимся данным 
поверхность Луны выстлана монолитным реголитом и продуктами его 
разрушения метеоритами. Преобладающий размер песка (0,05-0,8) мм [1].  

Целью данной работы является экспериментальное исследование свойств 
одного из аналогов лунного реголита, андезита, в наименее изученной области, 
области относительно малых скоростей удара – (250-800) м/с, в которой 
размеры, пористость и иные физические параметры сыпучего андезита важны 
для расчёта конструкций и режимов прилунения спускаемых аппаратов. 

 
Приготовление образцов 

Образцы изготавливались в виде таблеток, высотой 2 мм и более, диаметром 
21 мм. Сыпучий андезит был получен из кусков, измельчённых на шаровой 
мельнице до размеров в десятки – сотни микрометров (рис. 1). Размолотый 
андезит был просеян через калиброванные сита и тонкими слоями методом 
выпаривания наносился в полость сборки известных размеров (рис. 2).  
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Рис. 1 / Fig. 1. Андезит на разных стадиях измельчения /  

Andesite at different stages of grinding 
Источник: данные авторов 

 
Монолитный андезит разрезался на пластины заданной толщины. 

Максимальная разница высоты таблетки образца, измеренной на краях, не 
превышала 2 мкм. Образцы сыпучих фракций были двух типов: с частицами от 
~10 до 200 мкм, средним размером частицы 80-90 мкм и начальной плотностью 
1,34 г/см3 и с частицами от нескольких сотен нанометров до 400 мкм и начальной 
плотностью 1,16 г/см3 Типичная сборка, внутри которой помещался образец, 
показана на рис. 2. В случае сыпучих фракций лицевая поверхность образца 
совмещена с внутренней поверхностью экрана из алюминиевого сплава Д16Т 
толщиной 2 мм. Плоскость тыльной стороны образца совмещена с плоскостью 
алюминиевой фольги толщиной 7 мкм, наклеенной на окно из оргстекла. Для 
образцов из монолита экран не применялся, в ряде экспериментов 
использовалось водяное окно. Алюминиевая фольга наклеивалась на тыльную 
поверхность образца. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Схема эксперимента со сборкой образца сыпучего андезита / 

Experimental scheme for assembling a sample of loose andesite 
Источник: составлено авторами 

 
Химический состав реголита (автоматическая станция «Луна-16») и реголита 

(экспедиция «Аполлон-11») различаются между собой, эти различия 
соизмеримы с их отличием от состава андезита (рис. 3). В реголите присутствует 
окись железа, в андезите Fe2O3 [4]. 

 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Диаграмма сравнения химического состава андезита и лунного реголита, 

доставленного экспедициями «Луна-16» и «Аполлон-11» / Comparison diagram of the 
chemical composition of andesite and lunar regolith delivered by the Luna-16 and Apollo-11 

expeditions. 
Источник: [4] 
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Методика измерений 
Исследования проведены на установке «Стрела-2М», газовой пушке калибром 

57 мм. Плоский ударник из алюминиевого сплава Д16Т толщиной 10 мм 
ускорялся потоком сжатого газа до скоростей от 250 до 800 м/с в стволе пушки. 
В измерительной камере вблизи среза ствола он взаимодействовал с плоскостью 
сборки, в которую заподлицо был вмонтирован образец. Ствол пушки, камера 
измерений и приёмная камера вакууммировались. Остаточное давление газа не 
превышало 1 мм рт. ст. Скорость ударника определялась с помощью датчиков 
контактного типа по известному расстоянию между парами датчиков и 
измеренному времени их замыкания [5]. Использование пар датчиков, 
установленных перпендикулярно плоскости образца во взаимно 
перпендикулярных плоскостях, позволяло определить ещё и угол перекоса 
ударника относительно образца. Точность измерения скорости не хуже 1%. 

Профили скорости границы «образец-окно» для сыпучего андезита и 
свободной поверхности для монолитного измерены с использованием 
неравноплечего доплеровского интерферометра типа VISAR, имеющего 
временное разрешение 1 нс. Более подробно метод и способ получения 
профилей из осциллограмм интерферометра дан в [5; 6]. В общем случае 
профили имеют сложную форму, которая зависят от множества параметров, в 
частности, вязких свойств материала, его неоднородности, пористости и т.д. 
[7, 8].  

 
Результаты измерений 

Характерные профили скорости, полученные в экспериментах с монолитным 
и сыпучим андезитом, показаны на рис. 5 и 6. Профили ударных волн в 
неоднородных материалах имеют сложную структуру [5–8]. Выделяют волну-
предвестник и волну пластической деформации (пластическую ударную волну). 

Хорошо видно, что в сыпучих образцах волна упругого предвестника не 
наблюдается. В монолитном андезите предвестник присутствует, что позволяет 
сделать вывод о наличии диапазона давлений ударного сжатия, при которых 
андезит сохраняет упругость, не разрушается. Крутизна нарастания профиля 
скорости в андезите больше, чем в аналоге марсианского реголита, что, по-
видимому, связано с различием в структуре сравниваемых материалов. Для 
детального анализа требуются измерения в образцах разной толщины и более 
широком диапазоне давлений.  

Адиабата как зависимость максимальной скорости поверхности от массовой 
скорости показана на рис. 7, там же приведены имеющиеся литературные 
данные (работы Т. Дж. Аренса [9; 11; 12], В. С. Зиборова [10]). Точки, 
полученные в данной работе, лежат в диапазоне малых скоростей удара, ранее не 
исследованных. 
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Рис. 5 / Fig. 5. Профили скорости границы монолитного андезита и водяного окна 

при выходе на неё ударной волны / Velocity profiles of the solid andesite – water window 
interface at the moment of shock wave arrival  

Источник: составлено авторами 
 

 
Рис. 6 / Fig. 6 Профили массовой скорости молотого андезита и аналога марсианского 

реголита / Particle velocity profiles of powdered andesite and Martian regolith analog 
Источник: составлено авторами 
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Рис. 7 / Fig. 7. Ударные адиабаты / Impact Adiabats  

Источник: составлено авторами, в т. ч. с использованием [9–12]. 
 
Адиабаты отличающихся размером фракций сыпучего андезита имеют 

одинаковый наклон, совпадающий с данными из [9], но имеют разное 
положение по оси ординат: чем меньше начальная плотность материала (т.е. чем 
больше начальная пористость), тем ниже положение адиабаты по оси ординат. 
По-видимому, это связано с тем, что значительная часть энергии удара идёт на 
уплотнение пор или разрушение частиц. Большой угол наклона адиабаты в 
монолитном андезите при массовых скоростях меньше 350 м/c, вероятно, 
показывает, что в этой области не происходит фазовых превращений 
компонентов материала (т.е. происходит только деформация вещества). 
Область, где начинаются фазовые превращения, инициированные ударным 
сжатиям, начинается после 350 м/c [9]. 

 
Заключение 

Проведённое исследование позволило дополнить имеющиеся в литературе 
данные о свойствах андезита, одного из аналогов некоторых типов лунного 
грунта, в условиях ударного сжатия в области малых скоростей удара. Показано, 
что при давлении ударного сжатия 1.9 ГПа на профиле ударной волны 
монолитного андезита, вероятно, формируется упругий предвестник. В 
координатах массовая скорость – скорость ударной волны ударные адиабаты 
образцов дробленого андезита лежат ниже, чем адиабата сплошного андезита, 
что в первую очередь связано с затратой энергии удара на закрытие пор. При 
этом адиабата дробленого андезита с более узким распределением частиц и 
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большей насыпной плотностью лежит выше адиабаты дробленого андезита 
другого типа, что согласуется с известными сведениями по пористым средам. 
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Аннотация1 
Цель: дать общее представление о сравнении методов и алгоритмов для принятия решения в 
нечёткой информационной ситуации при управлении рисками. 
Процедуры и методы. В современном мире с существенным скачком развития 
информационных технологий и ростом объёмов информации появляются новые средства и 
методы для инвестирования, что в свою очередь увеличивает количество ситуаций с 
повышенными рисками. Такие ситуации требуют современных и своевременных решений. 
Алгоритмы ситуационной обработки информации помогают оптимизировать количество 
таких ситуаций и свести их к минимуму. А для обработанного объёма рисковых ситуаций могут 
быть использованы как классические методы передачи информации, так и методы передачи 
и обработки информации с применением квантовых технологий.  
Результаты. Представлены цифровые и квантовые методы передачи и обработки 
информации. Описаны достоинства и недостатки при работе с ними. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Описанные методы и алгоритмы могут быть 
применены и использованы в различных сферах экономики при работе с повышенными 
рисками их прогнозированием и предупреждением. 
Ключевые слова: риски, информационная ситуация, квантование, манипуляция, квантовая 
чувствительность, сцепленное состояние 
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Abstract 
Aim is to provide a general idea of the comparison of methods and algorithms for decision-making 
in a fuzzy information situation in risk management. 
Methodology. In the modern world, with a significant jump in the development of information 
technology and a significant increase in the volume of information, new means and methods for 
investing appear which in turn increases the number of situations with increased risks. Such 
situations require modern and timely solutions. Situational information processing algorithms help 
optimize the number of such situations and minimize them. And for the processed volume of risk 
situations, both classical methods of transmitting information and methods of transmitting and 
processing information using quantum technologies can be used. 
Results. Digital and quantum methods of information transmission and processing are presented. 
Advantages and disadvantages when working with them are described. 
Research implications. The described methods and algorithms can be applied and used in various 
spheres of the economy when working with increased risks of their forecasting and prevention. 
Keywords: risks, information situation, quantization, manipulation, quantum sensitivity, coupled 
state 
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Введение 

Риски при инвестировании могут быть известными, неизвестными или 
непостижимыми. Известные риски – это риски, о которых есть какая-либо 
информация, если они явно не являются рисками, а могут быть открытыми 
вопросами. Неизвестные риски – это те, которые будут выявлены (т. е. станут 
известны), если появилась возможность получить не явную или явную 
информацию. Непостижимые риски – это те, которые даже в принципе никто не 
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мог предвидеть. Поэтому эти риски, потенциально критические для успеха 
инвестирования, выходят за рамки любого метода идентификации рисков. 
Некоторые из известных рисков уже были идентифицированы и 
зафиксированы. Основное внимание метода идентификации рисков, 
описанного в работе, сосредоточено на рисках, которые известны, но не 
идентифицированы и не зафиксированы, и на неизвестных рисках [1]. 

 
Модель нечёткой информационной ситуации  

при прогнозировании рисков 
Для выявления ситуаций, связанных с повышенными рисками, можно 

использовать имитационные ситуационные модели, которые достаточно точно 
воспроизводят логическую схему и временную динамику поведения изучаемого 
объекта. Как правило, они представляют собой либо ситуационный алгоритм 
поведения объекта, либо исполняющийся в реальном времени программный 
код, что даёт более прогнозируемый и управляемый результат при 
исследовании. Однако наименее прогнозируемыми и более сложными для 
изучения являются стохастические ситуационные процессы, которые могут 
быть предсказаны или спрогнозированы в меньшей степени, что ведёт к 
повышению рисков [2; 3]. 

Чем сложнее и обширнее методы, применяемые для построения 
моделируемой ситуации, тем ниже количество рисков, с которыми впоследствии 
предстоит работать. 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Модель информационной ситуации / Model of information situation 

Источник: Составлено автором. 
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На рис. 1 модель информационной ситуации представлена как объект 
исследования. Реальные ситуации, в которых имеет место нечёткость и 
параметры являются нечёткими1, могут быть определены как нечёткие 
информационные ситуации. С исследованием модели такой информационной 
ситуации часто связаны условия поведения объекта, развития явления или 
процесса или условия решения задачи. В случае с инвестированием решением 
будет являться идентификация и группировка рисков [2]. 

 
Матрица рисков 

Алгоритм группировки выявленных рисков может быть представлен 
обычным матричным видом, Аmxn, где m – идентифицированные риски, а n – 
методы и алгоритмы работы с ними. 

Матрица пересечения идентифицированных рисков с алгоритмами и 
методами работы с ними может давать как однозначное, так и комплексное 
решение для дальнейшей работы с ними. В этом случае ключевым фактором 
является своевременность и точность передаваемой информации об 
идентифицированных рисках и выработанных алгоритмах и методах для их 
устранения или предупреждения. Методы передачи данных могут быть 
использованы как цифровые, так и оптические. Каждый из них имеет свои 
преимущества и недостатки. Рассмотрим оба варианта. 

 
Методы и алгоритмы передачи данных в различных ситуациях 

При использовании беспроводных каналов передачи данных возникают 
недостатки, связанные с искажением передаваемых данных при кодировании и 
декодировании сигнала такими методами, как модуляция, дискретизация, 
квантование. Эти методы несут в себе усложнение схемы передачи данных и её 
постоянное преобразование, которое, не смотря на развитие новых технологий 
и методов извлечения данных, так или иначе ведёт к потере части передаваемой 
информации. Так, например, при использовании беспроводной связи при 
квантовании сигнала необходимо учитывать погрешность в половину кванта. А 
при передаче дискретной информации посредством модуляции сигнала 
информационные уровни кодируют изменением амплитуды, частоты или фазы. 
Для передачи бинарной информации значениям единицы и ноля соответствуют 
противоположные фазовые состояния несущей частоты. Наиболее 
распространённым методом манипуляции является квадратурно-фазовая 
манипуляция (QPSK). Недостатком её использования является скачок фазы на 
1800 градусов. 

Этой проблемы можно избежать при использовании амплитудно-фазовой 
манипуляции при одновременном применении фазовой манипуляции и 
амплитудной модуляции. Подобную модуляцию можно назвать 
многоуровневой. 

                                                            
1 Цветков В. Я.  Развитие технологий управления // Государственный советник. 2015. № 4 (12). С. 8. 
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Пример амплитудно-фазовой модуляции представлен на рис. 2. 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Пример амплитудно-фазовой модуляции /  

Example of amplitude-phase modulation 
Источник: [4, с. 175] 

 
Преимуществом такого способа модуляции является значительное 

повышение скорости передачи информации, которое можно записать как 
отношение  

, 

где К – спектральная эффективность [4]. 
Оптоволоконные соединения гарантируют минимум шумов и высокую 

безопасность, обусловленную невозможностью сделать отвод. Вероятность 
ошибки при передаче данных составляет 10-10, что в большинстве случаев делает 
контроль целостности сообщений ненужным. При использовании 
мультимодового вида волокон снижается дисперсия времени распространения 
и вносятся меньшие искажения формы сигнала. Придавая световым импульсам 
обратный гиперболический косинус, эффекты дисперсии можно полностью 
исключить. Такие импульсы называют солитонами. Также снижение потерь 
можно получить, если диаметр волокна больше диаметра источника света. 
Чувствительность приёмника задаётся квантовой эффективностью, которая 
характеризует отношение числа первичных электронно-дырочных пар к числу 
падающих на детектор фотонов. Этот параметр часто выражается в процентах 
(реже в амперах на люмен). Так, если на каждые 100 фотонов приходится 60 пар 
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электрон – дырка, то квантовая эффективность равна 60%. Чувствительность 
фотодетектора R может быть вычислена на основе квантовой чувствительности: 

R= (nel)/hc, 
где е – заряд электрона, h – постоянная Планка, с – скорость света, l – длина 
волны, а n – квантовая чувствительность [5]. 

Время нарастания фотодиода ограничивает быстродействие системы. 
Немалую роль играет и уровень шумов на входе приёмника. При этом световой 
импульс должен нести достаточно энергии (заметно больше уровня шума), 
чтобы обеспечить низкий уровень ошибок. 

 
В таком случае при анализе одномодового режима счёта фотонов, имеющего 

место при условии малости времени одиночного измерения числа фотонов по 
сравнению с временем когерентности поступающего на вход усилителя 
излучения, T<<tcoh. Также предполагается, что площадь фотодетектора меньше 
площади пространственной когерентности излучения S<<Scoh. Таким образом, 
распределение p (m,T) фотоэлектронов многоатомного широкополосного 
фотодетектора для времени измерения T может иметь вид: 

 
При условии, что квантовая эффективность фотодетектора удовлетворяет 

соотношению 0=<n=<1, то после преобразования получим соотношение 
сигнал/шум фотодетектора в виде выражения: 

 
 
[6]. 
 

 
Одновременно с выбором канала передачи данных можно увеличить 

плотность потока передаваемых данных, для этого предлагается использовать 
сверхплотное кодирование, основанное на сцепленном состоянии. Для этого 
предположим, что передатчик является объектом А, а приёмник объектом Б, 
находящимися в сцепленном состоянии, тогда каждый из объектов будет 
представлять из себя q-бит. Известно, что максимальное количество 
информации переданное от А к В в классическом представлении равно одному 
биту и получается при кодировании в два ортогональных вектора, например:  

 
Протокол «сверхплотного кодирования» позволяет удвоить количество 

передаваемой информации, имеет в своей основе простой математический 
факт – все векторы базиса Белла: 
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[7]. 
 

Таким образом, вычислительный алгоритм нечёткой ситуации с 
идентифицированными рисками может иметь различные варианты решений 
для выбора методов передачи и кодирования информации о наступивших или 
предполагаемых идентифицированных рисках на начальном уровне.  

 
Выводы 

Для решения задачи по идентификации рисков в нечёткой информационной 
ситуации, а также возможности быстрой передачи информации с 
минимальными потерями предложены следующие ситуационные методы и 
алгоритмы: 

1. Определение рисков и ответственных за их анализ исполнителей с 
использованием матрицы Аmxn. 

2. Определение формата передачи информации в зависимости от 
имеющихся в доступности средств проводной или беспроводной связи 
(цифровой, аналоговой, аналогово-цифровой). 

3. Метод кодирования и декодирования информации. 
4. Алгоритм работы с ошибками при приёме информации своевременно и 

без искажений исходного передаваемого сообщения. 
5. Увеличение плотности передаваемых сообщений. 
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