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ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀÂÜÅ  
ÄËß ÁÈÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß  
ÑÎ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÉ ÏÐÀÂÎÉ ×ÀÑÒÜÞ Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÑËÎÅ 

Алгазин О. Д., Копаев А. В. 

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана  
(национальный исследовательский университет) 
105005, г. Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель: найти точные решения краевой задачи для бигармонического уравнения в 
бесконечном n-мерном слое с граничными условиями Навье. 
Процедура и методы. В статье рассмотрена краевая задача для бигармонического 
уравнения в бесконечном n-мерном слое 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦 с граничными условиями 
Навье. Эта задача сводится к последовательному решению двух задач Дирихле для 
уравнения Пуассона, явные решения которых получены авторами ранее с помощью 
преобразования Фурье обобщённых функций медленного роста.  
Результаты. Получены точные решения краевой задачи Навье для бигармонического 
уравнения, правая часть которого является полигармонической функцией по 𝑥𝑥, в 
частности полиномом. В этом случае решение также является полигармонической 
функцией по 𝑥𝑥, в частности полиномом. 
Теоретическая и/или практическая значимость заключается в получении точных решений 
краевой задачи Навье для бигармонического уравнения в бесконечном n-мерном слое.  
Ключевые слова: бигармоническое уравнение, уравнение Пуассона, задача Дирихле, 
функция Грина1 
  

                                                            
© CC BY Алгазин О. Д., Копаев А. В., 2023. 
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EXACT SOLUTIONS OF THE NAVIER BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR A BIHARMONIC EQUATION WITH A SPECIAL RIGHT-HAND SIDE 
IN AN INFINITE LAYER 

O. Algazin, A. Kopaev 

Bauman Moscow State Technical University 

ulitsa Vtoraya Baumanskay 5 build. 1, Moscow 105005, Russian Federation 

Abstract 
Aim. Purpose is to find exact solutions of the boundary value problem for the biharmonic 
equation in an infinite 𝑛𝑛-dimensional layer with Navier boundary conditions  
Methodology. The paper considers a boundary value problem for a biharmonic equation in an 
infinite n-dimensional layer. The paper considers a boundary value problem for a biharmonic 
equation in an infinite n-dimensional layer 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦 with Navier boundary 
conditions. This problem reduces to the sequential solution of two Dirichlet problems for the 
Poisson equation, the explicit solutions of which were obtained earlier by the authors using the 
Fourier transform of generalized functions of slow growth.  
Results. Exact solutions of the Navier boundary value problem are obtained for a biharmonic 
equation whose right-hand side is a polyharmonic function in 𝑥𝑥, in particular a polynomial. In 
this case, the solution is also a polyharmonic function in 𝑥𝑥, in particular a polynomial. 
Research implications. They consist in obtaining exact solutions of the Navier boundary value 
problem for a biharmonic equation in an infinite 𝑛𝑛-dimensional layer. 
Keywords: biharmonic equation, Poisson equation, Dirichlet problem, Green's function 

 
Введение 

Бигармоническое уравнение Δ�𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢 используется для описания 
стационарных процессов различной физической природы. Например, в плоских 
задачах теории упругости решение 𝑢𝑢 даёт прогиб пластины или балки под 
действием нагрузки 𝑢𝑢. В зависимости от способа закрепления краёв пластины 
или балки задаются различные граничные условия. Если, например, края 
пластины шарнирно закреплены, то получаем на границе Γ условия: 

𝑢𝑢|� 𝑢 0, Δ𝑢𝑢|� 𝑢 0. 
Краевая задача для бигармонического уравнения с такими граничными 

условиями называется задачей Навье. Обзор граничных условий для 
бигармонического уравнения см. в [1].  

Бигармоническое уравнение также используется в гидродинамике для 
описания медленных течений вязкой несжимаемой жидкости. 

Решению различных краевых задач для бигармонического уравнения 
посвящено много работ, см. например [2–6]. 

Точные решения краевых задач для бигармонического уравнения можно 
получить только для некоторых областей, например для слоя в пространстве 
произвольной размерности. В случае плоскости это будет полоса. 
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Мы рассматриваем краевую задачу для неоднородного бигармонического  
уравнения в слое 

          Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 𝑦𝑦𝑥 𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑥              (𝑦) 
с граничными условиями 

                                      𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 0𝑥           (2) 
которые можно записать в виде 

                                        𝑥𝑥 = 0𝑥 𝑢𝑢 = 0𝑥 Δ𝑢𝑢 = 0𝑥                                          (3)  
𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑥 𝑢𝑢 = 0𝑥 Δ𝑢𝑢 = 0𝑦         

В случае 𝑦𝑦 = 𝑦 решение задачи 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) даёт прогиб упругой полосы под 
действием нагрузки 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) при условии, что края полосы шарнирно 
закреплены.  

Задача (1), (3) сводится к последовательному решению двух задач Дирихле для 
уравнения Пуассона:  

                       Δ𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 0𝑥 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 0𝑥                     (4) 
и 

                                  Δ𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥       𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 0𝑥 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 0𝑦             (5) 
Задача Дирихле для уравнения Пуассона (с неоднородными граничными 

условиями) рассмотрена нами в [7]. В случае полиномиальных данных решение 
является полиномом [8]. 

Далее мы приводим решение задачи (1), (2) в классе функций медленного 
роста по 𝑥𝑥 для правой части 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) являющейся функцией медленного роста по 
𝑥𝑥𝑦 Это решение в данном классе функций является единственным. Для правой 
части, являющейся полигармонической функцией по 𝑥𝑥 (в частности – 
полиномом), мы даём алгоритм получения точного решения задачи. Это 
решение также является полигармонической функцией по 𝑥𝑥 (в частности – 
полиномом).    

 
1. Постановка и решение задачи 

Пусть правая часть уравнения (1) является функцией медленного роста по 𝑥𝑥, 
то есть 

      � |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
𝑥�

(𝑦 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑥𝑥 < 𝑑𝑑  𝑥 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� + ⋯ + 𝑥𝑥�� 𝑥                 (6)  
для некоторого 𝑚𝑚 𝑦 0 и для каждого 𝑥𝑥 𝑥 (0𝑥 𝑦𝑦)𝑦 

Решение задачи (1), (2) также будем искать в этом классе функций. Тогда 
задачи (4) и (5) имеют единственные решения [7] и решением задачи (1), (2) будет 
функция 

                            𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑢𝑢(𝑣𝑣𝑥 𝑣𝑣)
 

𝑥�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑣𝑣𝑥 𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥                           (𝑑) 

где 

                                𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑓𝑓(𝑣𝑣𝑥 𝑣𝑣)
 

𝑥�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑣𝑣𝑥 𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣 𝑦                       (𝑑) 

Здесь 𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑣𝑣𝑥 𝑣𝑣) − функция Грина задачи Дирихле. 
Для 𝑦𝑦 = 𝑦, то есть для случая полосы на плоскости, (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑥 𝑥�, 
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             𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
4𝜋𝜋 ln ch(𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋( 𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)

ch(𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋( 𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋).                         (9) 
Для 𝑛𝑛 = 𝑛, то есть для случая слоя в трёхмерном пространстве, (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ�, 

𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 � �exp (𝜋𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)

ch (𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)
�

�

𝜋 exp (𝜋𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)
ch (𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋) � 𝑑𝑑𝜉𝜉. 

Для слоя в пространстве чётной размерности (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ��, 
𝐺𝐺����(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺����∗ (|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥|𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺����∗ (𝑟𝑟𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= (𝜋1)���

(𝑛𝜋𝜋)���  �1
𝑟𝑟  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑟𝑟�
���

� 1
4𝜋𝜋 ln ch(𝜋𝜋𝑟𝑟𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋�𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)�

ch(𝜋𝜋𝑟𝑟𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋�𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)��. 
Для слоя в пространстве нечётной размерности (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ����, 

𝐺𝐺��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺��∗ (|𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥|𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺��∗ (𝑟𝑟𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= (𝜋1)���

(𝑛𝜋𝜋)���  �1
𝑟𝑟  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑟𝑟�
���

� 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 � �exp (𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟 ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)

ch (𝜋𝜋𝑟𝑟 ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝜋 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)
�

�

𝜋 exp (𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟 ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋)
ch (𝜋𝜋𝑟𝑟 ch(𝜉𝜉)𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋 (𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑥𝑥)𝜋𝜋𝜋) � 𝑑𝑑𝜉𝜉�. 

Рассмотрим правую часть 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)  специального вида, удовлетворяющую 
условию 

Δ��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 
для некоторого 𝑘𝑘, то есть являющуюся по переменным 𝑥𝑥 полигармонической 
функцией, в частности полиномом. Обозначим 

Δ = Δ� 𝑦 𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝑥𝑥� = 𝐵𝐵 𝑦 𝐵𝐵𝑥 

𝐵𝐵��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = � (𝑥𝑥 𝜋 𝜉𝜉)
�

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉 𝜋 𝑥𝑥

𝜋𝜋 � (𝜋𝜋 𝜋 𝜉𝜉)
�

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉. 

Легко проверить, что решением задачи Дирихле (5) 
Δ𝑣𝑣 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 0) = 0𝑥            𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝜋𝜋) = 0𝑥 

будет функция 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(𝜋1)�
���

���
𝐵𝐵����𝐵𝐵�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(𝜋1)�

���

���
𝐵𝐵����Δ�

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 

которая также является полигармонической по 𝑥𝑥𝑥 Δ��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. 
Тогда решением задачи (1), (2) будет функция  

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(𝜋1)�
���

���
𝐵𝐵����Δ�

� 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). 

Если 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) является полиномом по 𝑥𝑥, то решение задачи 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) также является 
полиномом по 𝑥𝑥 и это решение единственно в классе функций медленного роста 
по 𝑥𝑥. 
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2. Примеры 
Пример 1. 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 𝑦𝑦𝑥 
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 0. 

Поскольку 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1𝑥    Δ�𝑓𝑓 = 0𝑥 то 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = � (𝑥𝑥 𝑦 𝑦𝑦)
�

�
𝑑𝑑𝑦𝑦 𝑦 𝑥𝑥

𝑦𝑦 � (𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)
�

�
𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝑥𝑥�

2 𝑦 𝑥𝑥𝑦𝑦
2 . 

В силу единственности решения в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥 это 
решение даётся интегралом по формуле (8). То есть, например, при 𝑛𝑛 = 1  

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑥 𝑡𝑡)
 

𝑥�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑥 𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 = 

= 1
4𝜋𝜋 �  �  

�

��

�

�
ln ch(𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑡𝑡)𝜋𝑦𝑦) 𝑦 c𝜋𝜋( 𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑡𝑡)𝜋𝑦𝑦)

ch(𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑡𝑡)𝜋𝑦𝑦) 𝑦 c𝜋𝜋( 𝜋𝜋(𝑥𝑥 𝑦 𝑡𝑡)𝜋𝑦𝑦)  𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑥𝑥�

2 𝑦 𝑥𝑥𝑦𝑦
2 . 

Теперь найдём 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). Поскольку Δ�𝑣𝑣 = 0, то единственное в классе функций 
медленного роста по 𝑥𝑥 решение задачи даётся формулой 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�

24 𝑦 𝑥𝑥�𝑦𝑦
12 𝑦 𝑥𝑥𝑦𝑦�

24 .  
Если не ограничивать рост искомого решения по 𝑥𝑥, то к найденному решению 

можно добавить любое решение однородной задачи 
Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 𝑦𝑦𝑥 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) = 0. 
Например, при 𝑛𝑛 = 1 можно добавить 

� �𝑐𝑐�ch �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑦𝑦 � 𝑦 𝑐𝑐�𝑥𝑥ch �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥

𝑦𝑦 � 𝑦 𝑐𝑐�𝜋h �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑦𝑦 � 𝑦 𝑐𝑐�𝑥𝑥𝜋h �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥

𝑦𝑦 �� 𝜋�n �𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑦𝑦 � .

�

���
 

 
Пример 2. 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑒𝑒�𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 1𝑥 
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 1) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 1) = 0. 

Поскольку 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑒𝑒�𝑥 Δ� = 𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝑥𝑥� 𝑥 Δ�� 𝑓𝑓 = 0𝑥 
то  𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑦 𝐴𝐴��Δ�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) и 
 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑦 𝐴𝐴��Δ�𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). 

Эти вычисления легко выполняются в Maple или в Mathematica. 
Единственное в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥 решение задачи  

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 4 𝑦 1
6 𝑥𝑥� 𝑦 1

30 𝑥𝑥� 𝑦 1
6 𝑥𝑥�𝑥𝑥� 𝑦 1

30 𝑒𝑒𝑥𝑥� 𝑦 307
90 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑦 5

9 𝑒𝑒𝑥𝑥� 𝑦 8
9 𝑥𝑥� 𝑦 

𝑦 5
6 𝑒𝑒𝑥𝑥�𝑥𝑥 𝑦 1

6 𝑒𝑒𝑥𝑥�𝑥𝑥� 𝑦 2𝑥𝑥� 𝑦 4
3 𝑥𝑥�𝑥𝑥 𝑦 4𝑒𝑒� 𝑦 𝑥𝑥� 𝑦 1

2 𝑥𝑥�𝑥𝑥� 𝑦 𝑥𝑥�𝑒𝑒� 𝑦 236
45 𝑥𝑥. 

Пример 3.  
Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥� c𝜋𝜋 (𝑥𝑥�)𝑒𝑒��𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥�) 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 1𝑥 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 1) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 1) = 0. 
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Поскольку 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥� cos (𝑥𝑥�)𝑒𝑒��𝑥𝑥�𝑥 Δ�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 

то 
𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= − 239
75600 𝑥𝑥 s𝑦𝑦(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒�� + 1

210 s𝑦𝑦(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑥𝑥� − 1
600 s𝑦𝑦(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑥𝑥� + 

+ 1
15120 s𝑦𝑦(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑥𝑥� + 1

140 𝑥𝑥𝑥𝑥� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒�� − 1
120 𝑥𝑥� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑥𝑥� + 

+ 1
840 𝑥𝑥� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑥𝑥�. 

Здесь правая часть уравнения 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) и найденное решение 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) не 
являются функциями медленного роста по 𝑥𝑥. Если не накладывать никаких 
ограничений на рост искомого решения по 𝑥𝑥, то к найденному решению можно 
добавить любое решение однородной задачи 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 1𝑥 
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 1) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 1) = 0. 

Замечание. Аналогично изложенному в статье получается решение задачи для 
бигармонического уравнения (1) со смешанными граничными условиями 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 0𝑥 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 0𝑥 
𝑢𝑢�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 𝑢𝑢���(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥 

которое сводится к последовательному решению двух смешанных краевых задач 
Дирихле-Неймана для уравнения Пуассона [9]. 

Отметим, что к смешанной задаче Дирихле – Неймана для уравнения Лапласа 
сводится смешанная краевая задача для системы Моисила – Теодореску [10]. 

 
Заключение 

В работе получены точные решения краевой задачи Навье для 
бигармонического уравнения в многомерном бесконечном слое, ограниченном 
двумя гиперплоскостями 

                             Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�𝑥 0 < 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑦 1𝑥            
     𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 0) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0𝑥       

при условии, что правая часть является полигармонической функцией по 𝑥𝑥, 
Δ��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. Это решение единственно в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥𝑥  

      � |𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
𝑥�

(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑥𝑥 < 𝑑𝑑  𝑥 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� + ⋯ + 𝑥𝑥�� 𝑥                  
для некоторого 𝑚𝑚 𝑦 0 и для каждого 𝑥𝑥 𝑥 (0𝑥 𝑥𝑥). 

Согласно приведённому алгоритму получения решения соответствующие 
вычисления легко выполняются в Maple или в Mathematica. Эти точные решения 
могут быть использованы для проверки точности численных методов решения 
краевых задач для бигармонического уравнения, возникающих в прикладных 
задачах теории упругости и гидромеханики. 

 

Статья поступила в редакцию 22.08.2023 г. 
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ÂÐÅÌÅÍÍÀß ÝÂÎËÞÖÈß ÒÓÍÍÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÁÎÇÅ-
ÊÎÍÄÅÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÀÒÎÌÎÂ Â ×ÅÒÛÐ¨ÕÚßÌÍÎÉ ËÎÂÓØÊÅ  
ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÂÍÎÇÀÑÅËÅÍÈß ßÌ ËÎÂÓØÊÈ 

Васильева О. Ф., Зинган А. П. 

Приднестровский государственный университет имени Т. Г. Шевченко 
МД 3300, г. Тирасполь, ул. 25 лет Октября, д. 128, Молдова 

Аннотация 
Целью работы является теоретическое исследование временной эволюции бозе-
конденсированных атомов в четырёхъямной ловушке.  
Процедура и методы. Проведены теоретические исследования гамильтониана 
взаимодействия, описывающего временную эволюцию бозе-конденсированных атомов в 
четырёхъямной ловушке в условиях линейного туннелирования. 
Результаты. Получены аналитические решения системы дифференциальных уравнений, 
описывающих временную эволюцию бозе-конденсированных атомов в четырёхъямной ловушке. 
Теоретическая значимость. Временная эволюция бозе-конденсированных атомов в 
четырёхъямной ловушке определяется начальной разностью фаз, что даёт возможность 
фазового управления процессом туннелирования бозе-атомов в ловушках. 
Ключевые слова: бозе-атомы, туннелирование, четырёхъямная оптическая ловушка 

TEMPORAL EVOLUTION OF TUNNELING OF BOSE-CONDENSED ATOMS  
IN A QUADRUPOLE TRAP UNDER THE CONDITION OF INITIAL 
EQUIPOPULATION OF TRAP PITS 

O. Vasilieva, A. Zingan1 

Pridnestrovian State University 12 
8 ulitsa 25 Oktyabrya, Tiraspol MD3300, Moldova 
Abstract 
Aim of this work is to theoretically investigate the temporal evolution of Bose-condensed atoms 
in a quadrupole trap  
Methodology. Theoretical studies of the interaction Hamiltonian describing the time evolution of Bose-
condensed atoms in a quadrupole trap under linear tunneling conditions have been carried out 
Results. Analytical solutions are obtained for a system of differential equations describing the 
time evolution of Bose-condensed atoms in a quadrupole trap. 
Research implications. The time evolution of Bose-condensed atoms in a quadrupole trap is 
determined by the initial phase difference, which makes it possible to phase-control the 
process of Bose-atom tunneling in traps 
Key words: Bose atoms, tunneling, four-well optical trap. 
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Введение 
С момента первой экспериментальной реализации бозе-эйнштейновского 

конденсата прошло достаточно много времени, однако изучение данного 
явления до сих пор является актуальной задачей. За последнее десятилетие был 
достигнут значительный экспериментальный и теоретический прогресс в 
изучении свойств этого нового состояния вещества. Было изучено 
туннелирование атомов в двойной яме [1–4]. В [5] был численно изучен процесс 
туннелирования солитонов в двухъямном бозе-конденсате. Были получены не 
привычные джозефсоновские колебания, а прямоугольные колебания, что 
доказывает топологическую устойчивость и локализованность солитонов, 
распространяющихся в нелинейной среде. В [6] показано, что, изменяя 
конфигурацию ловушки, можно вызвать переход от джозефсоновских 
колебаний к явлению квантового самозахвата системы бозе-атомов. В [7] 
исследовалась вероятность транзитной передачи частиц из одной ямы в другую 
при наличии и отсутствии диполь-дипольного и когерентного взаимодействий. 

Постепенно началось исследование бозе-конденсата в тройной ловушке  
[8–13]. Добавление ещё одной ямы приводит к гамильтониану с двумя 
степенями свободы, который в общем случае является неинтегрируемым и, 
следовательно, способен демонстрировать смешанную регулярно-хаотическую 
динамику. Возникновение хаоса в неинтегрируемой системе оказывает своё 
уникальное влияние на временную эволюцию бозе-конденсата. Так, динамика 
бозе-конденсированных атомов в тройных ловушках приводит к нескольким 
интересным возможностям, таким как: поведение конденсата, подобное 
транзистору [14], бозе-конденсат рассматривается в качестве атомотронного 
переключающегося устройства [15] и в качестве переноса одиночных атомов 
исток-сток [16]. 

В [17] рассмотрена система бозе-конденсированных атомов в ловушке с 
четырьмя ямами. Такая система была подробно проанализирована в [18]. В [17] 
система бозе-конденсированных атомов представлена как линейный тример, 
слабо связанный с четвёртой лункой (ямой-мономером). Бозе-
конденсированная система рассматривалась как двухчастичная (тример и 
мономер) модель Бозе-Хаббарда. Предсказаны исходные конфигурации 
тримера, которые устойчивы к возмущениям мономера. Показано, что, изменяя 
начальные параметры заселения мономера, можно прийти к инверсному 
состоянию заселённости ямы-тримера. 

 
Постановка задачи. Основные уравнения 

Рассмотрим когерентную динамику туннелирования бозе-конденсированных 
атомов в ловушке, состоящей из четырёх ям, в условиях линейного процесса 
туннелирования. При этом будем считать, что константы линейного процесса 
туннелирования между ямами одинаковые: 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒 (рис. 1). 
Потенциальный барьер между ямами ловушки допускает туннелирование бозе-



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2023 / № 3

17

атомов между всеми четырьмя ямами. Гамильтониан взаимодействия в этом 
случае имеет вид: 
𝐻𝐻���� 𝑗 −�𝜒𝜒�𝑎𝑎���𝑎𝑎�� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎���� − �𝜒𝜒�𝑎𝑎���𝑎𝑎�� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎���� − �𝜒𝜒�𝑎𝑎���𝑎𝑎�� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎���� −

�𝜒𝜒�𝑎𝑎���𝑎𝑎�� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎����,         (1) 
где 𝜒𝜒 – константа линейного процесса туннелирования бозе-конденсированных 
атомов в четырёхъямной ловушке, 𝑎𝑎�� – оператор уничтожения атома в 𝑗𝑗 –ой яме 
(𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗). 
 

 

 

 

 

 

Рис. 1 / Fig. 1. Схема четырёхъямной ловушки / Scheme of a quadrupole trap 
Источник: данные авторов 

 
Из гамильтониана взаимодействия (1) получаем систему дифференциальных 

уравнений для комплексных амплитуд 𝑎𝑎�, 𝑎𝑎�, 𝑎𝑎� и 𝑎𝑎�: 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� 𝑗 −𝜒𝜒�𝑎𝑎� + 𝑎𝑎��, 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� 𝑗 −𝜒𝜒�𝑎𝑎� + 𝑎𝑎��, 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� 𝑗 −𝜒𝜒�𝑎𝑎� + 𝑎𝑎��, 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� 𝑗 −𝜒𝜒�𝑎𝑎� + 𝑎𝑎��.        (2) 
Система уравнений (2) записана при учёте выполнения условия точного 

резонанса. Начальные условия для системы дифференциальных уравнений (2) 

запишутся в виде: 𝑎𝑎� �𝑡𝑡 𝑗 𝑡 𝑗 𝑎𝑎��𝑒𝑒����� , где 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗. 
Введём в рассмотрение населённости атомов в четырёхъямной ловушке: 𝑛𝑛� 𝑗

�𝑎𝑎���, где 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗. 
Если в начальный момент времени присутствуют бозе-конденсированные 

атомы в каждой яме четырёхъямной ловушки, то динамика населённостей в 
ямах будет определяться начальными плотностями частиц в ямах и начальными 
разностями фаз. В этом случае удаётся получить аналитические выражения для 
плотностей атомов в четырёхъямной ловушке: 
𝑛𝑛� 𝑗 𝑛𝑛�� + �𝑛𝑛�� + 𝑛𝑛�� + 𝑗�𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐��𝜒𝜒𝑡𝑡� − 𝑗 �𝑛𝑛�� +

�𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐��𝜒𝜒𝑡𝑡� + 𝑗 ��𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
�𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛�𝜒𝜒𝑡𝑡�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐��𝜒𝜒𝑡𝑡� + �𝑛𝑛�� + 𝑛𝑛�� + 𝑗�𝑛𝑛��𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜑𝜑�� −
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𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�,  

𝑠𝑠� = 𝑠𝑠�� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 �𝑠𝑠�� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�,  

𝑠𝑠� = 𝑠𝑠�� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 �𝑠𝑠�� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�, 

𝑠𝑠� = 𝑠𝑠�� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 �𝑠𝑠�� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 2�𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − 2 ��𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + �𝑠𝑠��𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒�.        (3)  

Из (3) следует закон сохранения числа бозе-атомов в системе: 𝑠𝑠��𝜒𝜒� + 𝑠𝑠��𝜒𝜒� +
𝑠𝑠��𝜒𝜒� + 𝑠𝑠��𝜒𝜒� = 𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠�� + 𝑠𝑠��. 

Согласно полученной системе уравнений (3) временная эволюция бозе-
конденсированных атомов существенно зависит от начального заполнения ям и 
от начальной разности фаз.  

Если в начальный момент времени населённость первой ямы отлична от нуля, 
а населённости остальных ям равны нулю, то из (2) нетрудно получить 
выражения, определяющие динамику плотностей бозе-конденсированных 
атомов в четырёхъямной ловушке: 

𝑠𝑠� = 𝑠𝑠��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�, 
𝑠𝑠� = 𝑠𝑠� = 𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�, 
𝑠𝑠� = 𝑠𝑠��𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒�,        (4) 

где 𝑠𝑠�� – начальная населённость атомов в первой яме четырёхъямной ловушки. 
Из (4) и рис. 2 видно, что бозе-конденсированные атомы начинают 

периодически туннелировать из одной ямы в другую. В моменты времени 𝜒𝜒� =
�������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) первая яма оказывается пустой, а третья максимально 
заполненной, таким образом создаётся инверсная заселённость первой и третьей 
ям. А в моменты времени 𝜒𝜒� = �������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) населённости в ямах 
оказываются одинаковыми.  
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Рис. 2 / Fig. 2. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 

в условиях начального заселения первой ямы ловушки. Здесь: 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� =
𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose-condensed atoms in wells 
under conditions of initial population of the first well of the trap. Here: 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� =

𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 
Источник: данные авторов 

 
Рассмотрим случай, когда в начальный момент времени плотности атомов в 

четырёхъямной ловушке одинаковы 𝑛𝑛�� = 𝑛𝑛�� = 𝑛𝑛�� = 𝑛𝑛�� = 𝑛𝑛�, тогда систему 
уравнений (3) можно записать в виде: 

𝑛𝑛� = 2𝑛𝑛� ��1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒� + 1� ,  

𝑛𝑛� = 2𝑛𝑛� ��1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒� + 1�, 

𝑛𝑛� = 2𝑛𝑛� ��1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒� + 1�, 

𝑛𝑛� = 2𝑛𝑛� ��1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� + �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛��𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠��𝜒𝜒𝜒𝜒� − �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑��� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑����𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛�𝜒𝜒𝜒𝜒�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜒𝜒𝜒𝜒� + 1�      (5) 
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Проанализируем динамику системы при различных значениях начальных фаз 
в условиях начального равнозаселения бозе-атомами ям ловушки. Пусть 𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = �

�. 
Система уравнений (5) в этом случае упрощается, и записывается в виде: 

𝑛𝑛� =  𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��𝑚 � ��𝑛𝑛�4𝜒𝜒𝜒𝜒��,  
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��𝑚 − ��𝑛𝑛�4𝜒𝜒𝜒𝜒��,      (6) 
Временная эволюция туннелирования бозе-атомов в ямах для этого случая 

представлена на рис. 3. Из рис. 3 видно, что динамика изменения со временем 
населённости ям четырёхъямной ловушки является периодической. Период 
колебаний в этом случае равен �

�. В моменты времени 𝜒𝜒� = ��
��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) 

населённости в ямах становятся равными начальному значению плотности бозе-
атомов: 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛�. При этом в начальный момент времени 
плотности атомов в первой и четвёртой ямах ловушки увеличиваются за счёт 
уменьшения атомов в результате линейного туннелирования из второй и 
третьей ям. В момент времени 𝜒𝜒� = ��

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотности атомов в первой 
и четвёртой ямах становятся максимальными и равными 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = 2𝑛𝑛�, 
а плотности атомов в третьей и во второй ямах соответственно равными 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = 𝑚. 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 

в условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟐𝟐. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 
𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose -condensed atoms in 

wells, under conditions when the initial phase differences are respectively equal: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 =
𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟐𝟐. Here 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� =
𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 

Источник: данные авторов 
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Если 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑�� = 0 либо 𝜋𝜋, то система бозе-конденсированных атомов в четырёхъямной 
ловушке будет находиться в покое: 𝑛𝑛��𝑡𝑡� = 𝑛𝑛��𝑡𝑡� = 𝑛𝑛��𝑡𝑡� = 𝑛𝑛��𝑡𝑡� = 𝑛𝑛� = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑡𝑡. 

Однако, если 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜋𝜋, а 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� −
𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 0, в этом случае система будет эволюционировать согласно 
(7): 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��𝑚 � 𝑐𝑐�𝑛𝑛��2𝜒𝜒𝑡𝑡��, 
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐��2𝜒𝜒𝑡𝑡�.       (7) 
Плотность атомов в первой (третьей) яме за всё время туннелирования атомов 

будет больше начальной плотности атомов в ямах 𝑛𝑛�, в то время как плотность 
атомов во второй (четвёртой) яме будет находиться в пределах от нуля до 𝑛𝑛�. К 
моменту времени 𝑡𝑡� = �������

��  (𝑚𝑚 = 0𝑚𝑚𝑚2 𝑚) 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = 2𝑛𝑛�, а 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = 0, таким образом вторая и четвёртая ямы оказываются полностью 
пустыми, а первая и третья максимально заполненными. Колебания плотности 
бозе-атомов являются периодическими с периодом равным �� (рис. 4). 

Временная эволюция изменится, если 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� =
0, а 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = �

�, решение системы уравнений (2), 
запишется в виде: 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� =  �����������������������
� , 

𝑛𝑛� = ����������������������������������
� , 

𝑛𝑛� = ���������������������������������
� .     (8) 

 

 
Рис. 4 / Fig. 4. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, в 

условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅, а 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝟏𝟏. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 

𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose -condensed atoms in wells, under conditions when the 
initial phase differences are respectively equal: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅, end 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −

𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝟏𝟏. Here 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 
Источник: данные авторов 
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Рис. 5 / Fig. 5. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 

в условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝟏𝟏, а 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟐𝟐. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� =
𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose -condensed 

atoms in wells, under conditions when the initial phase differences are respectively equal: 
𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝟏𝟏, end 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 =

𝝅𝝅
𝟐𝟐. Here 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 

Источник: данные авторов 
 
В этом случае, как видно из (8) и рис. 5, плотность атомов в первой и в третьей 

ямах четырёхъямной ловушки оказываются равными. Временная эволюция 
бозе-атомов в этих ямах является периодической с периодом равным �

�, причём 
полного истощения плотности атомов не возникает. В моменты времени 𝑡𝑡� =
��������

� ��
������

�  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотности атомов в первой и в третьей ямах 

становятся максимально возможными, причём 𝑛𝑛� < 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� < ���
� . В 

моменты времени 𝑡𝑡� =
��������

� � �
� �����

�  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность атомов в первой 

и в третьей ямах является минимальной, причём 𝑚 < 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� < ��
� . Что 

касается поведения атомов во второй и четвёртой ямах четырёхъямной 
ловушки, то временная эволюция бозе-атомов в этих ямах является 
периодической и модулированной в пределах одного периода. Плотность 
атомов во второй яме вначале увеличивается за счёт туннелирования атомов из 
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четвёртой в первую яму, а затем при t > 𝑡𝑡� =
��������

����
�  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) 

обогащается за счёт туннелирования атомов из третьей во вторую яму. В 
моменты времени 𝑡𝑡� = ���

���  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность бозе-атомов во второй яме 
достигает максимального значения, лежащего в пределах 𝑚𝑛𝑛� < 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� <
3𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� = ����

���  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность бозе-атомов во 
второй яме достигает минимального значения, лежащего в пределах 𝑚 < 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛���� < 𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�, причём полного истощения атомов во второй яме не наступает. 
Что касается плотности атомов в четвёртой яме, динамика изменения является 
периодической и модулированной в пределах периода. В начальный момент 
времени плотность атомов в четвёртой яме уменьшается к моменту времени 
𝑡𝑡� = ���

���  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚 𝑚) и становится минимально возможной 𝑚 < 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� <
𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�. К моменту времени 𝑡𝑡� = ���

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность бозе-атомов 
достигает своего максимального значения 𝑚𝑛𝑛� < 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� < 3𝑛𝑛�. В моменты 
времени 𝑡𝑡� = �������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) популяции бозе-атомов в ямах становятся 
равными начальному значению плотности атомов в ямах:  𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� = ��������

���  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) популяция бозе-атомов во 
второй яме становится равной 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� и больше 𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� =
�������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) популяции бозе-атомов в первой, третьей и четвёртой 

ямах равны 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ��
� , а плотность атомов во второй яме равна 𝑛𝑛� = ���

� . 
Создаётся инверсная населённость второй и четвёртой ям в моменты времени 
𝑡𝑡� = �������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚), таким образом популяции бозе-атомов в первой, 

третьей и во второй ямах 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ��
� , а плотность атомов в четвёртой яме 

равна 𝑛𝑛� = ���
� . К моменту времени 𝑡𝑡� = �������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность 
атомов в четвёртой яме равна плотности атомов в первой (третьей) яме: 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� > 𝑛𝑛�.  

Если начальные разности фаз 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = �
�, а 

𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝑚, то эволюция системы бозе-атомов в 
четырёхъямной ловушке будет описываться системой уравнений (9): 

𝑛𝑛� =  �������������������������
� , 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ��������������
� , 

𝑛𝑛� = �������������������������
�       (9) 

 



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2023 / № 3

24

 
Рис. 6 / Fig. 6. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 
в условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны:  𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟐𝟐, а 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝟏𝟏. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 
𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose -condensed atoms 

in wells, under conditions when the initial phase differences are respectively equal: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟐𝟐, end 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝟏𝟏. Here 
𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 

Источник: данные авторов 
 
В этом случае, как видно из (9) и рис. 6, динамика системы является 

периодической. Причём населённости второй и четвёртой ямы в любой момент 
времени принимают одинаковые значения, период колебаний населённостей 
этих ям равен �

�. В начальный момент времени населённости второй, третьей и 
четвёртой ям уменьшаются, а населённость первой ямы увеличивается, и к 
моменту времени 𝑡𝑡� = �������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) становятся равными 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = ��

� , а населённость первой ямы становится максимальной 𝑛𝑛� =
𝑛𝑛���� = ���

� . Следует отметить, что полного истощения бозе-атомов в ямах не 
наступает, часть атомов захватываются одной из ям ловушки. Осцилляции 
населённостей становятся неполными, и проявляется явление квантового 
самохвата бозе-атомов в ямах четырёхямной ловушки. Что касается плотностей 
атомов во второй и четвёртой ямах, то она не превышает начального значения 
плотности бозе-атомов 𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� = ��������

��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) 
создаётся инверсная населённость первой и третьей ям: 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� =
��
�  и 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� = ���

� . В моменты времени 𝑡𝑡� = ��
��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) популяции 
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бозе-атомов в ямах становятся равными начальному значению плотности 
атомов в ямах:  𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛�. 

Рассмотрим ещё один случай, когда 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� =
𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = �

�, тогда система (5), описывающая 
временную эволюцию бозе-конденсированных атомов в четырёхъямной 
ловушке, перепишется в виде: 

𝑛𝑛� = ����√����������√������������
�  ,  

𝑛𝑛� = ����√����������√������������
� , 

𝑛𝑛� = ���√�����������√������������
� , 

𝑛𝑛� = − ����√����������√������������
� .      (10) 

В этом случае в моменты времени 𝑡𝑡� = ��
��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) популяции бозе-

атомов в ямах становятся равными начальному значению плотности атомов в 
ямах:  𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛�. В начальный момент времени плотность атомов 
в третьей и четвёртой ямах уменьшаются, а плотности атомов в первой и второй 
ямах увеличиваются. Колебания популяций бозе-частиц являются 
модулированными в пределах одного периода. В моменты времени 𝑡𝑡� = �������

��  
(𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность атомов в первой яме достигает своего максимального 

значения 𝑛𝑛���� = ����√����
� > 𝑛𝑛� , а плотность атомов в четвёртой яме своего 

минимального значения 𝑛𝑛���� = ������√��
� < 𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� =

�������
��  (𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚) плотность атомов во второй яме достигает своего 

максимального значения 𝑛𝑛���� = ����√����
� > 𝑛𝑛� , а плотность атомов в третьей 

яме своего минимального значения 𝑛𝑛���� = ������√��
� < 𝑛𝑛�. Таким образом, в 

моменты времени 𝑡𝑡� = �������
��  и 𝑡𝑡� = �������

��  создаётся в системе инверсная 
населённость в первой и во второй ямах, а также в четвёртой и третьей ямах 
четырёхъямной ловушки. К моменту времени 𝑡𝑡� = �������

��  плотность атомов в 

первой и второй ямах оказываются равными 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ���√����
� > 𝑛𝑛�, а 

плотность атомов в третьей и в четвёртой 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = �����√��
� < 𝑛𝑛� (см. рис. 7). 
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Рис. 7 / Fig. 7. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 
в условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны:   𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟒𝟒. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕�, 
𝟑𝟑-𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟒𝟒-𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose -condensed atoms in 

wells, under conditions when the initial phase differences are respectively equal: 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 =
𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟒𝟒 . Here 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕� =
𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑- 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 

Источник: данные авторов 
 
Если задать начальные разности фаз такие, когда 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� =

𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = �
�, а 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 𝜑𝜑�� − 𝜑𝜑�� = 0, тогда система (5), 

описывающая временную эволюцию туннелирования бозе-конденсированных 
атомов в четырёхъямной ловушке, запишется в виде: 

𝑛𝑛� = ����√����������������������√�����
�  ,  

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ��������������√���√����
� , 

𝑛𝑛� = �����√����������������������√�����
� .     (11) 
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Рис. 8 / Fig. 8. Временная эволюция плотностей бозе-конденсированных атомов в ямах, 
в условиях, когда начальные разности фаз соответственно равны:  𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −
𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅

𝟒𝟒, а 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝟏𝟏. Здесь 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 
𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑-𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. / Time evolution of the densities of Bose-condensed atoms 
in wells, under conditions when the initial phase differences are respectively equal:  𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 −

𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝝅𝝅
𝟒𝟒 , 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚 𝝋𝝋𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 = 𝝋𝝋𝟑𝟑𝟏𝟏 − 𝝋𝝋𝟒𝟒𝟏𝟏 =

𝟏𝟏𝟎 Here 𝟏𝟏- 𝒏𝒏𝟏𝟏�𝒕𝒕�, 𝟐𝟐- 𝒏𝒏𝟐𝟐�𝒕𝒕� = 𝒏𝒏𝟒𝟒�𝒕𝒕�, 𝟑𝟑-𝒏𝒏𝟑𝟑�𝒕𝒕�, 𝝉𝝉 = 𝝉𝝉𝒕𝒕. 
Источник: данные авторов 

 
В этом случае плотность атомов изменяется со временем периодически 

(рис. 8). Период колебаний 𝑛𝑛� и 𝑛𝑛� равен �
�, а 𝑛𝑛� и 𝑛𝑛� равен 𝜋𝜋. В начальный 

момент времени плотность бозе-атомов в первой ловушке увеличивается, в то 
время как плотности атомов в остальных ямах уменьшаются. К моменту времени 
𝑡𝑡� = �������

��  плотность атомов в первой яме становится равной максимально 

возможной 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� = ���√����
� , а плотности атомов в остальных ямах 

минимально возможными 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��� = ���√����
� < 𝑛𝑛�, а 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� =

������√��
� < 𝑛𝑛�. В моменты времени 𝑡𝑡� = �������

��  создаётся инверсная 

населённость первой и третьей ям: 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� = ���√����
�  и 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛���� =

������√��
� < 𝑛𝑛�. Если 𝑡𝑡� = ��

��  (𝑚𝑚 = 𝑚,𝑚,𝑚 𝑚), то плотности бозе-атомов во всех 
четырёх ямах становятся равными начальному значению плотности атомов в 
ямах:  𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛�. Полного истощения бозе-атомов в ямах 
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ловушки в процессе временной эволюции не наблюдается, т. е. атомы 
захватываются ловушкой и проявляется явление квантового самозахвата.  

 
Заключение 

Таким образом, изменяя начальную разность фаз четырёх атомных 
конденсатов, можно получить различные режимы эволюции системы. В 
найденные моменты временной эволюции можно получить различные 
соотношения между населённостями атомов в ямах: максимальное и 
минимальное заполнение ям бозе-атомами, создание инверсной населённости 
бозе-атомов в ямах. Получены периодические режимы эволюции атомов, 
модулированные колебания плотности атомов, явление квантового самозахвата. 
Задавая необходимую начальную разность фаз, можно получить заданную 
наперёд динамику плотности атомов в ямах, т. е. осуществить фазовый контроль 
динамики системы бозе-конденсированных атомов в четырёхъямной ловушке.  

Впервые разность фаз двух конденсатов была измерена 
интерферометрическим методом. В [19] предложена оптическая схема 
детектирования относительной фазы двух бозе-эйнштейновских конденсатов, 
которые находятся в одной и той же ловушке в двух различных зеемановских 
состояниях. Для возбуждения рамановских переходов между конденсатами 
предлагалось использовать два фазово-когерентных луча. Усиление одного из 
лучей и ослабление другого может быть признаком существования фазовой 
когерентности атомов. Используя «метод впечатывания фазы» [20], можно 
задавать необходимую начальную разность фаз и осуществлять фазовый 
контроль динамики бозе-конденсированных атомов, получая наперёд заданные 
значения плотностей атомов в ямах. 

 
Статья поступила в редакцию 01.06.2023 г. 
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Аннотация  
Цель. Обзор разрушающих и неразрушающих методов контроля толщины 
эпитаксиального слоя кремния (Si). Определение параметров тонкой плёнки является 
важной задачей для физики конденсированного состояния. Приведены современные 
способы контроля, такие как сферический шлиф, эллипсометрия и ИК-Фурье 
спектрометрия, слабо представленные в научной литературе.  
Процедура и методы. Проанализирован практический опыт и изложены основные 
результаты.  
Результаты. Обобщены основные подходы к определению толщины эпитаксиальных 
слоёв.  
Теоретическая значимость заключается в углублённом рассмотрении метода 
определения толщины эпитаксиальной плёнки Si и глубины залегания p-n перехода 
сферическим шлифом.  
Ключевые слова: кремний, эпитаксиальный слой, метод контроля, ИК-Фурье 
спектрометрия, сферический шлиф, эллипсометрия  
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Abstract 
Aim. Review of destructive and non-destructive methods for controlling the thickness of the 
epitaxial silicon layer (Si). The determination of thin film parameters is an important problem 
for condensed matter physics. Modern methods of control, such as spherical slot, ellipsometry 
and IR-Fourier spectrometry, which are poorly represented in the scientific literature, are given. 
Methodology. Practical experience is analyzed and the main results are presented.  
Results. The main approaches to determining the thickness of epitaxial layers are summarized.  
Research implications. A method for determining the thickness of the Si epitaxial film and the 
depth of the p–n junction with a spherical strip is considered in depth. 
Keywords: control method, IR-Fourier spectrometry, spherical slot, ellipsometry, epitaxial layer, 
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Введение 
Для производства электронных компонентов таких, как диоды, транзисторы, 

полупроводниковые лазеры, используются эпитаксиальные структуры. Важно 
знать основные параметры структур, чтобы конструировать на их основе 
качественные приборы. К основным характеристикам эпитаксиальных пластин 
относят толщину эпитаксиального слоя, удельное сопротивление, линии 
скольжения, дефекты упаковки и крупные дефекты. Наиболее важными 
параметрами для физиков и технологов является толщина и удельное 
сопротивление эпитаксиального слоя; именно от этих параметров зависит 
выбор режимов в последующих операциях. Для определения толщины 
эпитаксиального слоя кремния используют разрушающие и неразрушающие 
методы, такие как: сферический шлиф, ИК-Фурье спектрометрия, 
эллипсометрия. У каждого метода измерения есть свои особенности и 
ограничения, которые рассмотрены ниже. Ряд факторов определяют выбор 
метода контроля: степень разрушающего воздействия, точность измерений, 
свойства материала. 

Исследование эпитаксиальных структур является одним из векторов развития 
физики конденсированного состояния. Появились и стали доступны более 
совершенные детекторы инфракрасного диапазона спектра, которые лежат в 
основе подавляющего большинства приборов, измеряющих толщину 
эпитаксиального слоя кремния. С помощью них можно контролировать 
толщину с высокой точностью. Создаются математические модели, которые 
дают меньшую погрешность измерений. 

 
Сферический шлиф 

Данным методом можно определять не только толщину наращенного слоя, но 
и величину диффузионных слоёв. Сферический шлиф относится к 
разрушающему методу контроля. Методика измерений заключается в 
следующем. На установке по изготовлению сферического шлифа делается шар-
шлиф. Диаметр шара зависит от конструкции установки и от толщины 
структуры [1]. На шар кладётся небольшое количество алмазной пасты, которая 
и будет являться материалом, осуществляющим шлифовку, затем пластину или 
её осколок крепят на столик (может быть как вакуумное крепление, так и с 
помощью клеящих материалов). Следующий шаг – установка столика с 
пластиной на шар с абразивным материалом в точку, где планируется будущая 
лунка, затем следует включение механизма вращения шара. Время шлифовки 
зависит от скорости вращения и толщины эпитаксиального или диффузионного 
слоя. Контроль диффузионного слоя проводится по залеганию p-n перехода. 
После проведения процедуры происходит окрашивание шлифа, если 
металлургическая граница не имеет выраженного контраста. Химическое 
окрашивание требуется для визуализации границы p-n перехода или 
эпитаксиального слоя с подложкой. Существует несколько составов для 
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химического окрашивания сферического шлифа в зависимости от исследуемого 
материала и типа структуры. 

Для эпитаксиальных структур, имеющих переход типа n-p или p-n, 
рекомендовано использовать травитель на основе плавиковой кислоты (HF) с 
добавлением азотной (HNO3); концентрация азотной кислоты совсем 
маленькая, достаточно нескольких капель. Этот раствор быстро становится 
непригодным, срок его годности составляет 10–15 суток. Существенным 
недостатком является наличие радужных переливов на шлифе, что затрудняет 
определение границы раздела двух типов проводимости. Чтобы этого избежать 
используют чистую плавиковую кислоту и освещение лунки. Для 
эпитаксиальных структур типа n-n+ и p-p+ химический проявитель имеет другой 
состав: плавиковая кислота + перекись водорода в соотношении 2 к 1. Для этого 
же типа структур можно применить раствор для окраски на основе плавиковой 
кислоты с добавлением азотной кислоты и нескольких капель азотнокислого 
серебра (AgNO3). Существуют также уже готовые многокомпонентные 
травители, пример такого – травитель Райта. Им можно травить любой тип 
кремниевой структуры.  

После проявления границ раздела идёт определение толщины 
эпитаксиального или диффузионного слоя. Для этого структуру со шлифом 
помещают под микроскоп со специальным окуляром, имеющим шкалу. 
Оператор подсчитывает количество делений, составляющих хорду, 
проведённую по касательной к внутренней окружности. Границей внутренней 
окружности является, либо p-n переход, либо граница слой – подложка, либо 
диффузионный слой [2]. Затем по этим данным по формуле (1) определяется 
толщина эпитаксиального слоя. Длину хорды также можно определить с 
помощью современных оптических микроскопов, имеющих встроенные 
инструменты. На рис. 1 изображён сферический шлиф с обозначенной хордой, 
диаметр шара 150 мм, для окраса использовался травитель Райта, фотография 
получена с помощью оптического микроскопа. 

h = �����
���  ,      (1) 

где h – толщина эпитаксиального слоя, l – длина хорды, k – цена деления окуляр-
микрометра, D – диаметр шара. 
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Рис. 1 / Fig. 1. Фотография сферического шлифа на пластине эпитаксиального кремния, 

сделанная с помощью оптического микроскопа / A photograph of a spherical slot on an 
epitaxial silicon wafer taken with an optical microscope 

Источник: данные автора 
 

Существует ещё один способ определения толщины эпитаксиального слоя 
кремния h с помощью сферического шлифа, для расчёта по формуле (2) 
потребуется измерить диаметр лунки D1 и диаметр вписанной концентрической 
окружности D2, которая соответствует границе раздела контролируемого слоя с 
последующим слоем. В расчёте также участвует диаметр сферического шлифа D 
[1]. На рис. 2 показана схема измерения сферического шлифа.  

h = �������

��� ,    (2) 
 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Схема определения толщины эпитаксильного слоя по формуле (2) / 
Scheme for determining the thickness of the epitaxial layer according to the formula (2) 

Источник: [1, c. 33]. 
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Основным недостатком данного метода является погрешность измерения, 
связанная с человеческим фактором. Ограниченность применения метода 
сферического шлифа обусловлена контрастностью проявления слоёв. Для 
образования границы, структура должна быть разнотипная (n-p или p-n) или 
разница в концентрации легирующей примеси в слоях должна составлять 
несколько порядков для однотипных структур (n-n и p-p). Также погрешность 
измерений может возникать из-за несферичности шлифа. Измерения данным 
методом трудоёмки и занимают много времени. Сферический шлиф является 
основным промышленным методом контроля толщины эпитаксиальных плёнок 
кремния.  

Достоинствами метода является – простота, дешевизна установки, 
возможность контролировать однородность толщины слоя. 

 
Эллипсометрия 

Этот оптический метод определения толщины эпитаксиального слоя имеет 
высокую точность. Относится к неразрушающим методам контроля. 
Эллипсометрия подходит для измерения только оптически прозрачных плёнок, 
кремний прозрачен для излучения в диапазоне примерно от 1,5 до 25 мкм. Метод 
является непростым и не подходит для входного контроля на производстве. 
Снятие спектра на эллипсометре не составит труда, а для расшифровки его 
потребуется специалист. Использования данного метода подходит для 
лабораторных исследований тонких плёнок.   

Основными элементами эллипсометра являются источник излучения с 
поляризатором, гониометр, анализатор и координатный столик. В 
эллипсометрии измеряют изменение поляризации при отражении света от 
структуры материала или его прохождении через неё. Изменение поляризации 
представлено в виде двух компонент – амплитуд и разности фаз. Измеряемый 
отклик зависит от оптических свойств и толщины каждого материала.  

Поскольку эллипсометрия основана на соотношении двух измеренных 
величин, она очень точна и воспроизводима. Метод относительно 
нечувствителен к рассеянию и флуктуациям, также не требует постоянной 
калибровки с использованием эталонного образца [3]. С помощью 
эллипсометрии можно определить показатель преломления, коэффициент 
поглощения и толщину слоя. Есть возможность измерять отдельные слои или 
даже сложные многослойные структуры толщиной от десятков ангстрем. Метод 
также применим для характеристики состава, кристалличности, шероховатости, 
концентрации легирующего вещества и других свойств материала, связанных с 
изменением оптического отклика [4; 5]. К преимуществам метода относится 
быстрота измерений, возможность интегрировать данный метод в ростовой 
процесс. Эллипсометрия не боится высоких температур, вакуума и агрессивных 
сред.  

С помощью эллипсометрии проводятся измерения оптических свойств 
тонких плёнок аморфного кремния, нанесённого на стекло [6]. Авторы статьи 
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[7] смогли разрешить проблему измерения толщины плёнок кремнезема на 
прозрачных подложках методом спектрально-интерференционной 
эллипсометрии, точность определения параметра превысила 1 нм. В процессе 
изготовления интегральных схем диоксид кремния образуется на кремниевой 
пластине для предотвращения диффузии примесей. Толщина слоя имеет 
решающее значение для последующего процесса легирования и 
производительности схемы. Кроме того, в процессе экспонирования в 
литографической машине точное измерение толщины плёнки позволяет 
подобрать режимы и повысить чувствительность литографии. Поэтому работа 
имеет высокую практическую ценность и теоретический вклад в развитие 
физики конденсированного состояния. В статье [8] методом ИК-эллипсометрии 
изучают тонкие плёнки кремния (5–12 нм) на границе раздела кремний-
жидкость.  

Основными недостатками метода являются сложность интерпретации 
результатов измерений и подбор модели отражающей системы. На рынке 
представлен широкий выбор приборов с автоматическим программным 
обеспечением, которое помогает ускорить время интерпретации результатов.  

Чаще всего эллипсометрию комбинируют с другими методами исследования, 
более подробно это рассматривается в статьях [9;10].  

 
ИК-Фурье спектрометрия 

В инфракрасном диапазоне длин волн нашли распространение 
интерференционные спектрометры с преобразованием Фурье. С помощью 
данного метода, являющегося неразрушающим, можно определить 
металлургическую толщину эпитаксиального слоя кремния на подложках из 
сапфира или кремния. Получение оптического спектра исследуемого образца 
происходит в два этапа. На первом этапе приёмник излучения регистрирует 
интерферограмму, затем с помощью математических Фурье-преобразований 
интерферограммы восстанавливается спектральный состав излучения. Основой 
Фурье-спектрометра является двухлучевой интерферометр Майкельсона, 
который состоит из полупрозрачного светоделителя и двух плоских зеркал [11]. 
С помощью этого оптического прибора, работающего в инфракрасном спектре, 
можно получать не только значение величины эпитаксиального слоя кремния, 
но и концентрацию междоузельного кислорода, концентрацию углерода 
замещения, концентрацию легирующих примесей (бора и фосфора).  

Как и в случае эллипсометрии, эпитаксиальный слой должен быть прозрачен 
в использованном интервале длин волн. Условием получения 
интерференционного спектра отражения является отличие оптических 
постоянных слоя и подложки. На этом принципе строится определение 
толщины слоя. Чтобы это условие выполнялось, эпитаксиальный слой должен 
быть сильно легированный, а подложка, наоборот, должна иметь малую 
концентрацию свободных носителей. В этом случае ИК-излучение проходит 
сквозь слой и отражается от подложки. 
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В интерференционной картине существуют помехи (затухающие колебания), 
связанные со спектром излучения материала, из которого изготовлен источник, 
на практике не существует идеальных полихроматических источников.  

Инфракрасная спектрометрия с преобразованием Фурье активно развивается 
и находит применение при исследовании полимерных плёнок, что подробно 
описано в статье [12]. 

Достоинства метода заключаются в быстроте измерений (определение 
толщины в одной точке занимает порядка 30 секунд) и в небольшой 
погрешности измерений. 

 
Заключение 

Проведён обзор разрушающих и неразрушающих методов контроля толщины 
эпитаксиального слоя Si, которые применяются как при проведении научно-
исследовательских работ, так и в условиях производства. Выбор метода 
измерений зависит от толщины слоя, его физических свойств и точности 
измерений. Сферический шлиф имеет ограничение по минимальной толщине 
определения слоя в 0,1 мкм, эллипсометрическими методами имеется 
возможность измерять слои толщиной порядка 10 А, но есть трудности при 
измерении достаточно толстых слоёв более 2 мкм. ИК-Фурье спектрометрия с 
помощью отечественных приборов может определять слои толщиной 2,5 мкм, 
зарубежные разработки дают возможность измерять эпитаксиальные слои 
толщиной 0,5 мкм. Повысить предел измерений сферическим шлифом (0,1 мкм) 
не представляется возможным, в отличие от оптических методов. С помощью 
разработок новых более чувствительных детекторов и повышения точности 
математических преобразований и моделей можно повысить предел измерений. 

Для исследовательских лабораторий оптимальным методом измерений 
является эллипсометрия, она даёт более точные и полные сведения о толщине 
материала. На производстве незаменимым остаётся метод сферического шлифа 
и ИК-Фурье спектрометрия.  

Кремний является базовым полупроводником в микроэлектронном производстве. 
Важно точно знать толщину эпитаксиальной плёнки кремния для контроля качества 
и управления производственным процессом, а также для теоретических 
исследований, которыми занимается физика конденсированного состояния. 

В развивающейся области многослойных полупроводниковых структур 
важно проводить контроль одной из основных характеристик – толщины 
эпитаксиальных слоёв. Для этого необходимо изучать и развивать методы 
контроля и исследования, рассмотренные в этой обзорной статье. Кремний был 
и остаётся базовым проводником для производства компонентной электронной 
базы. Развитие кремниевой технологии продолжается и по сей день. 
Большинство российских микроэлектронных предприятий работают именно на 
этом полупроводниковом материале. 

 
Статья поступила в редакцию 12.08.2023 г. 
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ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÑÅËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ËÀÇÅÐÍÎÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß 
ÊÎÐÎÒÊÎÈÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ËÀÇÅÐÍÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈß ÍÀ ÌÈÊÐÎÏÎÐÛ  
Â ÍÅÏÐÎÇÐÀ×ÍÎÌ ÌÀÒÅÐÈÀËÅ 

Ушаков И. В., Сафронов И. С.1 

Университет науки и технологий МИСИС 
119049, г. Москва, Ленинский пр-т, д. 4, стр. 1, Российская Федерация  

Аннотация 
Цель. Исследование физического механизма селективного воздействия лазерного 
излучения на систему микропор в поверхностном слое непрозрачного материала с 
высокой теплопроводностью. 
Процедура и методы. Теоретическое исследование специфики прогрева поверхности 
материала с системой микропор, с использованием нелинейного дифференциального 
уравнения теплопроводности методом конечных элементов. 
Результаты. Предложен физический механизм селективного воздействия 
короткоимпульсного лазерного излучения на микропоры в непрозрачном материале. 
Установлено, что в условиях импульсного прогрева материала специфика 
распространения изотерм существенно зависит от конфигурации системы микропор. Для 
верхней микропоры реализуется ускоренный прогрев материала над микропорой и 
запаздывание прогрева под микропорой. Специфическая картина прогрева материала, 
дополненная воздействием ударной волны, будет стимулировать движение материала в 
направлении микропоры и её частичное/полное залечивание.  
Теоретическая и/или практическая значимость. Полученные результаты расширяют 
представления о физике селективного лазерного залечивания микропор. 
Ключевые слова: физика селективного лазерного воздействия, микропоры, твёрдые 
материалы, физика конденсированного состояния, физический механизм залечивания 

 

PHYSICAL MECHANISM OF SELECTIVE EXPOSURE OF SHORT-PULSE 
LASER RADIATION ON MICROPORES IN OPAQUE MATERIAL 

I. Ushakov, I. Safronov 

University of Science and Technology MISIS 
Leninskiy Prospekt 4 build. 1, Moscow 119049, Russian Federation 

Abstract 
Aim. Investigation of the physical mechanism of the selective effect of laser radiation on the 
micropore system in the surface layer of an opaque material with high thermal conductivity.  
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Methodology. Theoretical study of the specifics of heating the surface for a material with a 
system of micropores using a nonlinear differential equation of thermal conductivity by the finite 
element method. 
Results. A physical mechanism for the selective effect of short-pulse laser radiation on 
micropores in an opaque material is proposed. It is established that under conditions of 
impulsed laser heating of the material, the specificity of the propagation of isotherms 
significantly depends on the configuration of the micropore system. For the upper micropore is 
realized speeded heating of the material above the micropore and slowed heating under the 
micropore. The specific heating pattern of the material, supplemented by the impact of the shock 
wave, will stimulate the movement of the material in the direction of the micropore and its 
partial/complete healing.  
Research implications. The results obtained expand the understanding of the physics of 
selective laser healing of micropores. 
Keywords: physics of selective laser affecting, micropores, solid materials, physics of 
condensed matter, physical mechanism of healing 

 
Введение 

В физике конденсированного состояния известны эффекты избирательного 
воздействия короткоимпульсного (как правило, наносекундного) лазерного 
излучения на дефекты [1–5]. Короткоимпульсное лазерное излучение, при 
определённых условиях, может избирательно воздействовать на микро- и 
наномасштабные неоднородные области. В случае оптически прозрачных 
материалов эти области могут быть расположены как на поверхности, так и в 
объёме материала. Для оптически непрозрачных материалов лазерное излучение 
может оказывать селективное воздействие на дефектные области, 
расположенные в поверхностном слое материала. Данные явления были 
обнаружены экспериментально и достаточно подробно описаны в ряде работ [2; 
6; 7]. Однако физический механизм, ответственный за селективное воздействие 
короткоимпульсного лазерного излучения на дефектные области, не исследован. 
Имеются лишь общие представления о физике избирательного воздействия 
лазерного излучения на дефекты в поверхностном слое непрозрачного вещества [6]. 

Известно [6; 7], что в результате селективного лазерного воздействия удаётся 
выборочно менять состояние отдельных макро-, микро- или наномасштабных 
областей. При этом лазерное излучение никак не меняет структуру и свойства 
остального материала. Избирательность воздействия лазерного импульса на 
оптически прозрачные и непрозрачные материалы на практике применяется в 
различных областях спектроскопии и микроскопии [8; 9]. Применение 
математического комплекса определения изменённых состояний различных 
участков расширяет применение световых волн различной плотности 
мощности.  

В настоящее время есть лишь предположения и гипотезы, описывающие 
вероятные процессы, приводящие к возможности лазерных импульсов 
избирательно воздействовать на определённые нано- и микромасшабные 
области [2; 6]. Отсутствие полноценной физической теории, описывающей 
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механизм селективного лазерного воздействия на дефектные области, 
лимитирует возможности практического использования технологии 
селективной лазерной обработки.  

Из всего многообразия дефектов, с точки зрения исследования физики 
селективного лазерного воздействия, наибольший интерес на данном этапе 
представляют поры. Это связано с тем, что из всех дефектов идеальная пора 
обладает околонулевой теплопроводностью. Процессы, происходящие в 
материале, могут быть достаточно точно описаны в модели, а часть 
теоретических результатов верифицирована прямым экспериментом. Отметим 
также, что поры являются распространёнными дефектами, формирующимися, 
например, при лазерном аддитивном производстве материалов [10–14]. 

Целью данной работы является исследование физического механизма, 
обусловливающего избирательность воздействия лазерного излучения на поры 
и системы пор в поверхностном слое материала с высокой теплопроводностью. 

 
Методика моделирования 

На современном техническом уровне прямое экспериментальное 
исследование физики селективного воздействия лазерного излучения на нано- и 
микропоры невозможно. Поэтому исследования были проведены методом 
компьютерного моделирования. Полученные результаты и теоретические 
предсказания были верифицированы экспериментальными исследованиями. 

В модели использовали материал, непрозрачный на длине волны лазерного 
излучения (1064 нм). Воздействие лазерного импульса с длительностью порядка 
20 нс, плотностью мощности от 141×1012 Вт/м2 до 1273×1012 Вт/м2 и энергией 
импульса от 15 до 100 мДж приводит к быстрому нагреву поверхности, 
испарению материала и формированию облака лазерной плазмы. Дальнейший 
нагрев материала обусловлен воздействием лазерной плазмы. В этих условиях на 
поверхности материала существует достаточно тонкий расплавленный слой, 
который приводит к прогреву всего образца. 

Для того чтобы корректно решить данную задачу на основе механизма 
теплопроводности, необходимо выполнить условие однозначности. В это 
условие входят геометрические условия, определяющие форму и размеры 
расчётной области, и физические параметры материала (коэффициент 
теплопроводности, плотность и удельная теплоёмкость вещества), а также 
граничные условия. 

Решение основано на использовании нелинейного дифференциального 
уравнения теплопроводности [15] при отсутствии внутренних источников 
теплоты: 

ρ ⋅ 𝑐𝑐 ⋅ ��
�� = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�λ ⋅ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔�, �𝑥𝑥, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥� ∈ 𝐺𝐺,     (1) 

где  𝑔𝑔�𝑥𝑥, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥� – температура тела, K, в точке  �𝑥𝑥, 𝑥𝑥� в момент t;  – плотность 
вещества, кг/м3; 𝑐𝑐 – удельная теплоёмкость вещества, Дж/(кг⋅К);  – 
коэффициент теплопроводности вещества, Вт/(м⋅К); 𝐺𝐺 – расчётная область 
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пространства, в пределах которой решается уравнение теплопроводности, 
отделённая от окружающей среды граничной поверхностью Г. 

В уравнении (1) единственной зависимой переменной является температура. 
Размерность пространства – 2D. Математическая модель была реализована в 
программе FEATool_Multiphysics.  

Моделировали тепловое/лазерное воздействие на титановый сплав ВТ9 
(Ti88,3Al6,4Mo3,3Zr1,5Si0,3Fe0,2). Использованные при моделировании физические 
свойства указаны в табл. 1. Скорость конвекции в направлении оси 𝑋𝑋 и 𝑌𝑌 равна 
нулю. Тепловая мощность также равна нулю. 

 
Таблица 1 / Table 1 
Основные свойства материала, которые были использованы при разработке 
модели / The main properties of the material that were used in the development of the model 

Свойства Значения / Температурная зависимость 
Плотность 4510 кг/м3 
Коэффициент теплопроводности 0,013 T [Вт/(м²·К2)] + 3,3 [Вт/(м²·К)] 
Удельная теплоёмкость 0,209 T [Дж/(кг·К2)] + 467 [Дж/(кг·К)] 

Источник: по данным авторов 
 
Начальные условия: температура в объёме тела и в области теплового 

воздействия 293,15 К и 1273,15 К соответственно. Максимальная температура 
выбрана так, чтобы не происходило плавления. 

Использовали граничные условия первого рода, при которых температура 
поверхности совпадает с температурой прилегающего к поверхности материала 
(изолированная система). 

Воздействие короткоимпульсного лазерного излучения создаёт на 
поверхности материала расплавленную область в виде окружности. На срезе 
проплавленная часть соответствует форме эллипса (полуэллипса). Рис. 1а 
демонстрирует срез образца размерами 50×100 мкм с зоной локального нагрева. 
Дуга полуэллипса расположена в центре большей стороны (100 мкм) образца на 
верхней кромке. В качестве источника теплоты выбрана граница дуги 
полуэллипса. Диаметр малой оси полуэллипса находится в центре одной из 
сторон прямоугольника. Большая ось эллипса параллельная верхней стороне 
прямоугольника и равна 12 мкм. Радиус малой оси принят равным 1 мкм. 
Представленный источник энергии по форме достаточно близок к реальной 
области воздействия лазерной плазмы при определённой глубине фокусировки.  

В первой модели рассматривается бездефектный материал. В остальных 
моделях внутри квадрата на расстоянии 3,5 мкм от полуэллипса находится 
треугольник пор (2,5 мкм от соответствующей стороны квадрата). Эти поры 
имеют форму сферы. Диаметр пор 5 мкм. Расстояние между порами в 
горизонтальном направлении 5 мкм. В зависимости от эксперимента меняется 
угол при вершине треугольника от 45° до 90° с шагом 15°. В этом случае 
расстояние между порами в вертикальном направлении будет меняться. 
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 a)         b)  

Рис. 1 / Fig. 1. a) модель образца с порами; b) сетка МКЭ на моделируемом образце  
с порами / a) model of the sample with pores; b) a grid of the finite element method  

on a sample with pores 
Источник: по данным авторов 

 
Результаты и обсуждение 

Анализировали момент времени 𝑡𝑡 𝑡 𝑡𝑡𝑡с после начала нагрева. Этому 
моменту времени соответствовал наибольший градиент температур в образце. 
Самая холодная часть нагрета до 688,3 К (рис. 2a, f). Установлено, что поры 
используемых конфигураций существенно влияют на распространении изотерм 
(рис. 2b-e). 

В результате компьютерного моделирования установлено, что прогрев 
материала перед вершиной поры при вершине треугольника всегда происходит 
быстрее, чем в бездефектном материале. Одновременно прогрев материала под 
данной порой происходит медленнее, чем в бездефектном материале. 

Установлена зависимость разности температур в точках, расположенных над 
порами X/ и под порами Y/ (рис. 3a). Рассмотрены поры, ориентированные вдоль 
стороны ВС треугольника ABC (стороны B1C1 треугольника A1B1C1 и т. д. на 
рис. 2). Для сравнения определена температура в аналогичных точках в 
бездефектном образце (рис. 3b). Соответствующие результаты приведены в 
табл. 2 и 3.  

В табл. 2 рассмотрен случай, когда 𝑇𝑇� – температура в материале, прилегающем 
к верхней точке поры (некоторая точка X/). 𝑇𝑇� – температура в точке X// 
бездефектного материала. Разность температур ∆𝑇𝑇 𝑡 𝑇𝑇� − 𝑇𝑇� . 
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 a)     b) 

 c)         d) 

     e)       f)  

Рис. 2 / Fig. 2. Результаты компьютерного моделирования: a) образец без пор; 
b) образец с порами, угол при вершине B1 треугольника пор A1B1C1 равен 90°; c) образец 
с порами, угол при вершине B2 треугольника пор A2B2C2 равен 75°; d) образец с порами, 
угол при вершине B3 треугольника пор A3B3C3 равен 60°; e) образец с порами, угол при 

вершине B4 треугольника пор A4B4C4 равен 45°; f) цветовая гамма температур / The 
results of computer simulation: a) a sample without pores; b) a sample with pores, the angle at 
the apex B1 of the triangle of pores A1B1C1 is 90°; c) a sample with pores, the angle at the apex 
B2 of the triangle of pores A2B2C2 is 75°; d) a sample with pores, the angle at the apex B3 of the 

triangle of pores A3B3C3 is 60°; e) a sample with pores, the angle B4 at the vertex of the pore 
triangle A4B4C4 is 45°; f) color range of temperatures 

Источник: по данным авторов 
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 a)     b)  

Рис. 3 / Fig. 3. Расположение точек, которые используются для анализа влияния пор  
на распределение температуры: a) образец с порами; b) образец без пор / Location of 
points that are used to analyze the effect of pores on temperature distribution: a) a sample 

with pores; b) a sample without pores 
Источник: по данным авторов 

 
Таблица 2 / Table 2 
Температурная зависимость прогрева материала над порами /  
Temperature dependence of the heating of the material over the pores  

№
 п

ор
ы

 Угол при вершине треугольника пор 
90° 75° 60° 45° 

T1, К T2, К ΔT, 
К T1, К T2, К ΔT, 

К T1, К T2, К ΔT, 
К T1, К T2, К ΔT, 

К 
1 1223 1197 26 1223 1197 26 1218 1197 21 1218 1197 21 
2 1047 1012 35 858 783 75 779 782 -3 751 742 9 
3 858 850 8 1028 980 48 851 881 -31 910 885 25 

Источник: по данным авторов 
 
В табл. 3 рассмотрен случай, когда 𝑇𝑇� – температура в материале, прилегающем 

к нижней точке поры (некоторая точка Y/). 𝑇𝑇� – температура в точке Y// 
бездефектного материала. Разность температур ∆𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� − 𝑇𝑇� . 

 
Таблица 3 / Table 3 
Температурная зависимость прогрева материала под порами / Temperature 
dependence of the heating of the material under the pores 

№
 п

ор
ы

 Угол при вершине треугольника пор 
90° 75° 60° 45° 

T1, К T2, К ΔT, 
К T1, К T2, К ΔT, 

К T1, К T2, К ΔT, 
К T1, К T2, К ΔT, 

К 
1 1106 1114 -8 1109 1114 -5 1087 1114 -27 1086 1114 -28 
2 914 933 -19 796 819 -23 728 754 -25 722 727 -5 
3 778 803 -25 916 911 5 961 941 20 823 838 -15 

Источник: по данным авторов 



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2023 / № 3

50

Специфика распределения изотерм в окрестности пор существенно влияет на 
физику процесса частичного/полного залечивания таких дефектов при селективном 
лазерном воздействии. Как следует из табл. 2 и 3, над первой порой, ближайшей к зоне 
нагрева, температура существенно выше, чем в бездефектном материале, а под 
порой – ниже. В результате формируется специфическое распределение изотерм 
(рис. 4a). Аналогичный градиент температур наблюдается для остальных пор. 
Материал, расположенный над порой, нагрет до более высоких температур, чем 
материал под порой (а также слева и справа от поры). Учитывая, что лазерное 
воздействие сопровождается формированием ударной волны (давление до 1010 Па и 
более [16; 17]), создаётся условие для движения нагретого материала в направлении 
действия сил сжатия. Сопротивление деформации любого металлического материала 
существенно зависит как от его температуры, так и от скорости деформации. Для 
скоростей деформации, создаваемых при стандартных технологиях обработки 
металлов давлением при T=1123 К, сопротивление деформации сплава ВТ9 от 100 до 
500 МПа [18; 19]. Давление, инициируемое в поверхностном слое материала, при 
воздействии короткого лазерного импульса на два порядка выше. Следовательно, 
выполняются необходимые условия для заполнения пор нагретым материалом. Для 
определения достаточных условий необходимо отдельное исследование поведения 
материала в окрестности пор при сверхкоротком периодическом импульсном 
нагружении. 

Эффективность движения материала будет зависеть от длительности воздействия 
шокового давления, характеристик нагретого материала (изменения его 
пластических характеристик) и ряда других факторов. Если область воздействия 
лазерной плазмы достаточно велика, то под центральной частью области воздействия 
сжимающая сила будет направлена вертикально вниз.  

Можно ожидать движения расплавленного и нагретого материала в 
направлении поры и её заполнение (в данной модели предполагается, что в поре 
отсутствуют газы или находятся в ультраразреженном состоянии). 

Только для поры, находящейся в точке B (рис. 2b-e), распределение изотерм 
во всех исследованных треугольниках пор аналогично показанному на рис. 4a. 
На распределение изотерм в окрестности любой другой поры в значительной 
степени будут влиять другие поры (рис. 4b).  

 

                    a             b 

Рис. 4 / Fig. 4. Изотермы в окрестности микропор: a) микропора при вершине B треугольника 
ABC; b) микропора при вершине C треугольника АBC / Isotherms in the vicinity of micropores: 

a) micropore at the vertex B of triangle ABC; b) micropore at the vertex C of triangle ABC 
Источник: по данным авторов 
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Специфика прогрева материала была определена из относительной разницы 
температур ∆ между верхней и нижней точками пор, расположенных вдоль 
стороны ВС треугольника ABC (рис. 1а). Если данная разница больше, чем для 
бездефектного материала, то ∆> 0. Результаты расчётов показаны на рис. 5. Из 
рисунка следует, что величина ∆ существенно зависит от геометрии 
треугольника пор.  

 

 
Рис. 5 / Fig. 5. Влияние поры на величину разницы температур ∆𝑻𝑻 между точкой, 

расположенной над порой и под порой. ∆= ∆𝑻𝑻𝟏𝟏 − ∆𝑻𝑻𝟐𝟐, где ∆𝑻𝑻𝟏𝟏 – приращение 
температур для точки, расположенной над порой, ∆𝑻𝑻𝟐𝟐 – приращение температуры для 
точки, расположенной под порой. Угол при вершине треугольника пор: ο – 90°  – 75°; 

 – 60°;  – 45° / The influence of the pore on the magnitude of the temperature 
difference Δ between the point located above the pore and below the pore. ∆= ∆𝑻𝑻𝟏𝟏 − ∆𝑻𝑻𝟐𝟐, 

where ∆𝑻𝑻𝟏𝟏 is the temperature increment for the point located above the pore, ∆𝑻𝑻𝟐𝟐 is the 
temperature increment for the point located below the pore. The angle at the apex of the pore 

triangle: : ο – 90°  – 75°;  – 60°;  – 45° 
Источник: по данным авторов 

 
Зависимости ∆ от номера поры немонотонны для всех случаев. Геометрия 

треугольника пор оказывает минимальное влияние на распределение изотерм в 
окрестности верхней поры (рис. 4 и 5). Распределение изотерм и величина ∆ для 
остальных пор существенно зависит от места их расположения. 

Очевидно, что в рамках предложенной модели, чем больше величина ∆, тем 
больше вероятность залечивания поры. Кроме того, для верхней поры 
направление распространения изотерм совпадает с направлением воздействия 
силы сжатия. Изотермы симметричны относительно данного направления.  

Условие симметричности направления изотерм не всегда выполняются для 
определённых конфигураций пор (рис. 5). Важно отметить, что значение ∆ 
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меньше нуля для третьей поры С треугольника пор АВС (рис. 1a и 2d) с углом 
при вершине 60°. 

В работах [2; 14] экспериментально показана возможность существенного, в 
3-4 раза, повышения нанотвёрдости титановых сплавов при селективной 
лазерной обработке. Одновременно отмечено увеличение микротвёрдости на 
30–40%. Увеличение нанотвёрдости сопровождается исчезновением флуктуаций 
нанотвёрдости при механических испытаниях в различных точках. 
Отличительной особенностью селективной лазерной обработки является 
существенное повышение твёрдости с одновременным повышением 
пластических характеристик сплава. Это может быть связано с залечиванием 
дефектов, являющихся зародышами разрушения. 

В работе [14] было экспериментально установлено, что для существенного 
повышения нано- и микротвёрдости необходимо несколько (до 10) 
последовательных воздействий. Необходимость серии лазерных воздействий 
теоретически ранее не была обоснована. Полученные в данной работе 
результаты позволяют описать физический механизм залечивания и 
необходимость нескольких воздействий лазерных импульсов. Воздействие 
единичного лазерного импульса приводит к селективному залечиванию пор, 
расположенных ближе всего к поверхности. Остальные поры оказываются в 
сложном температурном поле, так как распределение изотерм существенно 
зависит от относительного расположения пор. Последовательное многократное 
воздействие лазерным импульсом приводит к эффекту залечивания пор, 
расположенных на большей глубине.  

Таким образом, полученные в работе теоретические результаты 
моделирования позволяют непротиворечиво объяснить экспериментальные 
результаты, а также предложить физическую модель селективного лазерного 
воздействия на микропоры в поверхностном слое непрозрачного материала. 

 
Заключение 

1. На основании теоретических и экспериментальных исследований 
предложен физический механизм селективного воздействия 
короткоимпульсного лазерного излучения на микропоры в непрозрачном 
материале, основанный на селективном прогреве материала перед микропорами 
и их заполнения/залечивания за счёт движения нагретого материала под 
действием ударной волны. 

2. В условиях импульсного прогрева материала специфика распространения 
изотерм существенно зависит от конфигурации системы микропор. Только для 
верхней микропоры изотермы распространяются симметрично. Все микропоры, 
за исключением верхней, оказываются в сложном температурном поле. 
Направление движения изотерм существенно отклоняется от прямолинейного, 
а конфигурация прогрева не обеспечивает возможность залечивания микропор, 
находящихся во втором и третьем слое. Для залечивания второго и третьего слоя 
микропор требуется воздействие серии лазерных импульсов. 
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3. Полученные теоретические результаты и предложенная физическая модель 
избирательного залечивания микропор позволяют непротиворечиво объяснить 
имеющие экспериментальные результаты, связанные со спецификой изменения 
комплекса физических свойств поверхности после селективного лазерного 
воздействия. 

 
Статья поступила в редакцию 26.05.2023 г. 
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Аннотация 
Цель. Демострация взаимосвязи дробно-линейной функции, разбираемой студентами 
технических университетов в курсе «Теория функции комплексного переменного 
(ТФКП)», и группы Лоренца, которую студенты изучают в курсе теоретической физики.  
Процедура и методы. Приведён анализ соответствия между группой Лоренца и её 
двукратно накрывающей – группой спиновых преобразований, что позволяет описывать 
преобразования Лоренца с помощью комплексной дробно-линейной функции. 
Результаты. В явной форме описано взаимно-однозначное соответствие между классами 
дробно-линейных преобразований расширенной комплексной плоскости и 
соответствующими преобразованиями Лоренца инерциальных систем отсчёта. Описаны 
физически значимые примеры аберрации света и вигнеровского вращения. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Продемонстрирована необходимость 
учёта межпредметных связей теоретической физики и ТФКП при изучении основ 
специальной теории относительности. 
Ключевые слова: группа Лоренца, дробно-линейное преобразование, спиноры, спиновые 
преобразования 
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THE LORENTZ GROUP AND LINEAR FRACTIONAL TRANSFORMATIONS  
OF THE COMPLEX PLANE 
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Abstract 
Aim. Demonstration of the relationship between the linear-fractional function, analyzed by 
students of technical universities in the course of complex function theory, and the Lorentz 
group, which students study in the course of theoretical physics.  
Methodology. Demonstration of the relationship between the fractional linear function, which is 
analyzed by students of technical universities in the course "Theory of Function of Complex 
Variable (TFCV)", and the Lorentz group, which students study in the course of theoretical 
physics. 
Results. The one-to-one correspondence between the classes of fractional-linear 
transformations of the extended complex plane and the corresponding Lorentz transformations 
of inertial frames of reference is described in an explicit form. Physically significant examples 
of light aberration and Wigner rotation are described.  
Research implications. The necessity of taking into account the interdisciplinary connections of 
theoretical physics and "Theory of Function of Complex Variable (TFCV)" in the study of the 
foundations of the special theory of relativity is demonstrated. 
Keywords: Lorentz group, linear-fractional transformation, spinors, spin transformations 

 
Введение  

В университетском курсе «Теория функции комплексного переменного 
(ТФКП)» в качестве стандартного примера аналитической функции детально 
разбирают (см., например, [1]) дробно-линейную функцию, которая 
осуществляет наиболее общее, взаимно-однозначное конформное отображение 
расширенной комплексной плоскости на себя. Со студентами рассматривают 
различные классы отображений и их геометрический смысл, но при этом, как 
правило, не обсуждается возможный физический смысл получаемых 
результатов. Тем не менее, специалистам хорошо известно, что дробно-
линейные преобразования ТФКП эквивалентны собственным преобразованиям 
группы Лоренца, лежащим в основе специальной теории относительности. Это 
соответствие позволяет дать наглядную физическую интерпретацию 
отображениям, которые осуществляет дробно-линейная функция. 

В данной методической заметке мы детально, в явной форме рассматриваем 
классы дробно-линейных преобразований расширенной комплексной 
плоскости и соответствующие им преобразования Лоренца, связывающие две 
инерциальные системы отсчёта. Подобное рассмотрение, с одной стороны, 
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демонстрирует наглядный физический смысл параметров дробно-линейной 
функции, а с другой стороны – существенно упрощает понимание особенностей 
преобразований Лоренца, и делает доказательства многих свойств существенно 
компактнее. Параллельно мы излагаем понятие спиновых преобразований, 
естественно возникающих при таком описании. 

В специальной теории относительности каждому событию сопоставляется 
точка четырёхмерного, действительного, линейного пространства 𝑀𝑀, которое 
называется пространство-время Минковского. Это пространство можно 
рассматривать как множество векторов положений точек относительно 
некоторого произвольно выбранного начала отсчёта. Пусть векторы 𝑉𝑉 𝑉 𝑉𝑉�𝑒𝑒� и 
𝑊𝑊 𝑉 𝑊𝑊�𝑒𝑒� – элементы этого пространства со скалярным произведением 
(𝑉𝑉𝑉𝑊𝑊𝑉 𝑉 (𝑉𝑉�𝑒𝑒�𝑉𝑊𝑊�𝑒𝑒�𝑉 𝑉 𝑔𝑔��𝑉𝑉�𝑊𝑊� , где метрический тензор 𝑔𝑔�� 𝑉 (𝑒𝑒�𝑉 𝑒𝑒�𝑉. 

В псевдоортонормированном базисе 𝑒𝑒� метрический тензор имеет 
компоненты   

 𝑔𝑔 𝑉 �
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

�𝑉    (1) 

и скалярное произведение (квадрат интервала между событиями) принимает 
вид (𝑉𝑉𝑉𝑊𝑊𝑉 𝑉 𝑉𝑉�𝑊𝑊� − 𝑉𝑉�𝑊𝑊� − 𝑉𝑉�𝑊𝑊� − 𝑉𝑉�𝑊𝑊�. В декартовых координатах 𝑉𝑉 𝑉
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉 𝑐𝑐𝑉 𝑐𝑐𝑉 𝑐𝑐𝑉, где 𝑐𝑐 – скорость света, получим для квадрата нормы Минковского 
выражение   

 |𝑉𝑉|� 𝑉 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉� − 𝑐𝑐� − 𝑐𝑐� − 𝑐𝑐�.    (2) 
 
Преобразования Лоренца – это линейные преобразования 𝑉𝑉�� 𝑉 Λ��𝑉𝑉�  

пространства 𝑀𝑀, сохраняющие скалярное произведение и норму (2). В 
координатах они заданы матрицами Λ��  так, что   

 �
𝑐𝑐�̃�𝑐
𝑐𝑐�
𝑐𝑐�
�̃�𝑐
� 𝑉 Λ�

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑐𝑐
𝑐𝑐
𝑐𝑐
�𝑉    (3) 

где матрицы преобразования должны удовлетворять условию 𝑔𝑔 𝑉 Λ�𝑔𝑔Λ, при 
котором сохраняется интервал:  

(𝑐𝑐�̃�𝑐𝑉� − 𝑐𝑐�� − 𝑐𝑐�� − �̃�𝑐� 𝑉 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉� − 𝑐𝑐� − 𝑐𝑐� − 𝑐𝑐�. 
Эти преобразования образуют группу, так называемую группу Лоренца, с 

групповой операцией – матричным умножением [2; 3]. В дальнейшем мы будем 
рассматривать только ограниченные преобразования Лоренца, которые 
являются собственными (detΛ > 0) и ортохронными (Λ�� > 0). 

 
Преобразования Лоренца и спиновые преобразования  

Любое ограниченное преобразование Лоренца Λ можно разложить в 
произведение пространственного вращения 𝑅𝑅 и буста 𝐵𝐵 – преобразования, 
изменяющего только скорость и не содержащего пространственного поворота. 
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Элементарные вращения относительно пространственных координатных 
осей 𝑂𝑂𝑂𝑂, 𝑂𝑂𝑂𝑂 и 𝑂𝑂𝑂𝑂 задаются соответственно матрицами   

 𝑅𝑅� 𝜗 �
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos𝜑𝜑� −sin𝜑𝜑�
0 0 sin𝜑𝜑� cos𝜑𝜑�

��   (4) 

   

 𝑅𝑅� 𝜗 �
1 0 0 0
0 cos𝜑𝜑� 0 sin𝜑𝜑�
0 0 1 0
0 −sin𝜑𝜑� 0 cos𝜑𝜑�

��   (5) 

   

 𝑅𝑅� 𝜗 �
1 0 0 0
0 cos𝜑𝜑� −sin𝜑𝜑� 0
0 sin𝜑𝜑� cos𝜑𝜑� 0
0 0 0 1

�.   (6) 

Бусты вдоль осей 𝑂𝑂𝑂𝑂, 𝑂𝑂𝑂𝑂 и 𝑂𝑂𝑂𝑂 имеют вид   

 𝐵𝐵� 𝜗 �
ch𝜗𝜗� −sh𝜗𝜗� 0 0
−sh𝜗𝜗� ch𝜗𝜗� 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��   (7) 

   

 𝐵𝐵� 𝜗 �
ch𝜗𝜗� 0 −sh𝜗𝜗� 0
0 1 0 0
−sh𝜗𝜗� 0 ch𝜗𝜗� 0
0 0 0 1

��   (8) 

   

 𝐵𝐵� 𝜗 �
ch𝜗𝜗� 0 0 −sh𝜗𝜗�
0 1 0 0
0 0 1 0
−sh𝜗𝜗� 0 0 ch𝜗𝜗�

��   (9) 

где введён параметр быстроты 𝜗𝜗:   

 𝜗𝜗 𝜗 𝜗𝜗𝜗h �
� 𝜗 ln ����𝛾�

���𝛾��
�
�.   (10) 

Легко проверить, что ch𝜗𝜗 𝜗 𝜗𝜗 и sh𝜗𝜗 𝜗 𝜗𝜗 �
�, где 𝜗𝜗 𝜗 �

�����𝛾�� – релятивистский 

множитель, 𝑣𝑣– скорость наблюдателя. Откуда видно, например, что матрица 𝐵𝐵� 
осуществляет простейшее преобразование Лоренца �̃�𝑡 𝜗 𝜗𝜗𝛾𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾�),  
𝛾𝛾� 𝜗 𝜗𝜗𝛾𝛾𝛾 − 𝑣𝑣𝑡𝑡). 

Помимо стандартного четырёхмерного представления, описанного выше, 
преобразования Лоренца допускают альтернативную версию [5; 6]. 
Действительно, четыре координаты точки пространства Минковского можно 
записать не в виде 4-вектора, а в виде эрмитовой 2 × 2 матрицы:   
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 𝑉𝑉 𝑉 �
√� �

𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑐𝑐 𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥 𝑐𝑐�,   (11) 

причем √2det𝑉𝑉 𝑉 𝑉𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉� 𝑥 𝑐𝑐� 𝑥 𝑐𝑐� 𝑥 𝑐𝑐�. Множитель 1/√2 введён для удобства в 
дальнейшем изложении. Ограниченное преобразование Лоренца соответствует 
[3] следующему действию комплексной спин-матрицы 𝐴𝐴: 𝑉𝑉� 𝑉 𝐴𝐴𝑉𝑉𝐴𝐴�, или в 
компонентах   

 �𝑐𝑐�̃�𝑐 𝑐 �̃�𝑐 𝑐𝑐� 𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐�
𝑐𝑐� 𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐� 𝑐𝑐�̃�𝑐 𝑥 �̃�𝑐� 𝑉 �𝑎𝑎 𝑎𝑎

𝑐𝑐 𝑐𝑐� �
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑐𝑐 𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥 𝑐𝑐� �

𝑎𝑎� 𝑐𝑐̅
𝑎𝑎� �̅�𝑐�. (12) 

Поскольку преобразования Лоренца сохраняют норму Минковского, то det𝑉𝑉� 𝑉
det𝑉𝑉, поэтому |det𝐴𝐴|� 𝑉 1. Для ограниченных преобразования Лоренца 
получим условие на компоненты спин-матрицы:   

 𝑎𝑎𝑐𝑐 𝑥 𝑎𝑎𝑐𝑐 𝑉 1.     (13) 
Таким образом, 6 действительных параметров группы Лоренца кодируются 4 
комплексными числами, связанными (комплексным) условием (13). Эти числа 
можно рассматривать [4] как параметры дробно-линейной функции   

 𝐹𝐹𝑉𝐹𝐹𝑉 𝑉 ����
����,     (14) 

действующей на комплексной плоскости с координатой 𝐹𝐹, и мы ставим в 
соответствие каждой спин-матрице 𝐴𝐴 некоторую дробно-линейную функцию 
𝐹𝐹𝑉𝐹𝐹𝑉:   

 𝐴𝐴 𝑉 �𝑎𝑎 𝑎𝑎
𝑐𝑐 𝑐𝑐� ↦ 𝐹𝐹 𝑉 ����

����.   (15) 
Групповой операции умножения матриц 𝐴𝐴 𝑉 𝐴𝐴�𝐴𝐴� будет соответствовать 
операция композиции функций 𝐹𝐹 𝑉 𝐹𝐹�𝑉𝐹𝐹�𝑉𝐹𝐹𝑉𝑉:  

�𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑐𝑐� 𝑐𝑐�� �

𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑐𝑐� 𝑐𝑐�� 𝑉 �𝑎𝑎�𝑎𝑎� 𝑐 𝑎𝑎�𝑐𝑐� 𝑎𝑎�𝑎𝑎� 𝑐 𝑎𝑎�𝑐𝑐�

𝑐𝑐�𝑎𝑎� 𝑐 𝑐𝑐�𝑐𝑐� 𝑐𝑐�𝑎𝑎� 𝑐 𝑐𝑐�𝑐𝑐�� ↦ 

↦ 𝐹𝐹�𝑉𝐹𝐹�𝑉𝐹𝐹𝑉𝑉 𝑉
𝑉𝑎𝑎�𝑎𝑎� 𝑐 𝑎𝑎�𝑐𝑐�𝑉𝐹𝐹 𝑐 𝑎𝑎�𝑎𝑎� 𝑐 𝑎𝑎�𝑐𝑐�
𝑉𝑐𝑐�𝑎𝑎� 𝑐 𝑐𝑐�𝑐𝑐�𝑉𝐹𝐹 𝑐 𝑐𝑐�𝑎𝑎� 𝑐 𝑐𝑐�𝑐𝑐�. 

 
Дополнив комплексную плоскость бесконечно удалённой точкой 𝐹𝐹 𝑉 𝜁, 

после компактификации получим известную сферу Римана 𝑆𝑆, которую 
физически можно рассматривать как «небесную сферу» наблюдателя. Точки 𝑃𝑃 
этой сферы параметризуют лучи света, приходящие к наблюдателю, а 
преобразования Лоренца через соответствие (15) индуцируют конформные 
преобразования сферы Римана в себя. Рассмотрим эту конструкцию более 
детально. 

Координаты изотропных векторов, задающих лучи света, приходящие к 
наблюдателю, расположенному в начале координат, удовлетворяют условию 
𝑉𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉� 𝑥 𝑐𝑐� 𝑥 𝑐𝑐� 𝑥 𝑐𝑐� 𝑉 0. Положив, например, 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑉 𝑥1, получим уравнение 
сферы 𝑋𝑋� 𝑐 𝑌𝑌� 𝑐 𝑍𝑍� 𝑉 1. Стереографическая проекция на комплексную 
плоскость выражает координаты 𝑉𝑥1, 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍𝑉 точки 𝑃𝑃 сферы 𝑆𝑆 следующим 
образом:   

 𝐹𝐹 𝑉 ����
��� ,     (16) 

откуда несложно получить обратное соотношение   
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 𝑋𝑋 𝑋 ����
����� ,    𝑌𝑌 𝑋 ����

�(�����𝜉 ,    𝑍𝑍 𝑋 �����
�����.   (17) 

На сфере Римана 𝑆𝑆 вместо координаты 𝜁𝜁 удобно ввести проективные 
координаты 𝜉𝜉 и 𝜂𝜂 так, что 𝜁𝜁 𝑋 𝜉𝜉𝜁𝜂𝜂, т. е. мы будем рассматривать 𝑆𝑆 как 
комплексную проективную прямую ℂℙ�. При произвольном комплексном числе 
𝜆𝜆 пары (𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜉 и (𝜆𝜆𝜉𝜉, 𝜆𝜆𝜂𝜂𝜉 параметризуют одну и ту же точку 𝑃𝑃 сферы, а бесконечно 
удалённая точка 𝜁𝜁 𝑋 𝜁 задаётся конечной парой, например (1,0𝜉. Тогда в 
проективных координатах выражения (17) принимают вид   

 𝑋𝑋 𝑋 �������
������� ,    𝑌𝑌 𝑋 �������

�(�������𝜉 ,    𝑍𝑍 𝑋 �������
�������. (18) 

Поскольку точка 𝑃𝑃(𝑃1, 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍𝜉 на сфере 𝑆𝑆 нужна только для параметризации 
лучей, приходящих в начало координат 𝑂𝑂, то можно выбрать любую другую 
точку 𝑉𝑉 на прямой 𝑂𝑂𝑃𝑃. Обозначив координаты этой точки как (𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐, 𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝜉, 
получим   

 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑋 �
√� �𝜉𝜉𝜉𝜉̅ + 𝜂𝜂�̅�𝜂�,     𝑐𝑐 𝑋 �

√� �𝜉𝜉�̅�𝜂 + 𝜂𝜂𝜉𝜉̅�, 

 𝑐𝑐 𝑋 �
�√� (𝜉𝜉�̅�𝜂 𝑃 𝜂𝜂𝜉𝜉̅𝜉,     𝑐𝑐 𝑋 �

√� (𝜉𝜉𝜉𝜉̅ 𝑃 𝜂𝜂�̅�𝜂𝜉. (19) 

Подставляя эти выражения в (11) и учитывая, что точка 𝑉𝑉 лежит на луче 𝑂𝑂𝑃𝑃, т. е. 
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉� 𝑃 𝑐𝑐� 𝑃 𝑐𝑐� 𝑃 𝑐𝑐� 𝑋 0 , получим для координат 𝑉𝑉 следующее представление   

 𝑉𝑉 𝑋 �
√� �𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐 𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑐𝑐 𝑃 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑃 𝑐𝑐� 𝑋 �𝜉𝜉𝜉𝜉̅ 𝜉𝜉�̅�𝜂
𝜂𝜂𝜉𝜉̅ 𝜂𝜂�̅�𝜂� 𝑋 �𝜉𝜉

𝜂𝜂� (𝜉𝜉̅ �̅�𝜂𝜉 𝑋 𝜒𝜒𝜒𝜒�.

 (20) 

Здесь столбец   

 𝜒𝜒 𝑋 �𝜉𝜉
𝜂𝜂� 𝑋 �(𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝜉𝜁√𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑃 𝑐𝑐

√𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑃 𝑐𝑐 � (21) 

определяет координаты спин-вектора (спинора) 𝜒𝜒, поэтому, имея в виду правую 
часть выражения (20), спинор иногда условно называют «корнем квадратным» 
из вектора. 

Комплексная координата 𝜁𝜁 𝑋 𝜉𝜉𝜁𝜂𝜂 характеризует направление на «небесной 
сфере» наблюдателя, задаваемое спинором 𝜒𝜒, и для неё мы имеем выражение   

𝜁𝜁 𝑋 ����
����, (22) 

или в обычных угловых сферических координатах 𝜑𝜑, 𝜃𝜃 (угол 𝜑𝜑 отсчитывается от 
положительного направления оси 𝑐𝑐 в плоскости 𝑐𝑐𝑐𝑐, а угол 𝜃𝜃 – от 
положительного направления оси 𝑐𝑐):   

𝜁𝜁 𝑋 𝜁𝜁��ctg(𝜃𝜃𝜁𝜃𝜉. (23) 
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Использование комплексной координаты 𝜁𝜁 вместо угловых переменных (𝜑𝜑𝜑 𝜑𝜑𝜑 
существенно упрощает многие вычисления, а угловые координаты несложно 
выразить через 𝜁𝜁:   

 𝜑𝜑 𝜑 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑 ����
�(����𝜑 𝜑    𝜑𝜑 𝜑 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜃𝜃 �����

�����. (24) 

 
При преобразованиях Лоренца, как следует из (12), мы получим   

𝑉𝑉� 𝜑 𝐴𝐴𝑉𝑉𝐴𝐴� 𝜑 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴�𝐴𝐴� 𝜑 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑�𝜑 (25) 

откуда следует, что спинор 𝐴𝐴 преобразуется под действием спин-матрицы 𝐴𝐴, 
осуществляющей соответствующее спиновое преобразование:   

�𝜉𝜉�
𝜂𝜂�� 𝜑 �𝑎𝑎 𝑎𝑎

𝑐𝑐 𝑐𝑐� �𝜉𝜉
𝜂𝜂�𝜑 (26) 

а координата 𝜁𝜁 испытывает эквивалентное дробно-линейное преобразование 
𝜁𝜁� 𝜑 (𝑎𝑎𝜁𝜁 𝑎 𝑎𝑎𝜑𝑎(𝑐𝑐𝜁𝜁 𝑎 𝑐𝑐𝜑. 

  
Вращения  

Несложно показать (см. например [3]), что спиновые преобразования, 
соответствующие элементарным вращенииям (4), (5), (6), могут быть 
представлены следующими (унитарными, т. е. 𝐴𝐴� 𝜑 𝐴𝐴��) матрицами и 
ассоциированными с ними дробно-линейными функциями:   

𝐴𝐴�� 𝜑 ± �
𝜑𝜃𝜃 ��

� 𝑖𝑖𝜃𝑖𝑖 ��
�

𝑖𝑖𝜃𝑖𝑖 ��
� 𝜑𝜃𝜃 ��

�
�     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜑 𝜑 �����

� ��������
�

������
� �������

�
 (27) 

   

𝐴𝐴�� 𝜑 ± �
𝜑𝜃𝜃 ��

� −𝜃𝑖𝑖 ��
�

𝜃𝑖𝑖 ��
� 𝜑𝜃𝜃 ��

�
�     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜑 𝜑 �����

� �������
�

�����
� �������

�
 (28) 

   

𝐴𝐴�� 𝜑 ± �𝑒𝑒���𝑎� 0
0 𝑒𝑒����𝑎��     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜑 𝜑 𝑒𝑒���𝜁𝜁. (29) 

Здесь знаки ± означают, что каждому ограниченному преобразованию Лоренца 
соответствует два и только два спиновых преобразования, отличающихся 
знаками. Это является конкретной реализацией хорошо известного факта, что 
группа 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑆𝜑 𝑆𝜑 (группа спиновых преобразований) является двукратно 
накрывающей группы Лоренца [7; 8]. 

Заметим, что для нетривиальных поворотов 𝜑𝜑� ≠ 𝑆𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝜑𝜑� ≠ 𝑆𝜋𝜋𝜋𝜋, где 𝜋𝜋𝜑 𝜋𝜋 𝑛
ℤ функции 𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜑 и 𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜑 можно переписать в виде   
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𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 �������
�

��������
�

− 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ��
� ,    𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 𝑖𝑖𝑖 ��

� − �������
�

�������
�

. (30) 

В частности, при 𝜑𝜑� 𝜁 𝜋𝜋 получим функцию 𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 𝜁𝜁𝜁𝜁, а при 𝜑𝜑� 𝜁 𝜋𝜋 получим 
𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 −𝜁𝜁𝜁𝜁. 

Матрицу произвольного поворота можно представить в виде произведения 
матриц элементарных вращений. Поскольку произведение унитарных матриц 
так же является унитарной матрицей, то любое вращение соответствует 
унитарному преобразованию. Обратное тоже верно – любая унитарная матрица 
в 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑆, 𝑆𝜁 описывает пространственный поворот. Действительно, поскольку 
унитарное преобразование сохраняет след матрицы, то след Tr𝑉𝑉 𝜁 √𝑆𝑐𝑐𝑐𝑐 
матрицы координат (11) не изменяется при унитарных преобразованиях (12), а 
значит сохраняется величина 𝑥𝑥� + 𝑦𝑦� + 𝑧𝑧�. 

Таким образом, произвольный поворот определяется двумя унитарными 
матрицами второго порядка с единичным определителем, отличающимися 
знаками, так что общая спин-матрица вращений и ассоциированная функция 
имеют вид   

𝐴𝐴� 𝜁 ± �𝑎𝑎 𝑎𝑎
−𝑎𝑎� 𝑎𝑎��     ↦     𝐹𝐹�(𝜁𝜁𝜁 𝜁 ����

������ ,    |𝑎𝑎|� + |𝑎𝑎|� 𝜁 𝜁. (31) 

 
Бусты  

Спиновые преобразования и ассоциированные функции, соответствующие 
бустам (7), (8) и (9), имеют вид   

𝐴𝐴�� 𝜁 ± �
𝑖h ��

� sh ��
�

sh ��
� 𝑖h ��

�
�     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 ����

� ������
�

����
� ������

�
 (32) 

   

𝐴𝐴�� 𝜁 ± �
𝑖h ��

� 𝑖𝑖sh ��
�

−𝑖𝑖sh ��
� 𝑖h ��

�
�     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 ����

� �������
�

����
� ������

� �
 (33) 

   

 𝐴𝐴�� 𝜁 ± �𝑒𝑒��𝜁� 0
0 𝑒𝑒���𝜁��     ↦     𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 𝜁 𝑒𝑒��𝜁𝜁. (34) 

Учитывая, что 𝑖h𝜗𝜗 𝜁 𝜗𝜗 𝜁 �
�����, 𝛽𝛽 𝜁 �

� и 𝑒𝑒� 𝜁 ����
��� 𝜁 𝜗𝜗(𝜁 + 𝛽𝛽𝜁, получим  
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ch �
� = ������

� = ����
� , (35) 

sh �
� = ������

� = ����
� , (36) 

откуда   

𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 = �������
(���𝜁���� ,    𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 = �����(���𝜁

�(���𝜁���� ,    𝐹𝐹��(𝜁𝜁𝜁 = 𝜁𝜁(𝜁 𝜁 𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁 (37) 

Последняя формула описывает аберрацию света для движущегося 
наблюдателя. Действительно, если наблюдатель движется в 𝑧𝑧-направлении со 
скоростью 𝑣𝑣, то 𝜁𝜁� = 𝜁𝜁(𝜁 𝜁 𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁, или, используя формулу (23), получим:   

 𝑒𝑒��� ctg(𝜃𝜃�/2𝜁 = 𝜁𝜁(𝜁 𝜁 𝜁𝜁𝜁𝑒𝑒��ctg(𝜃𝜃/2𝜁, (38) 

откуда следует, что если в неподвижной системе отсчёта луч света приходил из 
точки с угловыми координатами (𝜑𝜑, 𝜃𝜃𝜁, то в движущейся системе направление 
на источник света будет иметь координаты (𝜑𝜑�, 𝜃𝜃�𝜁, причём 𝜑𝜑� = 𝜑𝜑, а ctg(𝜃𝜃�/2𝜁 =
𝜁𝜁(𝜁 𝜁 𝜁𝜁𝜁ctg(𝜃𝜃/2𝜁. После несложных тригонометрических преобразований 
отсюда можно получить хорошо известную формулу аберрации   

cos𝜃𝜃� = ������
�������𝜁 (39) 

 
Буст 𝐵𝐵� вдоль произвольного направления 𝜓𝜓 относительно выбранной 

координатной оси можно записать как композицию буста 𝐵𝐵 вдоль этой оси и 
поворотов 𝑅𝑅 на угол ±𝜓𝜓: 𝐵𝐵� = 𝑅𝑅(𝜓𝜓𝜁𝐵𝐵𝑅𝑅(𝑅𝜓𝜓𝜁. Например, легко видеть, что 𝐴𝐴�� =
𝐴𝐴��(�

�𝜁𝐴𝐴��𝐴𝐴��(𝑅 �
�𝜁:   

�
ch �

� sh �
�

sh �
� ch �

�
� = �

cos �
� 𝑅sin �

�
sin �

� cos �
�

� �𝑒𝑒�/� 0
0 𝑒𝑒��/�� �

cos �
� sin �

�
𝑅sin �

� cos �
�

�𝜁 (40) 

 
Вигнеровское вращение  

Хорошо известно [6], что бусты не образуют подгруппы группы Лоренца, т. е. 
совокупность двух бустов в неколлинеарных направлениях уже не является 
бустом, а образует композицию буста и поворота, так называемого 
вигнеровского вращения. Продемонстрируем это явление. 

Пусть первый буст 𝐵𝐵� осуществляется с быстротой 𝜗𝜗� вдоль оси 𝑥𝑥, а второй – 
с быстротой 𝜗𝜗� в направлении 𝛼𝛼, а именно вдоль прямой, лежащей в плоскости 
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𝑥𝑥𝑥𝑥 и повернутой относительно оси 𝑥𝑥 на угол 𝛼𝛼. Соответствующая спин-матрица 
𝐵𝐵� будет иметь вид   

𝐵𝐵� 𝐵 �𝑒𝑒
��
� 0

0 𝑒𝑒�
��
�
��

ch ��� sh ���
sh ��� ch ���

��𝑒𝑒
���� 0
0 𝑒𝑒

��
�
� 𝐵 �

ch ��� 𝑒𝑒��sh ���
𝑒𝑒���sh ��� ch ���

�  

Последовательное применение этих двух бустов даст матрицу   

𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵�𝐵𝐵� 𝐵 �
ch𝜗𝜗�2 𝑒𝑒��sh 𝜗𝜗�2
𝑒𝑒���sh 𝜗𝜗�2 ch 𝜗𝜗�2

��
ch𝜗𝜗�2 sh 𝜗𝜗�2
sh𝜗𝜗�2 ch 𝜗𝜗�2

�� 

Эту матрицу можно записать как буст 𝐵𝐵� с быстротой 𝜗𝜗� в направлении 𝜓𝜓 и 
последующий поворот 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 в плоскости 𝑥𝑥𝑥𝑥 на угол вигнеровского вращения 𝑅𝑅:   

𝐵𝐵 𝐵 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵� 𝐵 �𝑒𝑒��/� 0
0 𝑒𝑒���/���

ch 𝜗𝜗�2 𝑒𝑒��sh 𝜗𝜗�2
𝑒𝑒���sh𝜗𝜗�2 ch 𝜗𝜗�2

�� 

Приравнивая верхние левые ячейки в этих матричных произведениях, получим 
уравнение   

ch 𝜗𝜗�2 ch 𝜗𝜗�2 + 𝑒𝑒��sh 𝜗𝜗�2 sh 𝜗𝜗�2 𝐵 ch𝜗𝜗�2 𝑒𝑒��/�, 

откуда можно найти быстроту 𝜗𝜗� и угол 𝑅𝑅 вигнеровского вращения. Для 
последнего получим  

𝑅𝑅 𝐵 2𝜔𝜔𝜔𝑅ch 𝜗𝜗�2 ch𝜗𝜗�2 + 𝑒𝑒��sh 𝜗𝜗�2 sh 𝜗𝜗�2 𝑅 𝐵 

𝐵 2𝜔𝜔𝜔𝑅1 + 𝑒𝑒��th 𝜗𝜗�2 th 𝜗𝜗�2 𝑅 𝐵 

𝐵 2𝜔𝜔ct𝜔 sin𝛼𝛼
cth𝑅𝜗𝜗�/2𝑅cth𝑅𝜗𝜗�/2𝑅 + cos𝛼𝛼, 

где в силу соотношений (35), (36) cth𝑅𝜗𝜗�/2𝑅cth𝑅𝜗𝜗�/2𝑅 𝐵 �𝑅����𝑅𝑅����𝑅
𝑅����𝑅𝑅����𝑅

. 

Таким образом, мы видим, что комплексное (спиновое) представление 
преобразований Лоренца позволяет очень быстро получить элегантное 
выражение для угла вигнеровского поворота, которое обычно выводится в 
векторной форме в результате весьма громоздких вычислений. 

 
Заключение  

В заключение напомним несколько хорошо известных свойств дробно-
линейной функции (см., например, [1]) и дадим их интерпретацию с точки 
зрения преобразований Лоренца. Во-первых, дробно-линейная функция 



ISSN 2949-5083 Вестник Государственного университета просвещения. Серия: Физика-Математика 2023 / № 3

67

полностью определяется заданием своего действия на трёх произвольных 
несовпадающих точках. Это означает, что наблюдатель с помощью выбора своей 
скорости (модуля и направления) может добиться, чтобы любые три источника 
света оказались в трёх заранее заданных точках его небесной сферы. 

Во-вторых, нетривиальная дробно-линейная функция имеет две, и только две 
неподвижные точки (возможно совпадающие). Следовательно, любое 
нетривиальное преобразование Лоренца сохраняет два, и только два (возможно 
совпадающих) направления на небесной сфере наблюдателя. 

Во-третьих, поскольку действие дробно-линейной функции является 
конформным на сфере Римана, в частности, она отображает окружности в 
окружности, то форма изображения объекта, наблюдаемого под малым углом, 
будет одинаковой для всех наблюдателей – отличаться будут только видимый 
угловой размер и направление. В частности, изображения сфер (любых 
размеров) будут представлять собой окружности для всех подвижных 
инерциальных наблюдателей, несмотря на лоренцево сокращение длины. 

В предсталенной работе в явной форме описано действие дробно-линейной 
функции на расширенной комплексной плоскости (сфере Римана) как 
эквивалентное действие преобразований Лоренца на небесной сфере 
наблюдателя в специальной теории относительности. Данный подход может 
быть использован в университетах как при проведении занятий со студентами 
по курсу ТФКП, так и на занятиях по теоретической физике, способствуя 
лучшему усвоению учебного материала за счёт установления взаимосвязей 
между разными предметными курсами. 

 
Статья поступила в редакцию 10.07.2023 г. 
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