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ÏÐÎÑÒÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÇÀÐÎÆÄÅÍÈß ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÂÈÕÐÅÉ 
Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ 

Алиев И. Н., Лятифов Р. Э.1 

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана  
(национальный исследовательский университет) 
105005, г. Москва, ул. 2-я Бауманская, д. 5, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель. Рассмотрение простейшей модели движения точки в неинерциальной системе ко-
ординат, объясняющей образование вихрей в атмосфере.  
Процедура и методы. Проведено аналитическое решение для поставленной модели, по-
лучена оценка результатов модели и средних параметров реальных циклонов и антицик-
лонов. 
Результаты. Из полученного решения следует, что траектория имеет вид спирали, направ-
ление скрученности которой зависит от направлений силы Кориолиса и скорости точки, 
что связано с расположением области образования явления относительно полушарий 
Земли (северное – по часовой, южное – против). Рассмотрена зависимость решения от 
постановки граничных и начальных условий. Показано, что при математической поста-
новке задач такого рода возникают трудности с введением граничных и начальных усло-
вий, связанных с сингулярностью в нулевой точке. На основе предложенной модели, а 
также из размерностных соображений получена оценка средних размеров циклонов и ан-
тициклонов. 
Теоретическая значимость заключается в аналитическом обосновании связи движения 
точки в неинерциальной системе отсчёта с возникновением вихрей в атмосфере. 
Ключевые слова: неинерциальная система, образование вихря, сила Кориолиса 
 
 
 

                                                 
© CC BY Алиев И. Н., Лятифов Р. Э., 2023. 
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A SIMPLE MODEL OF THE MECHANISM FOR THE GENERATION  
OF AIR VORTICES IN THE ATMOSPHERE 

I. Aliev, R. Lyatifov 

Bauman Moscow State Technical University 
ul. Vtoraya Baumanskaya 5, Moscow 105005, Russian Federation  

Abstract 
Aim. We consider the simplest model of point motion in a non-inertial coordinate system, which 
explains the formation of vortices in the atmosphere. 
Procedure and methods. The given model is analytically solved, and the results and average 
parameters of real cyclones and anticyclones are assessed. 
Results. It follows from the obtained solution that the trajectory has the form of a spiral, whose 
twisting direction depends on the directions of the Coriolis force and the speed of the point, 
which is associated with the location of the region of the phenomenon formation relative to the 
Earth hemispheres (northern, clockwise; and southern, counterclockwise). The dependence of 
the solution on the formulation of boundary and initial conditions is considered. It is shown that 
in the mathematical formulation of problems of this kind, difficulties arise with the introduction 
of boundary and initial conditions associated with a singularity at the zero point. The proposed 
model and dimensional considerations make it possible to estimate the average sizes of cy-
clones and anticyclones. 
Research implications. The theoretical significance lies in the analytical substantiation of the 
connection between the motion of a point in a non-inertial frame of reference and the occurrence 
of vortices in the atmosphere. 
Keywords: non-inertial system, vortex formation, Coriolis force 
 

Введение 
Вихревое движение исследовали многие известные учёные. Теорий циклонов, 

начиная с середины XIX в. и по настоящее время, существует достаточно много 
[1–6], но большинство из них представляет лишь исторический интерес. Неко-
торые из этих теорий существовали достаточно длительное время, но закончен-
ной математической теории, учитывающей многочисленные физические факты, 
судя по всему, на сегодняшний день нет [7]. Изначально (в конце XIX в.) предпо-
лагалось, что вихри образуются за счёт вертикального градиента температур воз-
духа. Однако в начале XX века эта гипотеза была отвергнута [8]. В настоящее 
время считается наиболее приемлемым влияние вертикального перепада давле-
ний как основной причины возникновения вихрей в атмосфере – циклонов, ан-
тициклонов, смерчей, тайфунов и ураганов [9]. 

Влияние незаслуженно забытой силы Кориолиса обычно считается вторич-
ным [10]. Заметим, что вкратце влияние вращения Земли было упомянуто в ра-
боте [11]. 

Гидродинамическая теория вихрей получила подробное развитие (см. напр. 
[12]), причём этот подход имеет достаточно долголетнюю историю. Многочис-
ленные приложения теоремы о циркуляции занимают большую часть статьи 
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В. Бьеркнеса, опубликованной ещё в 1898 г. [13]. В ней есть разделы, посвящён-
ные созданию вращения посредством нагрева, принципу Архимеда, движению 
воздуха в дымоходе, пассатам, сухопутным и морским бризам, муссонам, цикло-
нам, антициклонам и циркуляции в океанах Интересно отметить, что статья 
многообещающе заканчивается заявлением “Fortsetzung folgt” или «продолже-
ние следует». Современному развитию идей, изложенных в этой работе, была по-
священа публикация А. Дж. Торпа, Х. Волкерта и М. Дж. Зимянски [14]. 

Однако во всех этих исследованиях подход к объяснению появления цикло-
нов был чисто гидродинамический. В настоящем же исследовании решение 
частного случая задачи о движении точки в неинерциальной системе отсчёта 
приводит к выводу о связи этой силы с возникновением вихрей в атмосфере. 
Причём, что на наш взгляд существенно, теория вихрей не представляет возмож-
ным получения спиралеобразной структуры циклона, как это будет показано 
ниже (см. рис. 5). 

Замечание. Хотелось бы обратить внимание на одно обстоятельство. Вихре-
вые трубки или должны быть замкнуты, или начинаться и оканчиваться на по-
верхности [12; 18], причём не очень ясно, что должно быть на торцевых оконча-
ниях этой трубки. Видимо, для поддержания этого режима там должны быть не-
которые источники. Именно это обстоятельство нашло несколько неожиданное 
применение в другой области, что будет опубликовано в работе [19]. В этой ста-
тье теория сверхпроводимости Абрикосова объясняется наличием магнитных 
трубок, которые можно трактовать как нити с вихревыми токами с возможными 
источниками в виде магнитных монополей на торцах вихревых трубок, т. е. на 
поверхности. 

В этом случае учёт коллективного влияния совокупности трубок приведёт к 
структуре магнитного поля сверхпроводника второго рода, квантование кото-
рого может подтвердить существование гипотетических монополей.   

 
Модель 

Рассмотрим двумерное движение точки массы m  в горизонтальной плоско-
сти неинерциальной системы отсчёта, вращающейся с угловой скоростью ω  
(рис. 1). Уравнение движения имеет вид: 

цб к
dvm F F
dt

= +
  

                                                          (1) 

где: 2
цбF m r= ω
   – центробежная сила инерции, 

2 ,кF m v= − ω  
    – кориолисова сила. 

Решая задачу в полярных координатах, скорость и, соответственно, кориоли-
сову силу разбиваем на радиальную и трансверсальную составляющие:  

rv v vϕ= +   , r rv re=  , v r eϕ ϕ= ϕ  ,                                  (2) 
2 , 2 , r

к r к кF m v m v F Fϕ
ϕ= − ω − ω = +      

                                    (3). 
где re  и eϕ

  – соответствующие орты. 
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Рис. 1 / Fig. 1. Динамика движения точки в неинерциальной системе отсчёта /  
Dynamics of point motion in non-inertial frame of reference 

Источник: составлено авторами. 
 
Объединяя (1) – (3), получаем: 

( ) 2 2 ,r
dm v v m r m v
dt ϕ+ = ω − ω  

     

( ) 2 2 , 2 ,r r r r
dm v e v e m re m v m v
dt ϕ ϕ ϕ+ = ω − ω − ω      

       

( ) 2 2 2r r r r r
d v e v e re v e v e
dt ϕ ϕ ϕ ϕ+ = ω + ω − ω      

( )2 2 2r r
r r r r

dv de dv dee v e v e r v e v
dt dt dt dt

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + = ω − ω + ω

                     (4). 

 
В последнее соотношение вошли производные от ортов в полярных коорди-

натах. В декартовых координатах этот вопрос не возникал, т. к. орты были 
жёстко привязаны к неподвижной системе координат и не менялись во времени 
по направлению. 

Для вывода этих производных традиционно запишем, как видно из рис. 2, со-
отношения между ортами неподвижной декартовой и подвижной полярной си-
стемами координат и продифференцируем записанные соотношения с учётом 
того, что 0, 0x ye e= =   (напомним, что точка означает производную по времени). 

𝜔𝜔��⃗  

𝑒𝑒�𝑒𝑒� 

𝜃𝜃
𝜔𝜔

�⃗�𝐹к
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Рис. 2 / Fig. 2. К выводу производных ортов в полярных координатах /  

Derivation of derivatives of unit vectors in polar coordinates 
Источник: по данным авторов. 

 
cos sin

sin cos
r x y

x y

e e e
e e eϕ

= ϕ + ϕ
 = − ϕ + ϕ

  
    

( )
( )

sin cos
cos sin

r x y

x y r

e e e e
e e e e

ϕ

ϕ

 = − ϕ+ ϕ ϕ = ϕ


= − ϕ− ϕ ϕ = −ϕ

     
     

                        (5) 

Подставив (5) в (4) и разделяя слагаемые на радиальную и трансверсальную 
составляющие, получаем систему:  

( )
( )

2 2
2

r

r

v r v
v v

ϕ

ϕ

 − ω = ϕ − ω
 = ω− ϕ




                                                 (6)  

Дальнейшее решение системы (6) можно провести двояко. На первом этапе, 

введя новые переменные ( ) ( )
( )r tz t

r t
=
  и ( ) ( )y t t= ϕ − ω  (соответственно, y = ϕ ), из 

(6) получаем систему:  

2 2

2 0y z y
z z y

+ =
 + =




                                                           (7), 

которая сводится к нелинейному дифференциальному уравнению: 
2 42 3 4 0yy y y− + =                                                                  (8). 

Введя новую функцию ( )2y y ,  уравнение (8) удаётся проинтегрировать с ис-
пользованием метода варьирования постоянной: 2 4 3

14y y C y= − +  или что тоже 
самое: 
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( ) ( )4 32
14 Cϕ = − ϕ − ω + ϕ − ω                                                       (9). 

Постоянную интегрирования найдём из следующих соображений. Пусть при 
0t +=  (т. е. сразу после начала движения) ( ) ( )0 0 0+ +ϕ = ϕ =  . 

Второе из начальных условий, видимо, нуждается в некоторых разъяснениях: 
ввиду того, что r  естественно положить равным нулю при 0t = , тогда обе со-
ставляющие сил инерции: центробежная и радиальная обращаются в ноль, что 
приводит к занулению всех составляющих ускорения. Тогда с учётом (9):  

1 4C = − ω    и  ( )32 4ϕ = − ϕ − ω ϕ    получаем:        

( ) ( )
( )

( )
( )

20
01 / 21

/ 2
t

v r t v tr t t arctg t
t tt t arctg t

ω
  = ⋅π= ω + ⋅ ω ⎯⎯⎯→ω ϕ = ω − π ϕ = ω − ω

                                (10). 

Последнее уравнение подстановками ( ) ( )p t t= ϕ  и 
( ) ( )2sin

p t
t= α

ω
 приводит 

к решению вида: 2
p

t C
p

±ω + =
ω−

.  

Константу интегрирования C2 вновь находим из начальных условий: 
( ) ( )0 0 0p + += ϕ = . 
С учётом C2 = 0 получаем: 

( )
( )

2

21

tdp
dt t

ωϕ= ϕ = = ω
+ ω

                                  (11). 

После разделения переменных и несложного интегрирования: 
3 .C t arctg tϕ+ = ω − ω  

С начальным условием ( )0 0+ϕ = , окончательно для угла получаем зависи-
мость: 

 ( )t t arctg tϕ = ω − ω                                                  (12). 
Далее перепишем первое из уравнений (6) в виде: ( )2 2rv r r− ω = ϕ ϕ − ω  , в которое 
подставим (11). 

После преобразований и замены независимой переменной tτ = ω вновь полу-
чаем нелинейное дифференциальное уравнение:  

 ( )
222

2
1 0d r r

d
+ τ − =

τ
                                               (13). 

Учитывая, что решение настоящей задачи и так изобилует математическими 
преобразованиями, для записи решения (13) воспользуемся готовым справоч-
ным материалом – формулой 2.365 при 1a = −  из [15]. 

Тогда:  4 5
2 1
r C C arctg= + τ

τ +
      (14). 

Учитывая, что ( )0 0r + =  получаем, что 4 0C = . Далее: 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2023 / № 2

12

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2
5

2 2
5 22

( ) 1

1
11

r
dr dv t C t arctg t
dt dt

tC arctg t t
tt

 = = ω + ⋅ ω =  
 

ω ω = ω + ω +
 ω +ω +  

. 

Из ( ) 00rv v+ =  следует, что 0
5

vC =
ω

. Окончательно (14) приобретает вид:   

 ( ) ( )20 1vr t t arctg t= ω + ⋅ ω
ω

                                               (15), 

что совместно с (12) и является решением задачи. 
Данное решение представляет собою спираль. Стоит также заметить, что при 

больших значениях времени система вырождается в классическую спираль Ар-
химеда, сдвинутую по фазе: 

( ) ( )
( )

( )
( )

20
01 / 21

/ 2
t

v r t v tr t t arctg t
t tt t arctg t

ω
  = ⋅π= ω + ⋅ ω ⎯⎯⎯→ω ϕ = ω − π ϕ = ω − ω

                          (16). 

После того как задача была решена и ответ в аналитическом виде (16) был полу-
чен, возник вопрос, как влияют начальные условия на структуру решения. Для 
этого начальную систему (6) преобразуем по-другому, Подставив определения 
составляющих скоростей (2) и введя замену ( ) ( )y t t= ϕ − ω , приходим к: 

2 0
2 0

r y r
ry ry

− =
 + =


 

                                                         (17). 

Разделив во втором уравнении переменные после интегрирования и подста-
новки в первое из уравнений (17), получаем: 

2

2 yr
r y

Cy
r

− =

=



 

3r r C=                                                                 (18). 
Если умножить обе части соотношения (18) на 2rr , то получается уравнение в 

полных дифференциалах. Однако проще вновь воспользоваться справочником 
[15], формула 6.209. 

Решение выписывается в неявном виде: 
( )2 2

1 2 1 0.C t C C r C− + + =  
Из начального условия 

( )0 0r =                                                                (19)  
следует 2

2 0C C+ =  и соответственно: ( )2 2
1 1 2 12 0C t C C t C r− + =                             (20). 
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Продифференцировав (20) по времени и вновь воспользовавшись начальным 

условием (19), получаем 2
1 1 2 12 2 2 0drC t C C C r

dt
− + =  и соответственно 1 2 0C C = . 

Очевидным образом 1 0C ≠ .  
Тогда 2 0C = , и несложно показать, что 0r v t=     (21). 

Из первого из уравнений (17) с учётом того, что 0 0dvr
dt

= = , легко получается 

3t C tϕ = ω + = ω         (22). 
Совокупность решений (16) переходит (с точностью до несущественных мно-

жителей) в (21, 22) асимптотически при 1tω  . Учитывая, что уже через сутки 
6tω  , можно считать, что полученные решения близки и потому модель может 

считаться приемлемой для объяснения циклона.  
 

Замечание к определению начальных условий  
(математическое дополнение) 

Некоторое различие в решениях (16) и (21, 22), видимо, связано с начальными 
и граничными условиями, Дело в том, что при решении возникших дифферен-
циальных уравнений они, естественно, потребовались. Однако, специфика задач 
решаемых в полярной (сферической, цилиндрической) системе координат пред-
полагает появления сингулярности решения в точке ( )0 0r = ρ = . С этой точ-
кой связана некоторая особенность. Так, если в декартовых координатах поло-
жить равной нулю одну из координат, например, 0x = , то другая координата y 
может принимать любое фиксированное значение. Если же в полярных коорди-
натах положить r равным нулю, то в отношении второй координаты ϕ  возни-
кает неопределённость. В силу этого, при записи начальных условий в задачах, 
подобных рассматриваемой, возникает проблема, связанная с ( )0 ?+ϕ = , а тем 
более ( )0+ϕ  и ( )0+ϕ .  

Подобная ситуация также имеет место при попытках определения понятия δ
-функции в упомянутых системах координат. Некоторые положения, связанные 
с этим вопросом, рассматриваются в задаче 2.7 [16, с. 103]. 

Причина этого достаточно серьёзна. Дело в том, что есть разница для предель-
ного перехода 0r →  в математическом и физическом плане. Если в формальной 
математике ничто не мешает устремить r к нулю, причём r может принимать лю-
бые сколь угодно малые значения, то в физическом смысле есть всегда ограни-
чения, связанные с размерами реальных физических объектов, фигурирующих в 
задаче или, что ещё серьёзнее, со структурой пространства. Вкратце этот вопрос 
был затронут в заключении пособия [16]. 

Поэтому более корректной была бы запись начального условия не ( )0 0r = , а, 
например, ( ) 00r r= , где 0r  характерный минимальный размер задачи. Легко убе-
диться, что и подобное начальное условие по-прежнему приводит к решению 
спирального вида. 
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Оценка размеров циклона 
На рис. 3 схематически представлены соответствующие скорости и силы. 

Здесь скорость пассата v v v⊥= +
    разложена на составляющие вдоль меридиана 

и параллели, соответственно разлагается сила Кориолиса кF F F⊥= +
  

. 
 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Распределение скоростей и сил Кориолиса при образовании вихрей  

в атмосфере / Distribution of velocities and Coriolis forces during the formation of vortices 
in the atmosphere. 

Источник: составлено авторами. 
 
Замечание. Судя по направлению сил Кориолиса по отношению к скоростям 

(рис. 3) завихрения в северном полушарии, вызванные силой Кориолиса направ-
лены по часовой стрелке. Видимо, предложенная модель скорее объясняет обра-
зование антициклона. Аналогичная ситуация возникает в южном полушарии, но 
там вращение происходит против часовой стрелки (рис. 3). Ввиду некоторого 
разночтения терминологии будем считать, и это считается общепринятым, что 
единственно сколь-нибудь значительная разница между тропическими цикло-
нами, циклонами, антициклонами, тайфунами и ураганами – это географическое 
расположение и направление кругового завихрения воздушных потоков. 

Решение системы (12, 15), полученное численным моделированием (рис. 4), 
по форме действительно напоминает завихрения вихря в атмосфере (рис. 5). В 
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самом деле, большинство циклонов рождается в экваториальной области (тро-
пические циклоны), где постоянно присутствуют ветры-пассаты. Их можно рас-
сматривать в качестве первопричины образования вихревого движения масс 
воздуха по окружности. 

В пользу последнего обстоятельства говорит и тот факт, что на экваторе гори-
зонтальная составляющая силы Кориолиса равна нулю, поэтому в зоне 0 00 5−  
широты мощных вихрей не наблюдается. 

Рассматриваемая модель может быть применена к сильным мелкомасштаб-
ным вихрям (смерчи, торнадо, тромбы), которые могут вращаться в любую сто-
рону. Вертикальное движение в них связано с термической стратифицирован-
ной неустойчивостью из-за перепада температур между грозовым облаком и 
землёй (или океаном). В этом случае завихрение вихря можно объяснить только 
силой Кориолиса. В случае принятия этой модели достаточно просто удаётся 
объяснить и горизонтальное же движение вихря как целого (с учётом эффекта 
Магнуса). 

В связи с этим, уместно вспомнить лекцию, прочитанную Н. Е. Жуковским в 
1891 г. в пользу гельмгольцовского фонда, цитату из которой мы сочли нужным 
привести: «… сложные аналитические формулы освящались и представлялись в 
ясной наглядной форме, благодаря удачным геометрическим представлениям» 
(подробнее см. в [17]). 

При сравнении рис. 4 и рис. 5 видно, что характерным размером циклона 

можно считать оборот спирали за один период, тогда 0
0

2 vR Tv π=
ω

 , что также 

является следствием размерностных соображений.  
 

 
Рис. 4 / Fig. 4. Траектория тела во вращающейся системе отсчёта /  

Body trajectory in a rotating frame of reference. 
Источник: составлено авторами. 
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Рис. 5 / Fig. 5. Фотография циклона / Photo of a cyclone. 

Источник: Tropical Cyclone Debbie (13P) over eastern Australia [Электронный ресурс] // Wikimedia 
Commons : [сайт]. URL: https://clck.ru/34guQg (дата обращения: 12.01.2023). 

 
Проведём соответствующие оценки. Характерные скорости пассатов 

0 5 10 /v м с− , угловая скорость вращения Земли 52 7.25 10 1/
24 3600

с−πω = ≈ ⋅
⋅

. То-

гда средний размер циклона 02 400 800vR кмπ −
ω

  . Учитывая, что, согласно 

экспериментальным данным, тропические циклоны в поперечине обычно 200–
900 км, можно считать полученный результат вполне приемлемым, а решение 
задачи – простейшей моделью циклона или антициклона. 

 
Заключение 

По причинам, частично изложенным во введении, в современной периодиче-
ской литературе нет статей, посвящённых законченной физико-математической 
теории вихрей в атмосфере. Публикации, в основном, носят описательный ха-
рактер метеорологических наблюдений. Связано это также с тем, что попытки 
расчёта трёхмерного термогазодинамического течения, привязанного к множе-
ству физических факторов, которые надо ввести в уравнения или граничные и 
начальные условия задачи, практически неразрешимы даже для современных 
ЭВМ. Отметим ещё одно обстоятельство. В околонаучной литературе регулярно 
появляются гипотезы, строгость которых вызывает сомнение. Так в опублико-
ванной книге [18] в качестве причины возникновения гигантского вихря назы-
вают взаимодействие дипольного электрического момента молекул воды с маг-
нитным полем Земли. Подобная модель не выдерживает никакой критики, хотя 
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бы из-за несравнимости размеров причины и следствия, не говоря уж о коллек-
тивных эффектах. 

 
Статья поступила в редакцию 18.01.2023 г. 
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ÂËÈßÍÈÅ ÏÎËßÐÈÇÓÅÌÎÑÒÈ Ë¨ÃÊÎÃÎ ÀÒÎÌÀ (È ÅÃÎ ÈÇÎÒÎÏÎÂ)  
ÍÀ ÅÃÎ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÅ Â ÂÈÄÅ ÑÎËÈÒÎÍÀ ÔÐÅÍÊÅËß-ÊÎÍÒÎÐÎÂÎÉ 
ÏÎ ÀËÌÀÇÎÏÎÄÎÁÍÎÉ ÐÅØ¨ÒÊÅ 

Аскерова В. И., Калашников Е. В.1 

Государственный университет просвещения 
141014, Московская обл., г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель: выяснить, как сочетание массы атома водорода и гелия (с учётом его изотопов) и 
его поляризуемости влияют на перемещение солитона Френкеля-Конторовой. 
Процедура и методы. Используются соотношения (полученные авторами ранее), 
связывающие характеристики атома и характеристики решётки, через которую 
перемещается солитон. 
Результаты. Обнаружена сильная взаимосвязь между массой атома и его 
поляризуемостью, которая определяет строение солитона. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Показано, что возможность 
перемещения солитона определяется и массой атома и его поляризуемостью вплоть до 
того, что из-за поляризуемости, например, атом гелия перемещаться не будет.  
Ключевые слова: Солитон Френкеля-Конторовой, поляризуемость атома, массы 
изотопов водорода и гелия 
 

EFFECT OF POLARIZABILITY OF A LIGHT ATOM (AND ITS ISOTOPES)  
ON ITS MOVEMENT IN THE FORM OF A FRENKEL-KONTOROVA SOLITON 
THROUGH A DIAMOND-LIKE LATTICE 

V. Askerova, E. Kalashnikov1 

State University of Education 
ul. Very Voloshinoi 24, Mytishchi 141014, Moscow Region, Russian Federation 

Abstract.  
Aim. An attempt is made to find how the combination of the mass of an atom of hydrogen and 
helium (taking into account its isotopes) and its polarizability affect the movement of a 
Frenkel‒Kontorova soliton. 
Methodology. Use is made of the relations (previously obtained by the authors) to relate the 
characteristics of the atom with the characteristics of the lattice through which the soliton 
moves. 
Results. A strong relationship is found between the mass of an atom and its polarizability, 
which determines the soliton structure. 

                                                            
© CC BY Аскерова В. И., Калашников Е. В., 2023. 
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Research implications. It is shown that the possibility of moving a soliton is determined by 
both the mass of the atom and its polarisability; for example, due to polarizability, a helium 
atom will not move. 
Keywords: Frenkel‒Kontorova soliton, atom polarizability, masses of hydrogen and helium 
isotopes 
 

Введение 
Лёгкие атомы (атомы водорода, гелия и их изотопов) могут перемещаться по 

решётке кремния в виде коллектива, состоящего из самого лёгкого атома и 
сопровождающих его обратимых смещений ближайших атомов решётки. Такое 
перемещение описывается солитоном Френкеля-Конторовой [3; 6] и имеет 
характеристики классической нелинейной механики. 

Лёгкие атомы имеют изотопы. И масса такого атома влияет на перемещение 
солитона. Между тем, атомы водорода и гелия, помимо разных масс, могут 
быть в разных квантовых состояниях, определяемых состояниями электронов в 
атоме. Квантовые состояния определяют поляризуемость атома. Эти состояния 
не зависят от массы атома, поскольку отношение �Δ𝐸𝐸 𝐸𝐸� � изменения энергии 
Δ𝐸𝐸 электрона к энергии его состояния  𝐸𝐸 оказывается того же порядка, что и 
отношение массы электрона к массе ядра �Δ𝐸𝐸 𝐸𝐸�  ~ 𝑚𝑚� 𝑀𝑀��  ~10��� [1]. В таком 
случае, можно было бы ожидать, что поляризуемость атома не будет влиять на 
перемещения солитона. Но поляризуемость атома есть реакция атома на 
возможные изменения внутрикристаллического электрического поля. В таком 
случае важно выяснить как квантовое состояние (внутреннее состояние) атома, 
образующего коллектив вместе с обратимыми смещениями ближайших атомов 
решётки и перемещающегося в виде солитона, может сказываться на его 
перемещения. 

 
1. Модель 

Внутри кристалла действуют сильные электрические поля порядка 10� ÷
10� �

��. Такие поля в состоянии сделать из атома диполь. Превращение атома в 
диполь под воздействием внешнего электрического поля характеризуется 
поляризуемостью. Поле диполя будет стремиться уменьшить потенциальную 
энергию взаимодействия этого диполя с внешним по отношению к нему 
локальным электрическим полем, увеличивая при этом упругую энергию 
взаимодействия атома с окружением. В свою очередь, уменьшение упругой 
энергии происходит с переходом в соседнюю позицию и сопровождается 
возникновением диполя атома и его взаимодействием с локальным 
электрическим полем, вызванным возмущением электронной плотности в 
окружающем пространстве [6] и т. д. И такое поведение приводит к 
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перемещению коллектива, состоящего из самого лёгкого атома и 
сопровождающих его обратимых смещений ближайших атомов решётки. 
Перемещение лёгкого атома через кристалл описывается солитоном Френкеля-
Конторовой [3; 6]:  

Г�,� = �2𝑎𝑎�,� 𝜋𝜋� � 𝑎𝑎�𝑐𝑐𝑡𝑡𝑔𝑔 ���𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �− �2𝜋𝜋 𝑎𝑎�,�� � �− 𝐴𝐴 𝑚𝑚#� ∙ (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑡𝑡��. 
(1) 

Из этого соотношения следует, что солитон может перемещаться только при 
условии, что его эффективная масса 𝑚𝑚# будет иметь отрицательные значения 
(𝑚𝑚# < 0) [2; 3; 6]. Эффективная масса 𝑚𝑚# определяется массой самого атома 
водорода 𝑚𝑚, его 𝛽𝛽 − поляризуемостью = 0.667𝐴𝐴�� , структурой решётки: числом 
связей 𝑍𝑍 атома водорода с окружением,  𝑎𝑎� − расстоянием между 
междоузлиями решётки и модулем сдвига решётки 𝐺𝐺 = 7𝐺.𝐺 ∙ 𝐺0�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑐𝑐𝑚𝑚��  : 

𝑚𝑚# = 𝑚𝑚 ∙ �𝐺 − 𝑍𝑍 ∙ 𝑒𝑒�
𝛽𝛽 ∙ 𝐺𝐺 ∙ 𝑎𝑎�� �

��
 (2) 

Здесь значение 𝐴𝐴 определяется модулем сдвига для кремния и численно 

равно 𝐺𝐺𝑎𝑎�� 4𝜋𝜋�� , заряд электрона: 𝑒𝑒 = 4,𝑒 ∙ 𝐺0��� 𝑔𝑔� �� ∙ 𝑐𝑐𝑚𝑚� ��
𝑠𝑠𝑒𝑒𝑐𝑐�  . 

Полученный солитон описывает движение коллектива, который состоит из 
самого атома и обратимых смещений окружения. Так, например, рис. 1 
показывает переход атома водорода из одного положения в другое. Такой 
переход позволяет понять какое количество атомов окружения участвует в 
формировании солитона. В формировании солитона участвует от 9 (и более) 
атомов ближайшего окружения (хотя количество связей 𝑍𝑍 = 6). 

 
Рис. 1 / Fig. 1 Часть солитона, образованного атомом водорода и сопровождающими его 

смещениями девяти ближайших атомов решётки кремния / Part of a soliton, which is formed by 
the hydrogen atom and the accompanying displacements of nine nearest lattice atoms 

Источник: составлено авторами.  
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2. Влияние поляризуемости на перемещение водорода и его изотопов 
Из соотношения (2) видно, что эффективную массу контролирует 

поляризуемость 𝛽𝛽 𝛽атома водорода (см. табл. 1).  
 

Таблица 1 / Table 1 
Соотношение поляризуемости и эффективной массы для водорода и его изотопов / 
Ratio of polarizability and effective mass for hydrogen and its isotopes 

Атом 
Поляризуемость, 𝛃𝛃 

𝟏𝟏𝟏𝟏��� (𝐜𝐜𝐜𝐜𝟑𝟑) 

масса, 𝐜𝐜, (𝐠𝐠𝐠 

× 𝟏𝟏𝟏𝟏��� 

эффективная масса 

𝐜𝐜#, (𝐠𝐠𝐠. × 𝟏𝟏𝟏𝟏��� 
1𝐻𝐻 0.667 1.67 𝛽2.5059 
2𝐻𝐻 0.667 2 ∙ 1.67 𝛽5.0118 
3𝐻𝐻 0.667 3 ∙ 1.67 𝛽7.5176 

Источник: составлено авторами на основе [4]. 
 

Эффективные массы для водорода и его изотопов отрицательны, это 
означает, что солитон будет перемещаться.  

Поляризуемости 𝛽𝛽 и найденные эффективные массы существенно влияют на 
перемещение атомов. Так, например, для водорода и его изотопов графики 
перемещения будут иметь следующий вид, представленный на рис. 2, 2a и 2b. 

 
Рис. 2 / Fig. 2 Структура солитона, образованного атомом водорода с 𝛽𝛽 для 1𝐻𝐻 / 

Structure of a soliton formed by a hydrogen atom with 𝛽𝛽 for 1𝐻𝐻  
Источник: составлено авторами.  
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Рис. 2а / Fig. 2a Структура солитона, образованного атомом дейтерия с 𝛽𝛽 для 2𝐻𝐻 / 

Structure of a soliton formed by a deuterium atom with β for 2H 
Источник: составлено авторами.  

 

 
Рис. 2b / Fig. 2b Структура солитона, образованного атомом трития с 𝛽𝛽 для 3𝐻𝐻 / 

Structure of a soliton formed by a tritium atom with β for 3H 
Источник: составлено авторами. 
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Солитоны, приведённые на рис. 2, 2a и 2b, движутся слева направо. 
Структура солитонов определяется зависимостью смещения Г�𝐻� на каждом 
узле 𝑛𝑛 виртуальной цепочки и организована числом 𝑛𝑛 ближайших атомов 
окружения решётки кремния. Например, для водорода 1H, число атомов, 
участвующих в формировании «ступеньки» – солитона и его перемещения – 
равно 11. Для дейтерия 2H число участников, формирующих солитон, равно 13. 
А для трития 3H число ближайших атомов решётки кремния равно 15. При 
этом «темп» перехода в соседнее положение у всех этих солитонов разный (см. 
рис. 3) и определяется скоростью перемещения каждого из солитонов [3]. 
Верхняя часть (горизонтальная) соответствует ситуации, при которой атом 
водорода уже завершил переход на расстояние, равное междоузельному 
расстоянию. Остальные узлы виртуальной цепочки сразу начинают смещаться 
каждый на своё расстояние и со своей скоростью (например, на рис. 2b для 
трития узел с номером 7 теперь же сместился на расстояние равное 2 ×
10�� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Эта часть солитона соответствует неустойчивым положениям атома 
водорода, которые завершатся достижением смещения, равного смещению на 
дистанцию, равную междоузельному расстоянию. Нижняя горизонтальная 
часть структуры солитона соответствует ситуации, при которой возмущение не 
достигло узла виртуальной цепочки. 

 
Рис. 3 / Fig. 3 Сопоставление форм перехода в соседнюю позицию для 1𝐻𝐻𝐻 2H, 3H / 

Comparison of the forms of transition to the neighboring position for 1H, 2H, 3H 
Источник: составлено авторами.  
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Для атомов гелия ситуация, связанная со строением солитона, аналогичная. 
Но влияние поляризуемости атома на возможность перемещений солитона 
более «жёсткая», см. табл. 2. 

 
Таблица 2 / Table 2 
Соотношение поляризуемости и эффективной массы для гелия и его изотопов /  
Ratio of polarizability and effective mass for helium and its isotopes 

Атом Состояния Поляризуемость, 𝜷𝜷, (𝒄𝒄𝒄𝒄𝟑𝟑)
Масса,𝒄𝒄, 

(𝒈𝒈𝒈 
× 𝟏𝟏𝟏𝟏��� 

Эффективная 
масса 𝒄𝒄#, (𝒈𝒈𝒈. 

× 𝟏𝟏𝟏𝟏��� 

2𝐻𝐻𝐻𝐻 11S0 2.03 ∙ 10��� 2 ∙ 1.67 −2.73098 

3𝐻𝐻𝐻𝐻 11S0 2.03 ∙ 10��� 3 ∙ 1.67 −4.09647 

4𝐻𝐻𝐻𝐻 11S0 2.03 ∙ 10��� 4 ∙ 1.67 −5.46195 

2𝐻𝐻𝐻𝐻 2 1S0 4.67 ∙ 10��� 2 ∙ 1.67 3.372 

3𝐻𝐻𝐻𝐻 2 1S0 4.67 ∙ 10��� 3 ∙ 1.67 5.0589 

4𝐻𝐻𝐻𝐻 2 1S0 4.67 ∙ 10��� 4 ∙ 1.67 6.74525 

Источник: составлено авторами на основе [4; 5; 7]. 
 
Из табл. 2 следует, что атом гелия и его изотопы (первые три строки 

таблицы), находясь в основном состоянии 11S0, обеспечивают отрицательную 
эффективную массу солитона и благодаря этому солитон может перемещаться. 
Однако для метастабильного состояния 2 1S0 (последние три строчки, табл. 2) 
изотопы гелия не могут перемещаться, поскольку эффективная масса солитона 
оказывается положительной. 

 
Заключение 

Из сопоставления зависимостей (рис.2, 2a,2b) смещения Г�,� солитона 
Френкеля-Конторовой от числа возможных положений лёгких атомов в 
виртуальной цепи можно отметить: поляризуемость 𝛽𝛽 в сочетании с реальной 
массой атома (водорода, дейтерия, трития, гелия и его изотопов) существенным 
образом влияет на эффективную массу солитона, на его формирование и на сам 
переход его в следующие позиции. При этом атом с малой массой не может 
обеспечить перемещение солитона, а атом с большой массой может двигаться в 
виде солитона. Но, опять же, перемещение солитона по решётке определяется 
несколькими независимыми факторами: 
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1) массой атома (его изотопом) и его квантовым состоянием 
(поляризуемостью); 

2) свойствами решётки – её строением и её упругими свойствами. 
 

Статья поступила в редакцию 02.05.2023 г. 
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Аннотация 
Цель: подобрать корректирующие поправки в виде дополнительных переменных в 
уравнениях движения для анализа проблемы тёмной материи. 
Процедура и методы. Проведены исследования методом введения высших производных 
в виде нелокальных переменных для описания гравитационного взаимодействия на 
межгалактических расстояниях. Проведён анализ содержания работ в соотнесении 
формулы гравитационного взаимодействия на галактических расстояниях от ускорения 
и её высших производных по времени. 
Результаты. Подобранная теоретическая поправка даёт хорошее совпадение теории с 
экспериментальными результатами и позволяет объяснить ранее необъяснимые 
эффекты, приводящие к понятию тёмной материи. Это становится возможным с 
помощью введения дополнительных переменных в виде высших производных.  
Теоретическая и/или практическая значимость заключается в новых полученных нами 
результатах вычисления поведения галактик с помощью коррекционной поправки к 
формуле гравитационного взаимодействия на межгалактических расстояниях. Такие 
теоретические расчёты совпадают с экспериментальными данными. 
Ключевые слова: высшие производные по времени уравнения движения, классическая 
механика, тёмная метрика для тёмной материи 
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PROBLEM OF DARK MATTER AND CORRECTION OF GRAVITATIONAL 
INTERACTION AT GALACTIC DISTANCES 
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Abstract 
Aim. We select corrective corrections in the form of additional variables in the equations of 
motion to analyze the problem of dark matter. 
Methodology. The research is based on the introduction of higher-order derivatives in the form 
of non-local variables to describe the gravitational interaction at intergalactic distances. Works 
are analyzed that correlate the formula of gravitational interaction at galactic distances from 
acceleration and its higher derivatives with respect to time. 
Results. The selected theoretical formula yields good agreement between theory and the 
experimental results, and makes it possible to explain previously unexplained effects leading 
to the concept of dark matter. This becomes possible by introducing additional variables in the 
form of higher-order derivatives.  
Research implications. We have obtained new results that allow the behavior of galaxies to be 
calculated using the correction formula for the gravitational interaction at intergalactic 
distances. Theoretical calculations coincide with the experimental data. 
Keywords: higher time derivatives of the equation of motion, classical mechanics, dark metric 
for dark matter 
 

Введение 
Проблема тёмной материи возникает в результате различия между теорией и 

данными наблюдений. Поиск частиц, которые могли бы объяснить это 
расхождение теории с экспериментом, не дал желаемых результатов [1–4]. Все 
попытки объяснить существование тёмной материи [5–8], включая поиск 
частиц, которые являются причиной тёмной материи – эксперименты с 
аксионами [9], не дали результатов. Объяснить топологическую скорость 
движения звёзд на окраинах галактик [10] без введения понятия тёмной 
материи не удаётся. В нашем случае предположение того, что необходимость 
введения тёмной материи можно заменить введением теоретических поправок 
к формуле гравитационного взаимодействия. Если провести расчёт 
коррекционной поправки с помощью дополнительных переменных в 
уравнения движения с использованием высших производных, известных как 
«формализм Остроградского», то формула зависимости скорости вращения 
галактик соответствует наблюдательным данным. Высшие производные 
координат по времени, описанные формализмом Остроградского, помогают 
найти соответствие теоретических и наблюдательных данных. Использование 
формализма Остроградского для объяснения разницы в результатах между 
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теорией и данными наблюдений помогает устранить необходимость вводить 
термин тёмной материи. 

В публикациях М. Милгрома приводится модификация формулы 
гравитационного взаимодействия с помощью коррекции закона Ньютона. 
Коррекция формулы закона гравитационного взаимодействия объясняет 
вращение галактик без привлечения тёмной материи. В этом случае ускорение 
зависит нелинейно от создающей его массы для малых ускорений, а 
гравитационная сила, которая действует на движение звезды во внешних 
областях галактики, пропорциональна квадрату её центростремительного 
ускорения, если гравитационная сила изменяется обратно пропорционально, 
линейна радиусу [11]. 

Исследование вращательного движения спиральных галактик, проведённое 
Верой Рубин [12] в начале 1970-х годов, показало, что скорость вращения 
внешних окраин ближайшей к нам галактики Андромеды почти постоянна для 
всех её внешних частей и не зависит от расстояния от центра. Поскольку такая 
постановка вопроса противоречит ожиданиям, то скорость движения внешних 
окраин галактики должна зависеть от её расстояния до центра галактики. 

Это подробно обсуждалось в работе Рами Ахмад Эль-Набулси [13], где 
основные теоретические свойства нелокального во времени подхода к 
кинетической энергии введены в рамках нелокальной классической 
ньютоновской механики.  

Нелокальные переменные, рассмотренные в работе Анджеевского [14; 15], 
обеспечивают расширение теории с помощью высших производных. В работе 
обсуждаются свойства симметрии нелокальной теории на случай стандартного 
бесконечного числа степеней свободы генератора с частотами, 
пропорциональными последовательным нечётным целым числам ионных 
операторов. 

Использование нелокальных переменных в виде высших производных 
может быть применено для коррекции формулы гравитационного 
взаимодействия на межгалактических расстояниях. 

 
Корректирующая поправка формулы гравитационного взаимодействия 

на межгалактических расстояниях 
Можно ли подобрать корректирующий коэффициент для формулы 

гравитационного взаимодействия с целью объяснения проблемы тёмной 
материи? Модификация гравитационного взаимодействия путём введения 
корректирующего коэффициента или модифицирующей функции является 
одним из подходов, который был предложен в попытке объяснить проблему 
тёмной материи без введения новых форм материи. Однако такие 
модификации должны быть согласованы с множеством экспериментальных 
данных и ограничений и требуют серьёзных теоретических и 
экспериментальных исследований для их проверки и подтверждения. 
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Существует ряд моделей, предлагающих модификации гравитационного 
взаимодействия на космологических или галактических масштабах. Например, 
модифицированная теория Ньютона (Modified Newtonian Dynamics, MOND) и 
модифицированная теория гравитации (Modified Gravity, MG) предлагают 
изменения в гравитационных уравнениях, которые пытаются объяснить 
наблюдаемые аномалии в движении галактик без введения тёмной материи. В 
этих моделях вводятся дополнительные функции или параметры, которые 
изменяются в зависимости от масштаба или плотности вещества. 

Однако такие модели также сталкиваются с определёнными ограничениями 
и трудностями. Они должны быть согласованы с множеством наблюдений, 
таких как космическое микроволновое фоновое излучение, скопления 
галактик, космологические наблюдения и другие, и также должны быть 
согласованы с экспериментальными данными внутри нашей Солнечной 
системы. Кроме того, такие модели могут сталкиваться с проблемами 
стабильности, противоречиями с общей теорией относительности и другими 
теоретическими и экспериментальными ограничениями. 

Таким образом, модификация гравитационного взаимодействия для 
объяснения проблемы тёмной материи является интересным направлением, но 
требует дополнительных исследований, тестирования и согласования с 
экспериментальными данными, прежде чем она может быть однозначно 
принята или отклонена. В нашем подходе корректирующая поправка для 
гравитационного взаимодействия на галактических расстояниях имеет вид 

𝐹𝐹 𝐹 𝐹𝐹 ��
�� 𝑒𝑒���

��.     (1) 
В асимптотике такой корректирующий коэффициент должен стремиться к 

единице для справедливости формулы гравитационного взаимодействия 
Ньютона на малых расстояниях, т. е. 𝑒𝑒� ≈ 1. Скорректированная формула 
Ньютона [16] имеет вид  

𝐺𝐺 ���
���

�1 − �
� + ��

�� − ⋯ � ≈ ���

��
,   (2) 

где 

𝑣𝑣 ≈ ����
��

�1 − �
� + ��

�� − ⋯ �    (3) 

с поправочным коэффициентом �1 − �
� + ��

�� − ⋯ � для гравитационного 
взаимодействия на больших расстояниях, 𝑟𝑟� и 𝑀𝑀� – радиус вращения Галактики 
и масса Галактики. Гравитационное взаимодействие на больших 
межгалактических расстояниях может не совпадать с гравитационным 
взаимодействием на малых расстояниях. По утверждению Эйнштейна 
известное гравитационное взаимодействие достоверно справедливо и 
оценивается в пределах Солнечной системы.  
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Сила гравитационного взаимодействия в нашем случае может выражаться с 
использованием бесконечного разложения в ряд Тейлора. Если этот ряд 
заменить экспонентой [17], то мы можем записать метрику 

𝑑𝑑𝑑𝑑� = 𝑒𝑒��� �⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝑒𝑒�� �⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃� , (4) 

которую мы называем тёмной метрикой, где r0 = 2GM. 
В нашем случае тёмная метрика является асимптотикой метрики 

Шварцшильда для 𝑑𝑑� < 𝑑𝑑𝑟 
Тёмную метрику также можно получить из стандартной метрики: 

𝑑𝑑𝑑𝑑� = 𝐵𝐵�𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝐴𝐴�𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑� − 𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃�  (5) 
Условия 𝐴𝐴�𝑑𝑑� = 𝐵𝐵�𝑑𝑑� = 1 и 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙𝐴𝐴�𝑑𝑑� = 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙𝐵𝐵�𝑑𝑑� = 1 для 𝑑𝑑 𝑟 𝑟 должны 

выполняться для стандартной метрики. Тёмная метрика также удовлетворяет 
этим условиям. Гравитационные силы представлены в виде ряда с 
переменными знаками. 

𝑣𝑣 𝑣 ����
��

𝑒𝑒����     (6) 

 
Рис. 1 / Fig. 1. График зависимости скоростей вращения галактик от их расстояния  

до центра. Результаты исследования авторов изображены красным цветом /  
Galaxy rotation speeds vs. their distance to the center. The authors' results are shown in red 

Источник: [1]. 
 
На рис. 1 чёрные линии – это кривые вращения 5 галактик, опубликованные 

Альбертом Босмой в 1978 году [1]. Красные линии – это наши результаты с 
коррекционной поправкой.  

𝑣𝑣 = ����
��

𝑒𝑒���� = ������∙�����∙�∙����
�∙���� ∙ 𝑒𝑒� �

��𝑟       (7) 

Учёт высших производных в разложении Тейлора служит поправкой к 
наблюдаемому значению ускорения расширения Вселенной.  
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Заключение 
Любая теория должна иметь свои границы применимости. В работе 

показано, что необходимость введения понятия тёмная материя не является 
необходимым, а может быть заменено корректирующей поправкой к формуле 
гравитационного взаимодействия на межгалактических расстояниях. 
Подобранная теоретическая формула даёт хорошее совпадение с 
экспериментальными результатами. Мы надеемся, что гравитационная 
коррекция формулы на галактических расстояниях поможет решить проблему 
тёмной материи. 

 

Статья поступила в редакцию 24.11.2022 г. 
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ÒÐÀÍÑÌÓÒÀÖÈß ÍÓÊËÈÄÎÂ  
Â ÁËÀÍÊÅÒÅ ÒÅÐÌÎßÄÅÐÍÎÃÎ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ ÍÅÉÒÐÎÍÎÂ 

Давиденко В. Д. Дьячков И. И., Иоаннисиан М. В.1 

Национальный исследовательский центр «Курчатовский институт» 
123182, г. Москва, пл. Академика Курчатова, д. 1, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель. Оценка неопределённостей современных библиотек ядерных данных и 
сравнительный анализ наведённой активности бланкета термоядерного источника 
нейтронов, содержащего нуклиды U-238 и Th-232.  
Процедура и методы. Проведены расчёты и анализ, полученных данных по активности 
нестабильных нуклидов, образующейся в бланкете термоядерного реактора.  
Результаты исследований показали, что остаточная активность выгружаемого бланкета 
с U-238 примерно в 2–3 раза больше активности Th-232, нормированной на один 
образующийся делящийся нуклид. Для приведения активности выгружаемого уранового 
бланкета к активности бланкета на основе Th-232 потребуется несколько большее время 
выдержки. 
Теоретическая и / или практическая значимость. Полученные результаты могут быть 
использованы при оптимизации бланкета термоядерного источника нейтронов. 
Ключевые слова: оценённые ядерные данные, нейтронные сечения, термоядерный 
реактор, бланкет, энерговыделение, активность 
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Abstract 
Aim. We evaluate the uncertainties of modern nuclear data libraries and perform a comparative 
analysis of the induced activity of the blanket of a thermonuclear neutron source containing 
uranium-238 and thorium-232 nuclides.  
Methodology. The obtained data on the activity of unstable nuclides formed in the blanket of a 
thermonuclear reactor are analyzed.  
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Results. The results of the studies show that the residual activity of the discharged blanket 
with U-238 is approximately two-to-three times greater than the activity of Th-232 normalized 
by one formed fissile nuclide. To make the activity of the unloaded uranium blanket similar to 
that of the Th-232-based blanket, a slightly longer exposure time is required.  
Research implications. The obtained results can be used to optimize the blanket of a 
thermonuclear neutron source. 
Keywords: estimated nuclear data, neutron cross sections, thermonuclear reactor, blanket, 
energy release, activity 
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Введение 

В современных прогнозах развития мирового энергообеспечения, несмотря 
на постоянное развитие ядерных технологий, доля атомной составляющей 
систематически снижается. Связано это в том числе и с неопределённостями, 
возникающими при разработке топливных циклов ядерной энергетики, 
проблемами с переработкой отработавшего ядерного топлива, утилизацией 
отходов и радиационного воздействия на окружающую среду [1]. 

Традиционный, и практически единственный, рассматриваемый в настоящее 
время подход к широкомасштабному развитию ядерной энергетики как 
самодостаточной системы, связан с различными комбинациями тепловых и 
быстрых реакторов, в том числе и с последовательным вытеснением тепловых 
реакторов. Но современные проекты быстрых реакторов ориентируются на 
низкие коэффициенты воспроизводства топлива, приводящие к существенным 
увеличениям объёмов переработки, и, следовательно, увеличивающим 
радиационное воздействие на окружающую среду [2]. Тем не менее это 
направление развития ядерной энергетики как крупномасштабное и 
практически неограниченное по сырьевому ресурсу фактически 
рассматривается на текущий момент в качестве единственно верного и 
безальтернативного. В конечном итоге быстрые реакторы должны будут 
заменить собой тепловые практически полностью. Эта замена будет проходить 
постепенно, начнётся, как показывают результаты исследований [3], не ранее 
середины XXI в. и продлится не менее двухсот лет. 

Концепция развития ядерной энергетики на основе реакторов синтеза-
деления подразумевает наработку делящегося нуклида в бланкете 
термоядерного источника нейтронов с последующим использованием в 
традиционных и (или) перспективных тепловых реакторах [4]. 

В работе [5] приведена концепция термоядерной установки ДЕМО-ТИН 
(Термоядерный Источник Нейтронов) как прототипа термоядерного реактора 
синтез-деления. Отличительной особенностью установки в сравнении с 
гибридной установкой токамак [6] является: стационарный режим работы, 
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наличие на наружном обводе камеры бланкета для воспроизводства трития, 
наработки делящихся изотопов или трансмутации минорных актинидов. 

В качестве сырьевого нуклида рассматриваются как изотоп U-238, так и 
изотоп Th-232. Последний нуклид на первый взгляд является более 
предпочтительным, поскольку имеет меньшее сечение деления по сравнению с 
U-238 в области термоядерных энергий нейтронов (14 МэВ), и, следовательно, 
активность бланкета, поступающего на переработку, также будет меньше. Но, с 
другой стороны, за счёт большего деления общее число нарабатываемого 
делящегося нуклида Pu-239 будет больше при облучении U-238, чем при Th-
232, т. е. и эффективность использования термоядерного нейтрона в бланкете с 
U-238 будет заведомо выше. На сегодняшний день за счёт этой особенности 
бланкета с U-238 практически не рассматриваются в стратегии развития 
ядерной энергетики [7], поэтому необходимо провести сравнительный анализ 
удельной активности, выделяющейся в бланкете как с сырьевым нуклидом U-
238, так и Th-232. 

Как известно, при взаимодействии с Th-232 термоядерного нейтрона 
образуется 0.45 ядра Th-230, 0.613 Th-231 и 2.53 ядра Th-233 [8]. Так же при 
взаимодействии делится 0.189 ядра Th-232. При взаимодействии одного 
термоядерного нейтрона с ураном-238 образуется 0.295 ядра U-236, 0.393 U-237 
и 3.95 U-239. Так же делится 0.856 ядра U-238. В результате взаимодействия 
термоядерного нейтрона с Th-232 и U-238 за счёт реакций (n,2n), (n,3n) и (n,f) в 
конечном итоге образуется примерно 2.6 и 3.95 нейтрона, которые 
поглощаются в сырьевом нуклиде и дают соответственное количество ядер U-
233 и P:u-239.  

Таким образом, число делений на U-238 примерно в 4.5 раза больше, чем 
делений Th-232, соответственно, и энерговыделение продуктов деления U-238 
также будет в 4.5 больше. Так же за счёт реакции (n,2n), (n,3n) образуются ядра 
тория и урана, которые тоже дают вклад в остаточное энерговыделение.  

 
1. Неопределённости ядерных данных  

Для расчётных исследований по оптимизации конструкции термоядерного 
источника нейтронов с целью увеличения эффективности наработки 
делящихся нуклидов в бланкете необходимо учитывать точность 
представленной в файлах оценённых ядерных данных информации о сечениях 
взаимодействия термоядерного нейтрона с материалом бланкета. 

Следует отметить, что нейтронно-физические свойства Th-232 в области 
термоядерных энергий нейтрона изучены в существенно меньшей степени, чем 
свойства U-238. В частности, для такой важной реакции, как (n,3n), существует 
только одна экспериментальная точка1, 2на основании которой в библиотеки 
ядерных данных вводятся соответствующие оценки, что явно недостаточно для 
получения объективной картины по сечениям данной реакции. Необходимы 
оценки неопределённостей современных библиотек ядерных данных, 
                                                            

1 См.: Торий [Электронный ресурс]. URL. https://www.ippe.ru/libr/pdf/90th.pdf (дата обращения: 04.04.2023). 
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влияющих на точность расчётного моделирования процессов взаимодействия 
термоядерного нейтрона с материалом бланкета.   

Ниже приведён сравнительный анализ нейтронных сечений Th-232, 
представленных в современных файлах оценённых ядерных данных в области 
энергии термоядерного нейтрона (14.2 МэВ). Рассматриваются разные версии 
библиотек23 ENDF-B, JEFF, JENDL и TENDL, отечественные библиотеки 
BROND и РОСФОНД, а также китайская библиотека CENDL. Общее число 
рассмотренных систем файлов оценённых ядерных данных равно 21. 
Предварительный анализ данных показал, что файл Th-232 библиотеки 
FENDL-3.0 полностью идентичен файлу библиотеки ENDF/B-VII.1, а файлы 
библиотек TENDL-2019 и TENDL-2017 используют данные ENDF/B-VIII.0 в 
области рассматриваемых в данной работе сечений. Поэтому из анализа данных 
они были исключены.  

Для обработки файлов оценённых ядерных данных использовалась версия 
программы NJOY [9] 201634 года, для подготовки библиотек многогрупповых 
констант модуль, разработанный для программного комплекса UNK45. Сечения 
основных реакций для энергии нейтрона 14.2 Мэв приведены в табл. 1. Для 
расчётного анализа использовалась специально подготовленные 
многогрупповые библиотеки для программного комплекса UNK с более 
детальным описанием групповых сечений в быстрой области энергий (область 
реакций (n,2n) и (n,3n)), и был разработан специальный модуль расчёта 
замедления нейтронов и коэффициента размножения в бесконечной среде для 
решения задачи с источником по поколениям. 

 
Таблица 1 / Table 1 
Сечения основных реакций Th-232, барн /  
Cross sections of the main reactions of Th-232, barn 

Библиотека Nu.eff (n,2n) (n,3n) (n,fiss) (n,g) (n,elas) (n,inel) 

JENDLE.4.0 3.943 1.717 5.662E-01 3.667E-01 1.110E-03 2.752 4.646E-01 

JENDLE.3.3 4.011 1.136 8.386E-01 3.596E-01 1.891E-03 2.693 7.199E-01 

JENDLE.3.2 4.011 1.136 8.386E-01 3.596E-01 1.216E-05 2.695 7.199E-01 

JEFF.3.3 3.925 1.487 6.531E-01 3.603E-01 1.167E-03 2.730 5.881E-01 

JEFF.3.2 3.925 1.487 6.531E-01 3.603E-01 1.167E-03 2.730 5.881E-01 

JEFF.3.1 3.915 1.436 7.549E-01 3.512E-01 9.971E-04 2.772 5.379E-01 

JEFF.3.0 4.011 1.136 8.386E-01 3.596E-01 1.132E-06 2.695 7.199E-01 

                                                            
2 См.: Evaluated Nuclear Data File (ENDF) [Электронный ресурс]. URL. https://www-

nds.iaea.org/exfor/endf.htm (дата обращения 04.04.2022). 
3 См.: The NJOY Nuclear Data Processing System, Version 2016. Los Alamos National Laboratory. LA-UR-17-

20093, November 7, 2019. 
4 См.: Davidenko V. D., Tsibulsky V. F. Detailed Calculation of Neutron Spectrum in Cell of a Nuclear Reactor // 

International Conference on the Physics of Nuclear Science and Technology (Oct. 5–8, 1997). Long Island, New 
York: American Nuclear Society, P. 1755–1760. 
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Библиотека Nu.eff (n,2n) (n,3n) (n,fiss) (n,g) (n,elas) (n,inel) 

ENDF/B-VII.0 3.925 1.479 6.544E-01 3.685E-01 1.164E-03 2.721 5.887E-01 

ENDF/B-VII.1 3.925 1.487 6.532E-01 3.603E-01 1.169E-03 2.730 5.881E-01 

ENDF/B-VIII.0 3.925 1.487 6.532E-01 3.603E-01 1.169E-03 2.730 5.881E-01 

РОСФОНД-10 3.925 1.463 6.632E-01 3.502E-01 1.039E-03 2.944 3.878E-01 

BROND.3.1 3.941 1.665 5.660E-01 3.715E-01 1.130E-03 2.799 4.646E-01 

CENDL.3.1 3.925 1.462 6.418E-01 3.536E-01 1.672E-03 2.701 6.022E-01 

TENDL-2015 3.925 1.482 5.758E-01 3.591E-01 1.126E-03 2.717 5.917E-01 

Максимум 4.053 1.717 8.386E-01 3.715E-01 5.253E-03 2.944 7.199E-01 

Минимум 3.915 1.136 5.423E-01 3.502E-01 1.132E-06 2.693 3.604E-01 

Delta, % 3.54 51.1 54.7 6.09 4.64E+05 9.32 99.7 
Источник: данные авторов 

 
Представленные в табл. 1 сечения позволяют расчётным путём оценить 

число вторичных нейтронов, образующихся после взаимодействия одного 
термоядерного нейтрона с ядром Th-232. Эти значения приведены в табл. 2. 
Здесь под числом вторичных нейтронов понимается полное число нейтронов, 
образовавшиеся как за счёт деления Th-232, так и после реакций (n,2n) и (n,3n). 

 
Таблица 2 / Table 2 
Число вторичных нейтронов после взаимодействия одного термоядерного нейтрона 
с Th-232 / Number of secondary neutrons after the interaction of one thermonuclear 
neutron with Th-232 

Библиотека N1 

JENDLE.4.0 1.669 

JENDLE.3.3 1.677 

JENDLE.3.2 1.678 

JEFF.3.3 1.660 

JEFF.3.2 1.660 

JEFF.3.1 1.678 

JEFF.3.0 1.678 

ENDF/B-VII.0 1.665 

ENDF/B-VII.1 1.660 

ENDF/B-VIII.0 1.660 

РОСФОНД-10 1.656 

BROND.3.1 1.663 

CENDLE.3.1 1.655 
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Библиотека N1 

ENDF/B-6 1.666 

ENDF/B-6-R7 1.666 

ENDF/B-6-R8 1.666 

FENDL.3.0 1.660 

Максимум 1.678 

Минимум 1.655 

Delta,% 1.36 

Источник: данные авторов 
 
Как следует из табл. 2, несмотря на достаточно существенные различия в 

парциальных сечениях все рассматриваемые библиотеки достаточно хорошо 
согласуются по значениям вторичных нейтронов, различия лежат в пределах 
1.5%. Данные, полученные с использованием разных библиотек, в целом 
хорошо согласуются с результатами, приведёнными в [10]. В расчётах по 
программе MCU [11] и MCNP6 были получены значения 1.62 и 1.53 
соответственно. 

В результате взаимодействия термоядерного нейтрона с ядром Th-232 за счёт 
реакций (n,2n), (n,3n) и реакции деления образуется примерно 1.67 нейтронов, 
из которых только 0.25 нейтрона образуется непосредственно за счёт деления. 
Часть нейтронов (за счёт реакций упругого и неупругого рассеяния) остаётся в 
области пороговых реакций (n,2n) и (n,3n), что приводит к дальнейшему 
увеличению числа нейтронов после второго взаимодействия (второе 
столкновение или поколение нейтронов), часть захватывается Th-232. В 
конечном итоге все вторичные нейтроны поглощаются в Th-232 с 
последующим образованием 2.6 ядер U-233. 

 
2. Активность нестабильных нуклидов в бланкете 

С помощью комплекса UNK были проведены расчёты активности 
нестабильных нуклидов, образующихся в бланкете термоядерного источника 
нейтронов.  

На рис. 1 показана суммарная активность нестабильных нуклидов тория 
(231, 230 и 233), продуктов их распада, а так же продуктов его деления (время в 
годах) после взаимодействии с термоядерным нейтроном. 

 

                                                            
6 См.: MCNP – a General Monte Carlo N-Particle Transport Code. Vers. 5. X-5 Monte Carlo 
Team. LA-UR-03-1987. 
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Рис. 1 / Fig. 1. Активность продуктов взаимодействия (Бк) одного термоядерного 
нейтрона с ториевым бланкетом в зависимости от времени (годы), FP – продукты 

деления, Th – активность нуклидов тория / Activity of interaction products (Bq) of one 
thermonuclear neutron with a thorium blanket as s function of time (years): FP, fission 

products and Th, activity of thorium nuclides. 
Источник: данные авторов. 

 
На рис. 2 показана активность (Бк) нестабильных изотопов урана (236, 237 и 

239) и продуктов их распада + активность продуктов деления урана-238 в 
зависимости от времени выдержки (год) после взаимодействия одного 
термоядерного нейтрона в бланкете. 

 

 

Рис. 2 / Fig. 2. Активность продуктов взаимодействия (Бк) одного термоядерного 
нейтрона с урановым бланкетом в зависимости от времени (годы), FP  – продукты 
деления, U – активность нуклидов урана / Activity of interaction products (Bq) of one 
thermonuclear neutron with a uranium blanket as a function of time (years): FP, fission 

products and U, activity of uranium nuclides 
Источник: данные авторов. 
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Отметим, что интерес представляет не абсолютная активность бланкета с 
сырьевым нуклидом, а относительная, т. е. нормированная на один 
образующийся делящийся нуклид (U-233 или Pu-239). На рис. 3 приведена 
удельная активность (на одно образующееся ядро делящегося нуклида U-233 и 
Pu-239), на рис. 4 – их отношение. 

 

 

Рис. 3 / Fig. 3. Удельная активность продуктов взаимодействия (Бк) одного 
термоядерного нейтрона с урановым и ториевым бланкетом на одно ядро 

образовавшегося делящегося изотопа в зависимости от времени (годы) / Specific activity 
of interaction products (Bq) of one thermonuclear neutron with uranium and thorium 

blanket per one nucleus of the formed fissile isotope as a function of time (years) 
Источник: данные авторов. 

 

 

Рис. 4 / Fig. 4. Отношение активности при образования одного ядра Pu-239 к 
активности при образовании одного ядра U-233 в зависимости от времени (годы) / 

Ratio of activity during the formation of one Pu-239 nucleus to activity during the formation 
of one U-233 nucleus as a function of time (years). 

Источник: данные авторов. 
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Таким образом, при взаимодействии одного термоядерного нейтрона с 
бланкетом активность образования одного ядра Pu-239 примерно в 2–3 раза 
больше активности, выделяющейся при образовании одного ядра U-233. 
Отметим, что в районе 0.1 года (36.5 суток) эта активность примерно на 
порядок меньше. 

Абсолютное отношение активностей, образовавшееся при взаимодействии 
одного термоядерного нейтрона, ведёт себя примерно так же в урановом 
бланкете, как и было указано выше, примерно в 3–4 раза больше (рис. 5).  

 

 

Рис. 5 / Fig. 5. Отношение активности в урановом бланкете по отношению к активности 
в ториевом бланкете в зависимости от времени (годы) / Ratio of activity in the uranium 

blanket to activity in the thorium blanket as a function of time (years) 
Источник: данные авторов. 

 
Учитывая, что при облучении уранового бланкета не образуется U-232, а 

также тот факт, что период полураспада Pa-233 равен 27 дней, а Np-239 – 2.4 
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Заключение 

Результаты анализа современных файлов оценённых ядерных данных 
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образующихся как за счёт реакций (n,2n), (n,3n), так и деления при 
взаимодействии термоядерного нейтрона с ядром Th-232. Различия в оценке 
составляют 1.5%. При этом разброс в оценке общего числа нейтронов, 
родившихся и, следовательно, поглотившихся в Th-232, составляют примерно 
15%. Если же учитывать только последние версии библиотек (ENDF/B-VIII.0, 
JENDL.4.0, JEFF.3.3 и т. п.), что в целом не совсем корректно, то различия в 
оценке общего числа образовавшихся дополнительных нейтронов на один 
термоядерный сокращаются до 5%. 

Сравнительный анализ активации бланкета термоядерного источника 
нейтронов с сырьевыми нуклидами U-238 и Th-232 показывает, что остаточная 
активность выгружаемого бланкета с U-238 примерно в 2–3 раза больше 
активности Th-232, нормированной на один образующийся делящийся нуклид. 
Для приведения активности выгружаемого уранового бланкета к активности 
бланкета на основе Th-232 потребуется несколько большее время выдержки. 
Таким образом, за счёт большего накопления Pu-239 в урановом бланкете он 
может оказаться более предпочтительным по сравнению с бланкетом из Th-
232. Также следует учитывать, что при облучении U-238 не образуется U-232, на 
который существуют нормативные ограничения по содержанию в топливных 
композициях. 

 
Статья поступила в редакцию 03.04.2023 г. 
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Аннотация 
Цель: создание алгоритмов, позволяющих рассчитывать взаимодействие гетерогенного 
потока с наноструктурированными поверхностями твёрдых веществ из различных 
материалов, процессов смачивания и движения частиц на поверхности в потоке воздуха.  
Процедуры и методы. Используются методы молекулярного моделирования, известные 
физические закономерности и анализ исследований других авторов.  
Результаты. В настоящей работе развит метод расчёта взаимодействия потока твёрдым 
телом, покрытие которого имеет рельеф и обладает различной степенью 
гидрофобности. Методом молекулярной динамики проведены параметрические 
исследования.  
Теоретическая и практическая значимость. Результаты могут быть использованы при 
исследовании возможностей управления состоянием пограничного слоя и зарождением 
турбулентности на молекулярном уровне. 
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Abstract 
Aim. We construct algorithms that allow calculating the interaction of a heterogeneous flow 
with nanostructured surfaces of solids made of various materials, as well as wetting processes 
and movement of particles on the surface in an air flow. 
Methodology. Use is made of methods of molecular modeling and known physical laws; 
studies performed by other authors are analyzed. 
Results. A method is developed for calculating the interaction of a flow with a solid body, 
whose coating has a relief and a different degree of hydrophobicity. Parametric studies are 
performed using the molecular dynamics method. 
Research implications. The results can be used to study the possibilities of controlling the 
state of the boundary layer and the initiation of turbulence at the molecular level. 
Keywords: relief body, molecular modeling, interaction potentials, crystal lattice atoms 
Acknowledgments: The study was supported by the Russian Foundation for Basic Research 
under project No. 19–29–13024 

 
Введение 

Моделирование управления взаимодействием потока с обтекаемой 
поверхностью представляет большой интерес в различных областях науки и 
техники: разработка противообледенительных покрытий, изменение 
тепломассообмена, транспорт веществ по каналам, ламинаризация и 
турбулизация потока, управление пограничным слоем и ряд других 
приложений. 

Развиваемый в настоящей работе подход позволяет учесть возможность 
прилипания молекул к поверхности обтекаемого тела для различных режимов 
взаимодействия, например, формирования пограничного слоя у рельефного 
тела, образования инея и конденсации. 

В работе [1] представлены результаты молекулярно-динамического 
моделирования пограничного слоя однокомпонентной жидкости на волнистой 
поверхности с использованием упрощённого расчёта с помощью известного 
термостата Ланжевена и искусственного коэффициента трения. 
Взаимодействие твёрдых микрочастиц с шероховатой поверхностью 
исследовалось ранее теоретически и экспериментально [2; 3]. 

Принятая в настоящей работе расчётная область (рис. 1) – параллелепипед 
xmax⸱ymax⸱zmax = L⸱H⸱D, длина расчётной области L = 2H, ширина расчётной 
области D = H = 20÷100 нм. Граничные условия в плоскостях z = 0 и z = D 
являются периодическими с характерным периодом шероховатости λ. В 
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плоскости x = 0 задаётся массовый поток qx = ρVx. По мере прохождения 
плоскостей x = L и y = H молекулы покидают расчётную область. В этом случае 
в плоскостях x = 0, x = L и y = H задаются дополнительные плотности потоков, 
обусловленные тепловым движением молекул 

/2 3 / 2x yq q V RT= = ρ < > = ρ . Здесь <V> – средняя скорость теплового 
движения молекул газа, T – температура. 

Нижней границей расчётной области (рис. 1) является шероховатая 
поверхность обтекаемого тела, взаимодействие с которой описывается 
математическими моделями, определёнными далее. В этой области молекулы 
воды и воздуха взаимодействуют с атомами твёрдого тела с учётом их 
физических свойств и температуры. Тепловые скорости всех молекул газа и 
частиц определяются в соответствии с максвелловским распределением 
скоростей. 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Расчётная область и граничные условия /  

Computational domain and boundary conditions 
Источник: подготовлен авторами 

 
Математическая модель и численный метод 

В рассматриваемом подходе важную роль играют параметры 
межмолекулярного взаимодействия, которые могут быть получены как на 
основе квантовомеханических расчетов, так и из уравнения состояния 
реального газа, например, Ван-дер-Ваальса: 

( ) ( ) 0R/ 1 / /P a V b T− ρ μ − ρ μ = ρ μ ,    (1) 
где 

2 2
AA AN d N N2 3

0
10 2 52 ( )

9 3d

a U r r r b
∞

= − π = π εσ = ε ,    (2) 
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AN 32
3

b d= π ,   
AN

30 6 6

1 3
22 2

d bσ = =
π

.   (3) 

Здесь предполагается, что потенциал взаимодействия молекул сферически 
симметричный и описывается законом Леннарда-Джонса (см., напр., [4]), 
параметры которого связаны с константами уравнения состояния реального 
газа Ван-дер-Ваальса. Сферическая симметрия потенциала существенно 
упрощает молекулярное моделирование микро- и макроскопических 
аэрогидродинамических явлений. В приведённых выше формулах μ – молярная 
масса, d – «диаметр» молекулы. 

В более общем случае сферически симметричный потенциал имеет вид: 

( )
p q

U r
r r

 σ σ   = Α χ −         
,    (4) 

В настоящей работе в предположении о потенциальной природе 
взаимодействия между атомами или молекулами протестированы различные 
схемы интегрирования уравнений молекулярной динамики [4] и выбор был 
сделан в пользу схемы Хокни-Иствуда (Hockney-Eastwood) [4]. 

Предполагается, что частица аэрозольного потока, соударяющаяся с 
поверхностью твёрдого тела, ускорена обтекающим его воздухом, 
представляющим собой смесь азота (79%) и кислорода (21%) с параметрами 
газа Ван-дер-Ваальса, которые вычислялись по правилу смешения Лоренца-
Бертло:  

( )
2

2 j
j j j

j
a a

 α
= α μ ⋅ μ 
  ; ( ) j

j j j
j

b bα
= α μ ⋅

μ  ;  R0
j

j
R α

=
μ  (5) 

Вещество стенки описывается параметром, введённым ранее [5], 
AК=εw-m/εm-m ≈ 0.5 (1 + cosθ0)     (6) 

коэффициентом растекания, который можно рассматривать как отношение 
энергии εw-m взаимодействия (А – адгезия) между молекулой потока (индекс m) 
и поверхностью атома (индекс w) к характерной энергии εm-m взаимодействия 
молекул потока друг с другом (К – когезия). Этот параметр характеризует 
свойства материала твёрдого тела, определяющие интенсивность прилипания к 
нему жидкости. Рассматриваются взаимодействия молекул, принадлежащих ко 
всем трём фазовым состояниям веществ: газа, налетающей частицы, жидкой 
или твёрдой, и поверхности обтекаемого тела. 
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Таблица 1 / Table 1 
Характерные масштабы физических величин /  
Characteristic scales of physical quantities 
Физическая величина Формула Значение 
Координата σ0 2.6·10–10 м 
Скорость 00 0/V m= ε  612.023 м/с 
Время 00 0/t V= σ  0.425·10–12 с 
Угловая скорость 1

0t −  2.3529·1012 с–1 
Энергия межмолекулярного взаимодействия 0ε  1.12·10–20 Дж 
Ускорение молекул 0 0/V t  1466·1012 м/с2 
Плотность 0

3
0/m σ  1701 кг/м3 

Температура 0 B3/ε k  270.39 о К 
Давление поверхностных сил 0

3
0/ε σ  6.828·105 Па 

Сила межмолекулярного взаимодействия 0 0/ε σ  4.308·10–11 Н 
Поверхностное натяжение 0 0

2/ε σ  0.165 Н/м 
Период решётки тела 01.0954a = σ  2.848∙10–10 м 
Амплитуда колебаний атомов тела 00.2319aΔ = σ  0.603∙10–10 м 
Скорость колебаний атомов A 0 0 0/ 13.16V k m a V= Δ = ⋅  8055.160 м/с 
Период колебаний атомов тела A 0 0/ 0.3411T m k t= =  0.145·10–12 с 
Жёсткость модельной пружины 2

0 08.5949 /k Ea= = ⋅ε σ  1.424 Н/м 
Энергия колебаний 0

2 2/2 /2 0.2312k a Ea aΔ = Δ = ε  0.2589∙10–20 Дж 

Источник: [5] 
 
С использованием выражения для потенциала взаимодействия, амплитуды 

колебаний атомов решётки твёрдого тела Δa, теплопроводности и 
теплоёмкости веществ в настоящей работе получены значения коэффициентов 
взаимодействия молекул воды с твёрдым телом в предположении, что 
характерные размеры рельефа поверхности λ, h (рис. 1) значительно 
превышают размеры молекул. Исходя из закона изменения импульса, 
выражение для скорости отражённых (верхний индекс r – reflected) от 
поверхности тела молекул частицы в зависимости от их начальной (верхний 
индекс i – incident) скорости можно получить в следующем виде: 

( ) ( )( )( )1 / 2 / 3 / 2 sin

1 /

i
A A

r

A

a t− μ μ + μ μ + Δ ω ω
=

+ μ μ

V n τ
V .  (7) 

Здесь n и τ – орты нормали и касательной. Для взаимодействия воды с 
алюминиевой поверхностью имеем ( )0.2 0.693 2 sinr i a t= − + + Δ ω ωV V n τ , 

03 /
2

AR T
a

μ
ω =

Δ
 – циклическая частота колебаний атомов кристаллической 

решётки обтекаемого тела. Отметим, что второе слагаемое в числителе 
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выражения для Vr содержит одну степень свободы колебаний по нормали и 
две – по касательной к поверхности, описывающие вклад колебаний атомов 
кристаллической решётки рельефного тела (рис. 2) по направлениям колебаний 
поверхности. Индекс A означает атом твёрдого тела. Амплитуда колебаний 
атомов поверхности Δa в зависимости от температуры T определяется 
известным выражением из физики твёрдого тела: 

( )
Dθ

A B D D

d
k θ

22
2

0

9 1 4
4 1

T

x

T x xa T
m e

 
  Δ = +   θ −  
 


 .   (8) 

Здесь θD – температура Дебая материала твёрдого тела, kB, ℏ – постоянные 
Больцмана и Планка, соответственно. В расчётах использовались данные 
табл. 1. Достоинством такой модели является возможность учёта тепловых 
колебаний атомов и более приближенное к реальности (по сравнению с 
традиционными моделями) описание взаимодействия молекул потока с 
твёрдым телом. К её недостаткам следует отнести большие вычислительные 
затраты при расчёте потоков в крупной расчётной области. Так, например, при 
моделировании двух слоёв поверхности обтекаемого тела (алюминий) 
размером 100⸱100 нм2 требуется порядка 105 атомов, с которыми 
взаимодействуют молекулы потока. С увеличением шероховатости эта цифра 
значительно увеличивается.  

В случае плоской поверхности и в предположении, что взаимодействие 
молекулы воды с атомом описывается потенциалом Леннарда-Джонса с 
параметрами 2H OAKwε = ⋅ε  (индекс w ≡ wall), выражение для потенциала 
взаимодействия между молекулой потока и поверхностью обтекаемого тела 
имеет следующий вид [5]: 

9 3
38 5( ) .

15 33
w w w

w w
A

U h
m h h

 ρ σ σ   = πε σ −         
   (9) 

Для оценки плотности энергии взаимодействия частиц, размер которых 
значительно больше размера молекулы, используем модель двух плоских 
поверхностей – твёрдого тела и «подножия» частицы. Заметим, что выражение 
для поверхностной плотности сил P-взаимодействия между пластиной 
заданного материала и плоской поверхностью воды имеет следующий вид: 

9 3
0 01 5( )

33m
P h B

S m h h h
 ρ ∂ ξσ ξσ   = − Υ = −     ∂     

,    (10) 

AK
3

3
0 0

8
15

w

A m
B

m m
ρ ρπξ= ε σ       (11) 

d
8 2

0 0 0( ) 5( )
2 132m y h

h BU y y
S m h h

∞

=

 Υ ρ σ ξσ ξσ   = = −         
 .   (12) 
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Из последних соотношений определяется равновесное расстояние между 
двумя поверхностями при отсутствии внешних сил: ( )1/6

* 0 5 / 33h = ξσ . Здесь 
ξ – безразмерная величина, равная отношению характерной длины 
взаимодействия молекулы обтекаемого тела с молекулой воды, к характерной 
длине взаимодействия молекул воды друг с другом. Для алюминия ξ ≈ 1.19. 

 

 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Схема взаимодействия молекул потока mi с атомами твёрдого тела mA. 
Углы αi, αr – между вектором скорости частицы и нормалью к средней поверхности 

тела. Справа – схема взаимодействия потока с твёрдым телом / Scheme of interaction of 
flow molecules mi with atoms of a solid body mA. Angles αi and αr  are between the particle 

velocity vector and the normal to the average surface of the body. On the right is a diagram of 
the interaction of a flow with a solid body 

 
Отметим, что используемый в настоящей работе подход позволяет 

преодолеть трудности учёта непарного характера взаимодействия молекул, а 
также угловой зависимости межмолекулярных сил, для определения которых, 
строго говоря, необходимы методы квантовой химии решения уравнения 
Шредингера для многоэлектронной системы атомов. Этот подход позволяет 
рассчитывать как континуальный, так и свободномолекулярный режимы 
взаимодействия частиц и капель с твёрдым телом, учитывая ряд физических 
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явлений: фазовые переходы, зависимость коэффициента поверхностного 
натяжения от кривизны межфазной границы, процессы дробления, коагуляции 
и теплообмена с рельефным телом, атомы которого находятся в тепловом 
движении. При этом достоверность полученных в настоящей работе 
результатов обоснована сравнением с теоретическими и с экспериментальными 
оценками других исследователей, описанными в [2; 5] (рис. 3). Развитые в 
настоящей работе численные алгоритмы и программное обеспечение 
позволяют использовать различные потенциалы взаимодействия молекул и 
схемы интегрирования уравнений движения. 

 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Слева – поверхности равных значений скорости потока, трёхмерное 

векторное поле скорости, линии тока и сетка, в ячейках которой проходило 
осреднение; справа – влияние шероховатости поверхности (кривые 1–3) обтекаемого 

тела на профиль скорости в пограничном слое воздуха, сравнение расчётов с 
аналитическими решениями [6] (4, 5) и результатами (6, 7 [1]) / /(on the left) Surfaces of 
equal values of the flow velocity, a three-dimensional vector velocity field, streamlines and a 
grid, in the cells of which the averaging took place; (on the right) effect of surface roughness 

(curves 1–3) of a streamlined body on the velocity profile in the boundary layer of air, 
comparison of calculations with analytical solutions [6] (4, 5) and results (6, 7 [1]) 

Источник: авторские результаты и [1; 6] 
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Результаты численных исследований 
Ниже даны иллюстрации результатов расчётов, которые получены на основе 

разработанной в рамках настоящего исследования программы, которая 
написана на языке C++. Во всех расчётах угол падения частицы αi = π/4, модуль 
её скорости |V| = 50 м/с; число молекул в частице N = 650, 1100 и 4660; твёрдое 
тело – алюминий (табл. 2). Согласно [7], угол θ0 смачивания водой гладкой 
поверхности алюминия приблизительно равен 110 град. Параметры газового 
потока определялись температурой и атмосферным давлением, используемый в 
работе численный алгоритм и программа ЭВМ позволяют определять 
параметры состояния пограничного слоя в расчётных областях, размеры 
которых значительно превышают длину свободного пробега молекул. 

 
Таблица 2 / Table 2 
Свойства кристаллических решёток Al и H2O при температуре -10oC /  
Properties of crystal lattices of Al and H2O at a temperature of -10oC 

Материал ρ, кг/м3 μ, г/моль m ac, Å E, ГПа θD, K Δa, Å ω, 1012 с–1 

Al 2700 27 4 4.05 68 394 0.14 48 

H2O (лёд) 917 18 2 2.85 5 192 0.51 17 

Источник: [5] 
 
Понятно, что чем мельче частица, тем скорее она тормозится в пограничном 

слое на обтекаемом теле, но тем большую роль в её динамике играют тепловые 
флуктуации (броуновское движение). Если для молекулы воды средняя 
скорость теплового движения около 600 м/c, то для рассмотренных кластеров 
её значения составляют приблизительно 25, 20 и 10 м/c. Таким образом, 
несмотря на быструю релаксацию мелких частиц вблизи поверхности твёрдого 
тела, суммарная скорость их соударения с твёрдым телом может достигать 
десятков метров в секунду.  

Отметим, что реальный газ состоит не только из молекул, но содержит также 
их агломераты – молекулярные кластеры (ди-, три-, …, N-меры), причём их 
концентрация и количество составляющих их молекул N растёт с понижением 
температуры. Это касается в особенности паров воды, находящихся в 
предконденсационном состоянии; их кластеры, обтекающие вместе с несущим 
воздухом элементы конструкции летательного аппарата, могут участвовать в 
«подготовке» последних к обледенению.  

Под наночастицами [8; 9] обычно понимают частицы размером от 1 до 
100 нанометров. В то же время под кластерами понимают скопления молекул, а 
под большими молекулярными кластерами [10] скопления молекул, число 
которых 100–1000 молекул.  

Между объектами, входящими в понятие кластер и объектами, входящими в 
понятие наночастица, есть пересечение, т. к. кластер в 1000 молекул может 
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заметно превышать минимальный размер наночастицы, т. е. 1 нанометр. Так, 
кластер воды из N = 333 молекул (999 атомов) имеет размер порядка 

2H O

A4
3

32 2.7
l

ND μ= ≅
πρ N

нм, где 2H Oμ  – молярная масса воды, ρl – её плотность, NA –

 число Авогадро. Таким образом, под наночастицами подразумеваются 
молекулярные кластеры размером до 100 нанометров, в которых число молекул 
N >> 10. Под частицами аэрозольного потока подразумеваются твёрдые тела, 
размеры которых на порядки превосходят размеры молекул. 

Хотя метод молекулярной динамики применим для описания поведения как 
отдельных молекул, так и их объединений – молекулярных кластеров, в 
настоящей работе метод молекулярной динамики применяется к описанию 
поведения частиц произвольного размера при выполнении следующих 
условий: 1) число молекул в частице >> 10; 2) размер частицы значительно 
превышает толщину δσ поверхностного слоя, в котором действуют 
поверхностные силы; 3) при выполнении первых двух условий и основных 
критериев подобия (число Вебера We=DρlV2/σl и капиллярности) результаты, 
полученные для наночастиц, справедливы для микро- и макро частиц, здесь D – 
диаметр капли, σl – коэффициент поверхностного натяжения, V – скорость 
удара капли; 4) взаимодействие молекул парное, потенциал симметричный, не 
учитывается распределение зарядов, но обеспечивается соответствие упругих, 
гидродинамических и термодинамических свойств дисперсной фазы 
аэрозольного потока. 

Строго говоря, молекулярное моделирование удара капель и кристаллов льда 
требует учёта непарности потенциала межмолекулярного взаимодействия, 
зависимости его от ориентации и образования водородных связей, не говоря о 
более тонких физических эффектах, таких как квантово-химические явления и 
электризация. Необходимость развития алгоритмов численного метода 
вызвана тем, что моделирование описанных выше явлений даже для малых 
молекулярных соединений, например, для исследования удара капли радиусом 
в несколько нанометров, требует колоссальных вычислительных затрат, не 
говоря о корректности постановки задачи, в которой могут иметь место 
множество неустойчивых конфигураций молекулярных объединений – 
кластеров. 

На рис. 4 показаны зависимости коэффициентов изменения скорости 
(отношения компонент скорости после удара к соответствующему значению до 
удара) частиц от относительных значений параметра шероховатости 
поверхности твёрдого тела λ/σ0. Соединяющие их линии проведены лишь для 
более чёткой привязки к одному из двух семейств точек; на самом деле между 
каждой их парой следовало бы указать значения коэффициентов ещё при 
нескольких значениях λ/σ0. Коэффициенты изменения скорости частиц при их 
ударе о поверхность оценены для частиц радиусом ap=3.2 нм и 20 мкм также на 
основе выражений, приведённых в [5] для плоской поверхности при 
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одинаковых значениях числа Вебера для частиц, и отмечены горизонтальными 
точечными прямыми. В расчётах были использованы параметры, которые 
приведены в табл. 2. 

 

 
Рис. 4 / Fig. 4. Зависимость полученных в настоящей работе коэффициентов 

восстановления компонент скорости частиц на поверхности с (h = 1 нм) при различных 
значениях параметра шероховатости поверхности; кружки – нормальная компонента 
скорости, треугольники – тангенциальная . / Dependence of the recovery coefficients of 
the particle velocity components on the surface which were obtained in the present study  

(h = 1 nm) for different values of the surface roughness parameter; circles, normal velocity 
component and triangles, tangential 

Источник: составлено авторами по результатам исследования 
 
Вопрос о фазовом состоянии рассмотренных частиц нетривиален. Еще 

М. Фарадей предполагал (в 1842 г.) существование жидких слоёв на 
поверхности кристалла льда ниже температуры замерзания. В недавней работе 
[11] существование таких слоёв подтверждено в диапазоне температур от –90 
до –1 o C. Ситуация аналогична отсутствию резкой границы между жидкостью и 
паром [12]. Однако, поскольку размеры рассмотренных кластеров имеют 
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порядок толщины переходных межфазных слоёв, в настоящей работе такие 
молекулярные образования называются просто частицами. 

 
Заключение 

Развит метод, позволяющий моделировать гидромеханические свойства 
жидкости со свободными границами, используя осесимметричные потенциалы, 
параметры которых определены из макроскопических табличных значений 
параметров, характеризующих гидродинамические свойства жидкости. 
Используемый в работе метод учитывает свободномолекулярные явления, 
реологические свойства жидкости, тепломассообмен на межфазных границах, 
особенности граничных условий на обтекаемом теле, обладающем 
гидрофобными свойствами, зависимость коэффициента поверхностного 
натяжения от радиуса кривизны межфазной границы жидкости и ряд других 
явлений. При этом, в отличие от метода молекулярной динамики, 
пренебрегается атомарной структурой молекул воды, т. е. асимметрией и 
непарностью потенциалов межмолекулярного взаимодействия, а также 
квантово-химическими явлениями. Такое пренебрежение вполне оправдано в 
задачах молекулярного моделирования макроскопических явлений, т. к. 
позволяет с высокой точностью моделировать гидродинамические процессы в 
движущейся жидкости. 

 

Статья поступила в редакцию 24.04.2023 г. 
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ÏÎËß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ È ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÈ ÂÎÊÐÓÃ ÄÂÓÕ ÍÀÃÐÅÂÀÅÌÛÕ 
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÌ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÌ ÊÀÏÅËÜ 

Хасанов А. С.1 

Российский экономический университет имени Г. В. Плеханова  
117997, г. Москва, Стремянный пер., д. 36, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель. Формулы для полей температуры и концентрации вокруг двух испаряющихся 
одинаковых аэрозольных капель в поле электромагнитного излучения обобщаются на 
случай двух капель с произвольными радиусами. 
Процедура и методы. Коэффициенты в разложениях полей температуры и концентрации 
по сферическим функциям рассматриваются как координаты векторов 
бесконечномерного линейного нормированного пространства, которые находятся из 
граничных условий операторными методами.  
Результаты. Формулы для полей температуры и концентрации вокруг двух одинаковых 
капель обобщены для двух капель с произвольными радиусами. Проведены расчёты по 
этим формулам и приведены графики профилей полей температуры и концентрации для 
двух капель с неодинаковыми радиусами для разных расстояний между центрами капель. 
Теоретическая и практическая значимость. Полученные теоретические формулы 
позволяют составить простые алгоритмы для практических расчётов. 
Ключевые слова: аэрозольные капли, испарение капель, взаимодействующие капли 

 

TEMPERATURE AND CONCENTRATION FIELDS AROUND TWO DROPS 
HEATED BY ELECTROMAGNETIC RADIATION 

A. Khasanov 

Plekhanov Russian University of Economics 
Stremyannyi per. 36, Moscow 117997, Russian Federation 

Abstract 
Aim. Formulae for temperature and concentration fields around two evaporating identical aerosol 
drops in the electromagnetic radiation field are generalized to the case of two drops with 
arbitrary radii. 
Methodology. Coefficients in expansions of temperature and concentration fields by spherical 
functions are considered as coordinates of vectors of an infinite-dimensional linear normalized 
space, which are found from boundary conditions by means of linear operators. 
Results. Generalized formulae for temperature and concentration fields around two drops with 
arbitrary radii are obtained. Calculations are carried out using these formulae and graphs of 
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temperature and concentration field profiles for two unequal drops for different distances 
between drop centers are given. 
Research implications. The obtained theoretical formulae for temperature and concentration 
fields around two drops with arbitrary radii allow one to make simple algorithms for practical 
calculations. 
Keywords: aerosol drops, evaporation of drops, interacting drops 

 
Введение 

Задача об испарении одиночных капель в поле электромагнитного излучения 
решалась в работах [1–2]. Задача об испарении двух взаимодействующих капель 
рассматривалась в работах [3–6] с применением биполярной системы 
координат. Для понимания процесса испарения двух взаимодействующих 
испаряющихся капель важным является исследование полей температуры и 
концентрации вокруг этих капель. Наиболее сильно это взаимодействие 
выражено на линии центров капель. В работе [7] нами были получены формулы 
для этих профилей полей температуры и концентрации вокруг двух одинаковых 
капель методами теории линейных операторов. Этот метод достаточно прост и 
может быть использован при решении и других задач об аэрозольных частицах 
[8–11]. Задача об испарении аэрозольных капель с учётом различных эффектов 
остаётся актуальной [12–16]. Целью настоящей работы является обобщение 
результатов работы [7] на случай двух капель с произвольными радиусами.  

 
Методы 

В задаче рассматриваются две неподвижные капли чистого вещества, 
взвешенные в бинарной газовой смеси. Первый компонент смеси образован 
молекулами вещества капель, а второй компонент состоит из молекул несущего 
газа. На капли падает монохроматическое излучение, которое нагревает их. 
Предполагается, что коэффициент теплопроводности вещества капель 
значительно больше коэффициента теплопроводности несущего газа. В этих 
условиях распределение температуры вдоль поверхности любой из двух капель 
можно считать однородным. Молекулы вещества капель могут испаряться с 
поверхностей капель или конденсироваться на них. Молекулы несущего газа не 
испытывают фазового перехода на поверхностях капель. Радиусы капель будем 
считать достаточно большими по сравнению со средней длиной свободного 
пробега молекул бинарной смеси. В этом случае при записи граничных условий 
на поверхностях капель мы можем пренебречь влиянием скачков температуры 
и концентрации на процессы испарения и конденсации. При этом мы считаем, 
что радиусы капель достаточно малы, чтобы можно было пренебречь временами 
релаксаций полей температуры и концентрации. Это позволяет нам процессы 
испарения и конденсации описывать в квазистационарном приближении. Пусть 
𝑛𝑛� и 𝑛𝑛� – численные концентрации молекул первого и второго компонентов 
бинарной смеси и 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛� + 𝑛𝑛�. Тогда относительные концентрации этих 
компонентов определяются по формулам 𝑐𝑐� 𝑛 ��

�  и 𝑐𝑐� 𝑛 ��
� , где 𝑐𝑐� + 𝑐𝑐� 𝑛 1. 

Будем считать, что 𝑐𝑐� ≪ 1. В этом случае определяющим механизмом переноса 
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temperature and concentration field profiles for two unequal drops for different distances 
between drop centers are given. 
Research implications. The obtained theoretical formulae for temperature and concentration 
fields around two drops with arbitrary radii allow one to make simple algorithms for practical 
calculations. 
Keywords: aerosol drops, evaporation of drops, interacting drops 

 
Введение 

Задача об испарении одиночных капель в поле электромагнитного излучения 
решалась в работах [1–2]. Задача об испарении двух взаимодействующих капель 
рассматривалась в работах [3–6] с применением биполярной системы 
координат. Для понимания процесса испарения двух взаимодействующих 
испаряющихся капель важным является исследование полей температуры и 
концентрации вокруг этих капель. Наиболее сильно это взаимодействие 
выражено на линии центров капель. В работе [7] нами были получены формулы 
для этих профилей полей температуры и концентрации вокруг двух одинаковых 
капель методами теории линейных операторов. Этот метод достаточно прост и 
может быть использован при решении и других задач об аэрозольных частицах 
[8–11]. Задача об испарении аэрозольных капель с учётом различных эффектов 
остаётся актуальной [12–16]. Целью настоящей работы является обобщение 
результатов работы [7] на случай двух капель с произвольными радиусами.  

 
Методы 

В задаче рассматриваются две неподвижные капли чистого вещества, 
взвешенные в бинарной газовой смеси. Первый компонент смеси образован 
молекулами вещества капель, а второй компонент состоит из молекул несущего 
газа. На капли падает монохроматическое излучение, которое нагревает их. 
Предполагается, что коэффициент теплопроводности вещества капель 
значительно больше коэффициента теплопроводности несущего газа. В этих 
условиях распределение температуры вдоль поверхности любой из двух капель 
можно считать однородным. Молекулы вещества капель могут испаряться с 
поверхностей капель или конденсироваться на них. Молекулы несущего газа не 
испытывают фазового перехода на поверхностях капель. Радиусы капель будем 
считать достаточно большими по сравнению со средней длиной свободного 
пробега молекул бинарной смеси. В этом случае при записи граничных условий 
на поверхностях капель мы можем пренебречь влиянием скачков температуры 
и концентрации на процессы испарения и конденсации. При этом мы считаем, 
что радиусы капель достаточно малы, чтобы можно было пренебречь временами 
релаксаций полей температуры и концентрации. Это позволяет нам процессы 
испарения и конденсации описывать в квазистационарном приближении. Пусть 
𝑛𝑛� и 𝑛𝑛� – численные концентрации молекул первого и второго компонентов 
бинарной смеси и 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛� + 𝑛𝑛�. Тогда относительные концентрации этих 
компонентов определяются по формулам 𝑐𝑐� 𝑛 ��

�  и 𝑐𝑐� 𝑛 ��
� , где 𝑐𝑐� + 𝑐𝑐� 𝑛 1. 

Будем считать, что 𝑐𝑐� ≪ 1. В этом случае определяющим механизмом переноса 

молекул в бинарной смеси является диффузия, т. е. процессы испарения (или 
конденсации) происходят в диффузионном режиме.  

Пусть 𝑂𝑂� и 𝑂𝑂� – центры капель, 𝑅𝑅� и 𝑅𝑅� – радиусы капель (𝑅𝑅� ≤ 𝑅𝑅�). В 
декартовой системе координат 𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� направление оси 𝑂𝑂�𝑧𝑧� совпадает с 
направлением вектора 𝑂𝑂�𝑂𝑂�����������⃗ . Декартова система координат 𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� получена 
путем параллельного переноса системы координат O𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧�. Пусть 𝑃𝑃 – точка 
плоскости, проходящей через линию центров капель, 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, 𝜑𝜑� – сферические 
координаты этой точки в системе координат с началом в точке 𝑂𝑂�, а 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, 𝜑𝜑� – 
с центром в точке 𝑂𝑂�, где 𝑟𝑟� ≥ 𝑅𝑅� и 𝑟𝑟� ≥ 𝑅𝑅�. 
 

 

Рис. 1 / Fig. 1. Сферические координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� и 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� одной и той же точки P в 
бинарной смеси в сферических системах координат с началами в точках 𝑂𝑂� и 𝑂𝑂� / 

Spherical coordinates 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� and 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� of the same point P in a binary mixture in spherical 
coordinate systems with origins at points 𝑂𝑂� and 𝑂𝑂�. 

Источник: составлено автором. 
 
Пусть 𝑇𝑇 – распределение температуры в бинарной смеси. Прямая 𝑂𝑂�𝑂𝑂� 

является осью симметрии полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, следовательно, эти поля не зависят от 
сферической координаты 𝜑𝜑. Будем считать, что на большом удалении от капель 
величины 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐� равны постоянным величинам 𝑇𝑇� и 𝑐𝑐��. Предполагается, что 
процессы испарения и конденсации происходят при малых относительных 
перепадах температуры, т. е. �������

� ≪ 1. Пусть 𝑇𝑇��� и 𝑇𝑇��� – температуры 
поверхностей первой и второй капель. Эти величины являются неизвестными 
задачи и будут найдены из граничных условий. Относительные концентрации 
молекул насыщенных паров вещества капель при температурах 𝑇𝑇��� и 𝑇𝑇��� 
обозначим символами 𝑐𝑐��(𝑇𝑇���) и 𝑐𝑐��(𝑇𝑇���). При одновременном выполнении 
условий �������

� ≪ 1 и 𝑐𝑐� ≪ 1 мы приходим к следующей граничной задаче [6]:  
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∆𝑇𝑇 𝑇 𝑇,                                                            (1) 
∆𝑐𝑐� 𝑇 𝑇,                                                           (2) 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇�,�, 𝑐𝑐� 𝑇 𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) на поверхности первой капли,     (3) 
𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇�,�,  𝑐𝑐� 𝑇 𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) на поверхности второй капли,     (4) 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� на большом расстоянии от капель,                    (5) 
𝑐𝑐� 𝑇 𝑐𝑐�� на большом расстоянии от капель.                   (6) 

Решения уравнений (1) – (2) ищем в виде [17]: 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) � 𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+�𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�� �(−1)�𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅�

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
,              (7) 

𝑐𝑐� 𝑇 с�� + (с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) � 𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) �(−1)�𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅�

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
,        (8) 

где 𝑎𝑎�
(�), 𝑎𝑎�

(�), 𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�) – неопределённые коэффициенты, 𝑃𝑃� – полином 
Лежандра. Пусть 𝐴𝐴� 𝑇 (𝑎𝑎�

(�), 𝑎𝑎�
(�), … )�, 𝐴𝐴� 𝑇 (𝑎𝑎�

(�), 𝑎𝑎�
(�), … )�, 𝐵𝐵� 𝑇

(𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�), … )�, 𝐵𝐵� 𝑇 (𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�), … )�. Из предположения об абсолютной 
сходимости рядов в разложениях (7)–(8) на поверхностях капель следует, что эти 
четыре вектора являются элементами линейного нормированного пространства 
𝑙𝑙� [18] бесконечномерных векторов 𝑋𝑋 𝑇 (𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�, … )� с нормой ‖𝑋𝑋‖ 𝑇 ∑ |𝑥𝑥�|���� . 

В разложениях (7)–(8) уже учтены условия (5)–(6). При рассмотрении 
граничного условия (3) на поверхности первой капли, слагаемые в разложениях 
(7)–(8) полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, записанные через координаты 𝑟𝑟�, 𝑐𝑐�, записываются через 
координаты 𝑟𝑟�, 𝑐𝑐� с использованием формулы [17] 

(−1)� � �
��

���� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�) 𝑇 ∑ 𝐶𝐶���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)���� ,              (9)  

справедливой вблизи первой капли, где 𝐶𝐶����  – биномиальные коэффициенты, 
𝑙𝑙 – расстояние между центрами капель. Аналогично, при рассмотрении условия 
(4) на поверхности второй капли, слагаемые в разложениях (7)–(8), записанные 
через координаты 𝑟𝑟�, 𝑐𝑐�, записываются через координаты 𝑟𝑟�, 𝑐𝑐� с 
использованием формулы [17] 

  � �
��

���� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�) 𝑇 ∑ (−1)�𝐶𝐶���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)���� ,              (10)  

справедливой вблизи второй капли. Так как ���
��

���� 𝑇 � �
��

���� ���
� ����

, то 
формулы (7)–(8) вблизи первой капли могут быть записаны в виде 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) � 𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 
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+�𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�� ∑ ∑ 𝑎𝑎�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� ,       (11) 

𝑐𝑐� = 𝑐𝑐�� + (𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) � 𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) ∑ ∑ 𝑏𝑏�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� .     (12) 

Аналогично, так как ���
��

���� = � �
��

���� ���
� ����

, то вблизи второй капли 

𝑇𝑇 = 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) �(−1)�𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+�𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�� ∑ ∑ (−1)�𝑎𝑎�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �

�
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� ,     (13) 

𝑐𝑐� = 𝑐𝑐�� + (𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) �(−1)�𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) ∑ ∑ (−1)�𝑏𝑏�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �

�
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� .    (14) 

Запишем граничные условия (3)–(4) в виде матричных уравнений 
относительно четырёх неизвестных векторов 𝐴𝐴�, 𝐴𝐴�, 𝐵𝐵�, 𝐵𝐵�. Для этого введём 
матрицы 𝐶𝐶� и 𝐶𝐶� с бесконечным числом строк и столбцов, элементы которых с 
индексами 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 и 𝑗𝑗𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются по формулам: 

  (𝐶𝐶�)�� = 𝐶𝐶�����
��� ���

� ���� ���
� ��

,                                          (15) 

  (𝐶𝐶�)�� = 𝐶𝐶�����
��� ���

� ���� ���
� ��

.                                         (16) 
Можно доказать, что эти матрицы принадлежат линейному нормированному 

пространству 𝑀𝑀 матриц C c бесконечным числом строк и столбцов с нормой 
‖𝐶𝐶‖ = sup

�
∑ |𝑐𝑐��|���� . При этом, если 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑋𝑋� и 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑀𝑀, то матричный оператор, 

определённый по формуле 𝑌𝑌 = 𝐶𝐶𝑋𝑋, где 𝐶𝐶𝑋𝑋 – произведение матрицы 𝐶𝐶 на вектор 
𝑋𝑋, действует из 𝑋𝑋� в 𝑋𝑋�. В дальнейшем для матрицы и порождённого ею 
матричного оператора будем использовать одно и то же обозначение. Можно 
показать, что норма матричного оператора 𝐶𝐶, согласованная с нормой вектора 
𝑋𝑋, равна ‖𝐶𝐶‖ = sup

�
∑ |𝑐𝑐��|���� . После подстановки разложений (11)–(14) в 

граничные условия (3)–(4) и изменения порядка суммирования в двойных 
суммах, приравнивание коэффициентов при одинаковых многочленах 
Лежандра в правых и левых частях условий (3)–(4) приводит к следующим 
уравнениям, записанным в матричной форме: 

𝐴𝐴� + ��,����
��,����

𝐶𝐶�𝐴𝐴� = 𝐸𝐸�,   𝐵𝐵� + с��(��,�)����
с��(��,�)����

𝐶𝐶�𝐵𝐵� = 𝐸𝐸�, 

𝐴𝐴� + ��,����
��,����

𝐶𝐶�𝐴𝐴� = 𝐸𝐸�,   𝐵𝐵� + с��(��,�)����
с��(��,�)����

𝐶𝐶�𝐵𝐵� = 𝐸𝐸�, 

где 𝐸𝐸� = (1,0,0, … )� ∈ 𝑋𝑋�. Решение этой системы простым методом подстановки 
приводит к следующему ответу: 

𝐴𝐴� = (𝐸𝐸 − 𝐶𝐶�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − ��,����
��,����

(𝐸𝐸 − 𝐶𝐶�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�,                  (17) 
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𝐴𝐴� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 ��,����
��,����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�𝐸𝐸�,                  (18) 

𝐵𝐵� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 с��(��,�)����
с��(��,�)����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�𝐸𝐸�,           (19) 

𝐵𝐵� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 с��(��,�)����
с��(��,�)����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�𝐸𝐸�,           (20) 

где 𝐸𝐸 – единичная матрица с бесконечным числом строк и столбцов. В нашей 
задаче предполагается, что капли не касаются друг друга, т. е. 𝑅𝑅� + 𝑅𝑅� < 𝑙𝑙. В этом 
случае простыми приёмами нахождения сумм числовых рядов можно доказать, 
что ‖𝐸𝐸�‖ < 1, ‖𝐸𝐸�‖ < 1. Ясно, что 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸, ‖𝐸𝐸‖ = 1, 𝐸𝐸�𝐸𝐸�𝐸𝐸𝐸𝐸, ‖𝐸𝐸�𝐸𝐸�‖ ≤ ‖𝐸𝐸�‖ ∙
‖𝐸𝐸�‖ < 1, 𝐸𝐸�𝐸𝐸�𝐸𝐸𝐸𝐸, ‖𝐸𝐸�𝐸𝐸�‖ ≤ ‖𝐸𝐸�‖ ∙ ‖𝐸𝐸�‖ < 1. Следовательно, (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸𝐸𝐸, 
(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸𝐸𝐸 [18]. Таким образом, 𝐴𝐴�𝐸𝐸𝑙𝑙�, 𝐴𝐴�𝐸𝐸𝑙𝑙�, 𝐵𝐵�𝐸𝐸𝑙𝑙�, 𝐵𝐵�𝐸𝐸𝑙𝑙�.   

Для перехода от векторных величин к скалярным величинам введём линейное 
нормированное пространство ограниченных последовательностей 𝑚𝑚 [18]. Если 
𝑉𝑉 = (𝑉𝑉�, 𝑉𝑉�, … )𝐸𝐸𝑚𝑚, то ‖𝑉𝑉‖ = sup

�
|𝑉𝑉�|. Если фиксированную последовательность 

𝑉𝑉 𝑉 𝑚𝑚 рассматривать как матрицу, состоящую из одной строки с бесконечным 
числом элементов, то по формуле 𝑦𝑦 = 𝑉𝑉𝑦𝑦, где 𝑦𝑦 𝑉 𝑙𝑙�, а 𝑉𝑉𝑦𝑦 – произведение 
матриц, можно определить матричный оператор (в данном случае это будет 
функционал), действующий из 𝑙𝑙� в (𝐸∞, +∞). Этот функционал будем 
обозначать тоже буквой 𝑉𝑉. Его норма, согласованная с нормой вектора 𝑦𝑦 𝑉 𝑙𝑙�, 
совпадает с числом ‖𝑉𝑉‖ = sup

�
|𝑉𝑉�|. 

Определим в точке P бинарной смеси вектор-строку 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃) =
(𝑉𝑉�

(�), 𝑉𝑉�
(�), … )𝐸𝐸𝑚𝑚, где 

 𝑉𝑉�
(�) = ���

��
�� 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�).                                           (21) 

Аналогично определяется вектор-строка 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃) = (𝑉𝑉�
(�), 𝑉𝑉�

(�), … )𝐸𝐸𝑚𝑚, где  

𝑉𝑉�
(�) = (𝐸1)��� ���

��
�� 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�).                                (22) 

Из формул (11)–(14) и (17)–(20) получим следующие формулы для полей 𝑇𝑇 и 
𝑐𝑐�: 

𝑇𝑇(𝑃𝑃) = 𝑇𝑇� + 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(𝑇𝑇𝑐𝑐,1 𝐸 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 
𝐸(𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑠 𝐸 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�𝐸𝐸�]+ 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑠 𝐸 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 

𝐸(𝑇𝑇𝑐𝑐,1 𝐸 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�)𝐸𝐸�],         (23) 
𝑐𝑐�(𝑃𝑃) = 𝑐𝑐�� + 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(с1𝑐𝑐(𝑇𝑇𝑐𝑐,1) 𝐸 𝑐𝑐1∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸� 𝐸 

𝐸(с1𝑐𝑐(𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑠) 𝐸 𝑐𝑐1∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐸𝐸�)��𝐸𝐸�𝐸𝐸�]+ 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(с1𝑐𝑐(𝑇𝑇𝑐𝑐,𝑠) 𝐸 
𝐸𝑐𝑐��)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸𝑠𝐸𝐸1)𝐸1𝐸𝐸1 𝐸 (с��(𝑇𝑇�,�) 𝐸 𝑐𝑐��)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸𝑠𝐸𝐸1)𝐸1𝐸𝐸𝑠)𝐸𝐸1].      (24) 

Путём предельного перехода при 𝑙𝑙 𝑙 ∞ из формул (23)–(24) можно получить 
формулы для одиночной капли. При 𝑅𝑅� = 𝑅𝑅� мы получим формулы, 
приведённые в работе [7] для случая двух одинаковых капель. 

 
Поиск неизвестных температур 𝑻𝑻𝒔𝒔,𝒔𝒔 и 𝑻𝑻𝒔𝒔,𝒔𝒔 поверхностей капель 

Пусть 𝐻𝐻�,� и 𝐻𝐻�,� – тепло, выделяющееся в единицу времени в объёме первой 
и второй капель соответственно. Эти величины равны суммарной мощности 
тепловых источников, которые возникают вследствие поглощения каплями 
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монохроматического излучения. Величины 𝐻𝐻�,� и 𝐻𝐻�,�  могут быть найдены по 
формулам [6]   

𝐻𝐻�,� = 𝜋𝜋𝜋𝜋��𝐼𝐼𝐼𝐼�,�,                                                     (25) 
𝐻𝐻�,� = 𝜋𝜋𝜋𝜋��𝐼𝐼𝐼𝐼�,�,                                                     (26) 

где 𝐼𝐼 – интенсивность излучения, а 𝐼𝐼�,� и 𝐼𝐼�,� – факторы поглощения первой и 
второй капель. Пусть 𝐻𝐻� и 𝑄𝑄�,� – потоки тепла и первого компонента газовой 
смеси через поверхность первой капли. Аналогичные потоки через поверхность 
второй капли обозначим через 𝐻𝐻� и 𝑄𝑄�,�. Тогда 

𝐻𝐻�,� = 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑄𝑄�,� + 𝐻𝐻�,                                          (27) 
𝐻𝐻�,� = 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑄𝑄�,� + 𝐻𝐻�,                                          (28) 

где 𝐿𝐿� и 𝑚𝑚� – удельная теплота фазового перехода и масса молекул первого 
компонента бинарной смеси. На основе разложений (23)-(24) полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, 
величины 𝐻𝐻�, 𝐻𝐻�, 𝑄𝑄�,� и 𝑄𝑄�,� могут быть найдены путем простых вычислений 
соответствующих поверхностных интегралов. С учётом условия �����

��
� ≪ 1, из 

уравнений (27)–(28) могут быть выведены следующие уравнения относительно 
неизвестных температур 𝑇𝑇�,� и 𝑇𝑇�,� поверхностей капель. Для нахождения 
температуры 𝑇𝑇�,� получим уравнение 

𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇� + 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑛𝑛𝑛𝑛��
𝜅𝜅�

�����𝑇𝑇�,�� − 𝑐𝑐��� = 

= (�����,� ���⁄ )���(������)�����(�����,� ���⁄ )���(������)������
[���(������)����]∙[���(������)����]�[���(������)������]∙[���(������)������].      (29) 

Температуру 𝑇𝑇�,� можно найти из уравнения 

𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇� + 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑛𝑛𝑛𝑛��
𝜅𝜅�

�����𝑇𝑇�,�� − 𝑐𝑐��� = 

= ������,� ���⁄ ����(������)�����(�����,� ���⁄ )���(������)������
[���(������)����]∙[���(������)����]�[���(������)������]∙[���(������)������],     (30) 

где 𝑛𝑛�� – коэффициент взаимной диффузии компонентов бинарной смеси, 𝜅𝜅� – 
коэффициент теплопроводности несущего газа, 𝐸𝐸�� = (1,0,0, … ) ∈ 𝑚𝑚. В случае 
капель воды величины 𝐼𝐼�,� и 𝐼𝐼�,� могут быть найдены по формулам [6] 

𝐼𝐼�,� = exp �−0,2 ��𝑛𝑛�
� + 𝑚𝑚�

� − 1�� ∙ [1 − exp �−8𝜋𝜋𝑚𝑚�
��
 � �],      (31) 

𝐼𝐼�,� = exp �−0,2 ��𝑛𝑛�
� + 𝑚𝑚�

� − 1�� ∙ [1 − exp �−8𝜋𝜋𝑚𝑚�
��
 � �],      (32) 

где 𝑛𝑛 �, 𝑚𝑚 � – действительная и мнимая части показателя преломления воды для 
длины волны 𝜆𝜆. Путём предельного перехода при 𝑙𝑙 𝑙 𝑙 из формулы (29) можно 
получить уравнение для одиночной капли. 

 
Расчёт профилей полей температуры и концентрации 

Так как наиболее сильное взаимодействие капель проявляется на линии их 
центров, то рассмотрим поля 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐� на этой линии. Так мы получим профили 
температуры и концентрации. В этом случае координаты 𝜃𝜃� и 𝜃𝜃�, в зависимости 
от положения точки 𝑃𝑃 на линии центров, принимают только два значения 0 и 𝜋𝜋, 
а координаты 𝑟𝑟� и 𝑟𝑟� легко выражаются через координату 𝑧𝑧� системы координат 
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𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� (см. рис. 1). Так как 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 1, 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = (−1)���, то 
формулы (21)–(22) приобретают вид: 

𝑣𝑣�
(�) = �

− ���
��

�� при 𝑧𝑧� ∈ (−∞, −𝑅𝑅�],                       

���
��

��  при 𝑧𝑧� ∈ [𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 − 𝑅𝑅�] ∪ [𝑙𝑙 𝑙 𝑅𝑅�, 𝑙∞).
               (33) 

𝑣𝑣�
(�) = �

( ��
����

)� при 𝑧𝑧� ∈ (−∞, −𝑅𝑅�] ∪ [𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 − 𝑅𝑅�],

− � ��
����

��  при 𝑧𝑧� ∈ [𝑙𝑙 𝑙 𝑅𝑅�, 𝑙∞).             
                 (34) 

Расчёты были проведены для капель воды в атмосфере [19] (при значении 
давления 𝑝𝑝 = 1𝑐1𝑝𝑝𝑝 Па). Пусть, для определённости, 𝑇𝑇� = 𝑝𝑐°С, 𝑐𝑐�� = 𝑐, 𝑎𝑎� =
𝑝,𝑝 мкм, 𝑎𝑎� = 𝑝 мкм, λ=10,6 мкм, 𝐼𝐼 = 1𝑐𝑐𝑐 вт

см�. Тогда [20] 𝑛𝑛 � = 1,17𝑝𝑐 и 𝑚𝑚 � =
𝑐,𝑐8𝑐𝑝. Все расчёты можно выполнить в Excel с большой точностью, используя 
в расчётах урезанные матрицы. Для достижения высокой точности в матрицах 
нами были оставлены первые 52 строки и 52 столбца, а у вектор-строк 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃), 
𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃) были оставлены первые 52 элемента. Уравнения (29)–(30) при известном 
значении  𝑙𝑙  легко решить в Excel относительно температур 𝑇𝑇�,� и 𝑇𝑇�,� 
поверхностей капель. На рисунках 2–4 приведены профили полей температуры 
и концентрации для трёх значений расстояния 𝑙𝑙 между центрами капель: 𝑙𝑙 =
𝑝4𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 = 1𝑝𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 = 𝑙𝑅𝑅� (по горизонтальной оси отложена величина 𝑧𝑧� 𝑅𝑅�⁄ , где 
𝑧𝑧� – координата точки 𝑃𝑃 на оси 𝑂𝑂�𝑧𝑧�). Результаты расчётов близки к 
соответствующим значениям, полученным в работе [6] с использованием 
биполярной системы координат.  

 
Заключение 

При 𝑙𝑙 = 𝑝4𝑎𝑎� на рис. 2 видно слабое влияние большей капли на процесс 
испарения меньшей капли (профили вблизи меньшей капли рассматриваемой 
пары капель незначительно отличаются от профилей вокруг одиночной 
меньшей капли). При 𝑙𝑙 = 1𝑝𝑎𝑎� на рис. 3 мы видим, что сближение капель 
приводит к повышению температуры поверхности меньшей капли, повышается 
и концентрация 𝑐𝑐� на её поверхности. Это происходит из-за затруднения отвода 
тепла и испаряющейся воды от поверхности меньшей капли. Этот эффект ещё 
сильнее заметен на рис. 4 при 𝑙𝑙 = 𝑙𝑎𝑎�. Сближение двух капель может привести 
к существенному увеличению времени испарения меньшей капли. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 = 𝐼𝐼𝐼𝑝25 Па, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, 𝑙𝑙 = 2𝑙𝑎𝑎� / Temperature and 
concentration profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 = 2𝑎5 𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 =

5 𝑎𝑎𝑎  in air, heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝑎𝑎𝑎 and an intensity 𝐼𝐼 =
𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑤𝑤 𝑐𝑐𝑎�⁄  at 𝑝𝑝 = 𝐼𝐼𝐼𝑝25 Pa, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, and 𝑙𝑙 = 2𝑙𝑎𝑎�. 

Источник: составлено автором. 
 

 

Рис. 3 / Fig. 3. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 = 𝐼𝐼𝐼𝑝25 Па, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, 𝑙𝑙 = 𝐼2𝑎𝑎� / Temperature and 
concentration profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 = 2𝑎5 𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 =

5 𝑎𝑎𝑎  in air, heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝑎𝑎𝑎 and an intensity 𝐼𝐼 =
𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑤𝑤 𝑐𝑐𝑎�⁄  at 𝑝𝑝 = 𝐼𝐼𝐼𝑝25 Pa, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, and 𝑙𝑙 = 𝐼2𝑎𝑎�. 

Источник: составлено автором. 
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Рис. 4 / Fig. 4. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 = 𝐼𝐼𝐼𝑝25 Па, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, 𝑙𝑙 = 𝑙𝑎𝑎� / Temperature and concentration 
profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 = 2𝑎5 𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 = 5 𝑎𝑎𝑎  in air, 

heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝑎𝑎𝑎 and an intensity 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼 𝑐𝑐𝑎�⁄  at 𝑝𝑝 =
𝐼𝐼𝐼𝑝25 Pa, 𝑇𝑇� = 2𝐼°С, 𝑐𝑐�� = 𝐼, and 𝑙𝑙 = 𝑙𝑎𝑎�. 

Источник: составлено автором 
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