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ÍÅÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ ÏÎËÈÌÅÐÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂ  
Â ÐÀÌÊÀÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ 

Вековищев М. П., Кирсанов Е. А.1 

Государственный социально-гуманитарный университет 
140411, Московская обл., г. Коломна, ул. Зелёная, д. 30, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель: рассмотреть реологическое поведение расплавов полимерных композитов с напол-
нителем в виде неорганических твёрдых частиц. 
Процедура и методы. Проведена аппроксимация экспериментальных данных уравнени-
ями структурной реологической модели на отдельных интервалах скорости сдвига. 
Результаты. Показана связь коэффициентов реологических уравнений с состоянием 
структуры композитного материала. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Предложены уравнения, которые спо-
собны аппроксимировать экспериментальные данные на отдельных интервалах скорости 
сдвига, соответствующих определённому структурному состоянию расплава полимерного 
композита. 
Ключевые слова: расплав полимерного композита, структурная реологическая модель, 
обобщённое уравнение течения, реологические кривые. 
 

NON-NEWTONIAN FLOW OF POLYMER COMPOSITES WITHIN THE 
FRAMEWORK OF A STRUCTURAL MODEL 

M. Vekovishchev, E. Kirsanov. 

State University of Humanities and Social Studies 
ulitsa Zelenaya30, Kolomna 140411, Moscow region, Russian Federation 

Abstract 
Aim. We consider the rheological behavior of melts of polymer composites filled with inorganic 
solid particles. 

                                                 
© CC BY Вековищев М. П., Кирсанов Е. А., 2023. 
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Methodology. The experimental data are aproximated by the equations of the structural rheo-
logical model on separate intervals of the shear rate. 
Results. The relationship between the coefficients of rheological equations and the state of the 
structure of the composite material is demonstrated. 
Research implications. Equations are proposed that are capable of approximating experimental 
data at individual shear rate intervals corresponding to a certain structural state of the polymer 
composite melt. 
Keywords: melt of polymer composites, structural rheological model, generalized flow equation, 
rheological curves. 

 
Введение 

Различные наполнители используются в расплавах полимеров для улучшения 
свойств конечного продукта или процесса его изготовления [1; 2]. В первую оче-
редь [3] было изучено влияние размеров, формы частиц и их концентрации на 
сдвиговую вязкость. Известно, что добавление частиц в текущую жидкость при-
водит к возмущению картины течения и увеличению вязкости [3]. Наиболее ча-
сто используют уравнение Догерти-Кригера, в следующем виде:  

1 2 1 2 1
0 1

А

k
η = η ⋅

− Φ
 
 

. 

В этом уравнении вязкость η  стремиться к бесконечности, если 1kΦ → . Таким 
образом, течение должно прекратиться, если концентрация достигнет величины 

1/ .kмΦ =  Обычно, величину мΦ  сопоставляют с концентрацией частиц, обра-

зующих некоторую упаковку, препятствующую течению. Уравнение Догерти-
Кригера (и сходные с ним уравнения) успешно используются для описания сус-
пензий в ньютоновской дисперсионной среде. 

Однако вязкость полимерной расплава зависит от скорости сдвига: величина 
)(0 γη   уменьшается с увеличением скорости (сдвиговое разжижение). Обнару-

жено [3; 4], что с увеличением массовой или объёмной концентрации наполни-
теля сдвиговая вязкость возрастает, но форма кривой вязкости )(loglog γη  , в 
общем, существенно не изменяется: уменьшается интервал «ньютоновского» по-
ведения при низких скоростях, увеличивается интервал сдвигового разжижения 
при высоких скоростях сдвига. 

В качестве наполнителей обычно используют частицы микронных размеров 
или наночастицы, например стеклянные сферы, неорганические соли и оксиды 
металлов [3; 4]. Было установлено, что вязкость увеличивается с увеличением 
концентрации наполнителя, причём увеличение наиболее заметно при низких 
скоростях сдвига. На интервале высоких скоростей кривая течения хорошо опи-
сывается степенным законом, т. е. наблюдается прямолинейный участок в двой-
ных логарифмических координатах. На интервале низких скоростей иногда по-
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является участок кривой, который описывается уравнением Кэссона, т. е. при-
сутствует предельное напряжение сдвига. Вязкость изменяется при изменении 
размеров частиц [5]. 

Нами рассмотрено поведение расплавов полимерных композитов при различ-
ных концентрациях твёрдой дисперсной фазы с применением уравнений струк-
турной реологической модели [6; 7]. 

 
Аппроксимация экспериментальных данных и обсуждение результатов 

Экспериментальные реологические данные полимерного композита с напол-
нителем CaCO3 в полиэтилене (CaCO3 / PE) из работы [8] представлены на 
рис. 1, а. Исходный расплав полимера (PE) демонстрирует реологическое пове-
дение со сдвиговым разжижением (shear-thinning) на участке средних скоростей 
сдвига. Наблюдается режим течения, сходный с течением среды с предельным 
напряжением сдвига (yield stress) на участке низких скоростей. Также наблюда-
ется явление «срыва течения» на участке высоких скоростей сдвига (рис. 1, б), 
особенно при высокой концентрации наполнителя. 

По мере увеличения массовой концентрации частиц вязкость полимерного 
композита увеличивается (рис. 1). Однако кривые вязкости достаточно близки 
по форме, что позволяет аппроксимировать экспериментальные данные обоб-
щённым уравнением течения (ОУТ) на участке средних скоростей сдвига. 

Участок сдвигового разжижения описывается обобщённым уравнением тече-
ния (ОУТ), полученным в рамках структурной реологической модели [6; 7]:  

1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1/2
с

с
ττ = γ +η γ

γ +χ
 

 .     (1) 
Первое слагаемое относится к потерям энергии вязкого течения при совмест-

ном движении агрегатов частиц и ассоциатов макромолекул, второе описывает 
потери энергии при движении отдельных частиц и отдельных макромолекул. 
Коэффициент компактности χ указывает на тенденцию к образованию беско-
нечно большого агрегата частиц (макромолекул) и связан с рыхлостью или ком-
пактностью отдельного агрегата частиц. Коэффициент cτ  характеризует сте-
пень агрегации системы и приобретает смысл предельного динамического 
напряжения сдвига только при условии χ 0→ .  

Значение структурной вязкости определяется величиной 
1 2
сτ

χ
, значение «ну-

левой» вязкости определяется величиной 1/2

1 2 1 2
(0) с

с
τ

η = + η
χ

.  

Аппроксимация уравнением (1) показана сплошной линией на рис. 1. Ап-
проксимация экспериментальных данных проводится с помощью минимизации 
суммы квадратов разностей 1/2 1/2 2( )i i расчСКР = τ − τ . Поэтому результаты аппрок-



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2023 / № 1

9

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

симации удобно представить в корневых координатах (рис. 1, б). Интервал ап-
проксимации ограничен вертикальными линиями. Коэффициенты уравнения 1 
приведены в табл. 1. 

 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а      б 
 
Рис. 1 / Fig. 1. Реологические характеристики полимерного композита CaCO3 / PE: 

а – зависимость сдвиговой вязкости от скорости сдвига в двойных логарифмических 
координатах при массовых концентрациях 0% (1); 18,2% (2); 30,4% (3); б – зависимость 
напряжения сдвига от скорости сдвига в корневых координатах / Rheological character-
istics of a CaCO3 / PE polymer composite: a – dependence of the shear viscosity on the shear 

rate in double logarithmic coordinates at mass concentrations of (1) 0%, (2) 18.2% and (3) 
30.4%; б – dependence of the shear stress on the shear rate in root coordinates 

Источник: [8]. 
 
На рис. 2, а представлены экспериментальные данные и результаты аппрокси-

мации в виде кривых течения в двойных логарифмических координатах. За-
метна тенденция к пластичному течению с предельным напряжением сдвига при 
низких скоростях. Чтобы проверить это предположение представим реологиче-
ские данные в корневых координатах на интервале низких скоростей сдвига 
(рис. 2, б). Они описываются с хорошей точностью прямыми линиями. 
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а      б 

 

Рис. 2 / Fig. 2. Реологические характеристики полимерного композита CaCO3 / PE: 
а – зависимость напряжения сдвига от скорости сдвига в двойных логарифмических 
координатах при на массовых концентрациях 0% (1); 18,2% (2); 30,4% (3); б – зависи-
мость напряжения сдвига от скорости сдвига в корневых координатах на интервале 
низких скоростей сдвига / Rheological characteristics of CaCO3 / PE polymer composite: 

a – dependence of shear stress on shear rate in double logarithmic coordinates at at 0% mass 
concentrations 0% (1); 18.2% (2); 30.4% (3); б – dependence of shear stress on shear rate in 

root coordinates in the range of low shear rates 
Источник: [8]. 

 
Таблица 1 / Table 1 
Коэффициенты реологических уравнений (1) и (2), величина корня предельной ну-
левой вязкости, величина корня из структурной вязкости, рассчитанные для поли-
мерного композита CaCO3 / PE / 
Coefficients of rheological equations (1) and (2), the value of the root of the limiting zero 
viscosity, and the value of the root of the structural viscosity, calculated for the polymer 
composite CaCO3 / PE 

 
 средние скорости, Ур. 1 низкие скорости, Ур. 2 

Концентрация % 0 18,2 30,4  0 18,2 30,4 
1/2
сτ , Па1/2 190,8 214,8 315,1 1/2

v сτ 1,48 5,05 15,2 
1/2 1/2,( )c Па сη  2,86 6,20 7,25 1/2

vcη 66,7 96,1 168,7 
χ , с-1/2 2,58 1,69 1,36 - - - - 

χτ /2/1
с  74,0 127,0 231,8 - - - - 

1/2(0)η , (Па с)1/2 76,9 133,2 239,0 - - - - 

Источник: по данным авторов. 
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Поскольку «коэффициент вязкости» 1/2
cη существенно больше «коэффициента 

агрегации» 1/2
сτ (рис. 2, б), то нельзя использовать обычное уравнение Кэссона, 

прямо вытекающее из обобщённого уравнения течения при χ  =0.  
Будем использовать другое уравнение для режима течения, в котором описы-

ваются два одновременно протекающих процесса разрушения и формирования 
структуры под действием сдвига [7]. Соответствующее уравнение имеет вид 

1/2 1/2 1/2 1/2
сv cvτ =η γ + τ ,     (2) 

причём коэффициенты уравнения связаны с константами скорости формирова-
ния и разрушения агрегатов частиц (или макромолекул) и количеством движу-

щихся частиц N  в единице объёма: 1/2 1/2
3 3 1/( )cv BNk k k∞η = η + +   ;

1/2
2 0 3 1( ) / ( )cv BN k k k kτ = − +    . 

Коэффициент 1/2
cvτ  является отрицательным, если 0 2k k>  , и положительным, 

если 0 2k k<  . Поэтому на интервале низких скоростей возможны три вида реоло-
гического поведения. В первом случае вязкость увеличивается с ростом скорости 
сдвига (явление сдвигового затвердевания). Во втором случае вязкость уменьша-
ется с ростом скорости сдвига, причём коэффициент 1/2

cvτ  меньше или сравним 
по величине с коэффициентом 1/2

сvη . В третьем случае коэффициент 1/2
cvτ  близок 

к нулю при условии 0 2k k≈  , тогда реологическое поведение похоже на «ньюто-
новское» течение с практически постоянным значением сдвиговой вязкости сvη
. Тогда можно использовать уравнение ньютоновского течения в виде 

1/2 1/2 1/2
Nτ = η γ .     (3) 

Судя по табл. 1, режим с одновременным формированием и разрушением 
структуры под действием сдвига наблюдается как в исходном расплаве поли-
мера, так и в расплаве с наполнителем. 

В работе [9] приведены реологические данные для высокомолекулярного по-
лимерного расплава с наполнителем в виде стеклянных сфер с радиусом 15 мкм 
при температуре 150 ºС.  

Экспериментальные данные представлены на рис. 3, а. Исходный расплав по-
лимера показывает реологическое поведение со сдвиговым разжижением на 
участке средних скоростей сдвига; участок срыва течения не наблюдается за ис-
ключением одной экспериментальной точки при максимальной измеряемой 
скорости (рис. 4). 

Режим течения, сходный с течением среды с предельным напряжением 
сдвига, хорошо виден на участке низких скоростей только при высокой объём-
ной концентрации Ф=0,6 (рис. 3, б). При более низких концентрациях при низ-
ких скоростях режим напоминает ньютоновский (рис. 3, а).  

 
Тем не менее имеет смысл уточнить характер кривых течения на интервале 

низких скоростей, используя аппроксимацию с коэффициентом детерминации 
R2 (рис. 5). Коэффициенты уравнений приведены в табл. 2. 
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   а          б 
 

Рис. 3 / Fig. 3. Реологические характеристики полимерного композита, наполненного 
стеклянными сферами с радиусом 15 мкм при температуре 150 ºС: 

а – зависимость сдвиговой вязкости от скорости сдвига в двойных логарифмических 
координатах при объёмных концентрациях 0,0 (1); 0,26 (2); 0,35 (3); 0,60 (4); б – зависи-
мость напряжения сдвига от скорости сдвига в корневых координатах при Ф = 0,6 на 
интервале низких скоростей сдвига / Rheological characteristics of a polymer composite 

filled with glass spheres with a radius of 15 microns at a temperature of 150º C:  
a – dependence of the shear viscosity on the shear rate in double logarithmic coordinates at 

volume concentrations of (1) 0.0, (2) 0.26, (3) 0.35, and (4) 0.60; б – dependence of the shear 
stress on the shear rate in root coordinates at Ф=0.6 in the range of low shear rates 

Источник: [9]. 
 

 
 

   а     б 

Рис. 4 / Fig. 4. Зависимость напряжения сдвига от скорости сдвига в корневых коорди-
натах на полном интервале измерений: 

а – при объёмных концентрациях 0,35 (3); 0,60 (4); б – при объёмных концентрациях 
0,0 (1); 0,26 (2) / Dependence of the shear stress on the shear rate in root coordinates over the 

full measurement interval: 
a – at volume concentrations of (3) 0.35 and (4) 0.60; b – at volume concentrations of (1) 0.0 

and (2) 0.26 
Источник: [9]. 
  

4
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Таблица 2 / Table 2 
Коэффициенты реологических уравнений (1) и (2), значения структурной вязкости 
и «нулевой» вязкости (система СИ) для полимерного композита с наполнителем из 
стеклянных сфер с радиусом 15 мкм при температуре 150 ºС / Coefficients of rheologi-
cal equations (1) and (2) and values of structural viscosity and "zero" viscosity (SI system) 
for a polymer composite filled with glass spheres with a radius of 15 microns at a tempera-
ture of 150º C 

 
Объёмная  

концентрация Ф 
1/2
сτ  1 / 2

сη  χ 1/2(0)η  1/2 /сτ χ  1/2
v сτ  1/2

vcη  

0,0 370,5 5,07 6,82 59,4 54,3 0,115 50,4 
0,26 493,7 7,45 4,37 120,5 113,0 1,23 93,9 
0,35 654,5 7,62 3,83 178,5 170,9 2,63 163,0 
0,60 985,0 13,9 2,84 360,5 346,6 24,6 591,1 

Источник: по данным авторов. 
 

 
   а      б 

Рис. 5 / Fig. 5. Кривые течения в корневых координатах полимерного композита, 
наполненного стеклянными сферами, полученные на интервале низких скоростей 

сдвига при объёмных концентрациях 0,0 (1); 0,26 (2); 0,35 (3):а –  
аппроксимация по уравнению (2); б – аппроксимация по уравнению (3) как ньютонов-

ской среды / / Flow curves in root coordinates of a polymer composite filled with glass 
spheres, obtained in the range of low shear rates at volume concentrations of (1) 0.0, (2) 0.26, 

and (3) 0.35: 
a – approximation by equation (2); b – approximation by equation (3) like a Newtonian medium 

Источник: [9]. 
 
Можно видеть, что лучшее значение коэффициента детерминации R2 получа-

ется при использовании уравнения (2), однако для исходного полимерного рас-
плава течение можно считать ньютоновским. 

Сравнение реологического поведения двух этих композитов показывает зна-
чительное сходство реологических характеристик их стационарного течения. 
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Как уже упоминалось в статьях других исследователей [3; 4], при увеличении 
концентрации частиц наполнителя вязкость композита увеличивается. Этот экс-
периментальный факт согласуется с изменением величины коэффициентов рео-
логических уравнений структурной модели. Например, для интервала сдвиго-
вого разжижения при условии cη>>η  можно получить соотношение: 

21/2 1/2
122

1/2 1/2
1 21

(1 / )( )
( ) (1 / )

c

c

 τ + χ γη Φ =  η Φ τ + χ γ  




.    (4) 

Подстановка коэффициентов из табл. 1 и 2 показывает увеличение вязкости по 
мере увеличения концентрации частиц наполнителя. 

В заключение отметим, что обобщённое уравнение течения использовалось 
для анализа кривых течения полимерного композита в работе [10]. 

 
Выводы 

Рассмотрено реологическое поведение расплавов полимерных композитов с 
наполнителями в виде неорганических частиц с использованием уравнений 
структурной реологической модели. Установлены интервалы, где можно приме-
нять уравнения, соответствующие различным состояниям структуры полимер-
ного композита. Показано, что изменение коэффициентов реологических урав-
нений с увеличением концентрации твёрдой дисперсной фазы согласуется с экс-
периментально обнаруженным увеличением вязкости композита. Коэффициент 
компактности χ уменьшается, что указывает на снижение вероятности спонтан-
ного разрыва частиц, коэффициент предельной вязкости 1/2

cη и коэффициент аг-
регации 1/2

сτ  увеличиваются, что соответствует увеличению концентрации дис-
персной фазы и увеличению размеров агрегатов. 

 
Статья поступила в редакцию 01.02.2023 г. 
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Аннотация 
Цель: продемонстрировать методику вывода уравнения Навье – Стокса с учётом неодно-
родностей любого порядка по оператору Лапласа с помощью кинетического уравнения 
Больцмана. 
Процедура и методы. Метод решения базируется на теории неравновесных явлений и ос-
нован на принципе роста энтропии. 
Результаты. После проведённых вычислений найдены дополнительные неоднородные 
слагаемые к правой части уравнения Навье – Стокса по оператору Лапласа. 
Теоретическая и практическая значимость. Спрогнозирован новый тип фундаментальных 
решений для стационарного уравнения параболического типа, имеющего существенное 
прикладное значение при решении ряда задач математической физики. 
Ключевые слова: кинетическое уравнение Больцмана, уравнение Навье – Стокса, бигар-
монический оператор 

KINETIC APPROACH TAKING INTO ACCOUNT THE HETEROGENEITIES OF 
HIGHER ORDERS IN THE NAVIER – STOKES EQUATION 

S. Gladkov, Zaw Aung  

Moscow Aviation Institute (National Research University) 
Volokolamskoe shossse 4, Moscow 125993, Russian Federation   

Abstract  
Aim. We demonstrate a method for deriving the Navier–Stokes equation taking into account 
inhomogeneities of any order according to the Laplace operator using the Boltzmann kinetic 
equation  
Methodology. The solution method is based on the theory of nonequilibrium phenomena and on 
the principle of entropy growth  
Results. After the calculations, additional heterogeneous terms are found to the right side of the 
Navier–Stokes equation according to the Laplace operator 
Research implications. A new type of fundamental solutions for a stationary equation of para-
bolic type is predicted, which has a significant applied value in solving a number of problems of 
mathematical physics.  
Keywords: Boltzmann kinetic equation, Navier–Stokes equation, biharmonic operator 
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Введение 
Согласно общим принципам классической гидродинамики (см. [1–12]) при 

решении прикладных и чисто теоретических задач принципиальное значение 
имеет физическая постановка конкретной задачи, на решение которой нацелена 
соответствующая методика вычислений. Например, при решении задачи о вы-
числении силы сопротивления, которую решал Стокс, необходимым условием 
было условие «залипания» потока жидкости к поверхности шара. В этом случае 
основной областью решения был пограничный к поверхности слой жидкости, 
для которого реализовалось условие малости числа Рейнольдса, позволяющее 
свести стационарное нелинейное уравнение Навье – Стокса к линейному, что 
сильно упрощало задачу.  

В нашей работе речь будет идти о выводе уравнения Навье – Стокса с учётом 
высших неоднородностей в его правой части по оператору Лапласа. Это оказы-
вается возможным сделать с помощью кинетического уравнения Больцмана, 
многократно применявшегося при решении подобного рода задач многими ав-

торами. Малым параметром при этом будет служить число Кнудсена 
2
lK
R

= , где 

l −  длина свободного пробега молекул, R−  радиус шара. 
Важность этого шага диктуется прежде всего возможностью использовать по-

лученное обобщённое уравнение Навье – Стокса к наночастицам, размер кото-
рых принадлежит диапазону 5 710 10 см− −− .. 

Стоит также обратить внимание и на следующий весьма важный момент. При 
решении поставленной задачи о вычислении силы сопротивления в постановке 
Стокса речь идёт о малом приграничном слое шириной δ , отсчитываемом в ра-
диальном направлении от поверхности шара. Именно в этой области δ  число 

Рейнольдса Re uδ=
ν

 представляет собой малую величину, что и позволяет пре-

небречь нелинейным слагаемым νΔv  по сравнению со слагаемым νΔv . Это 
означает, что стационарное уравнение Навье – Стокса упрощается и приводится 
к виду P∇ = ηΔv , которое и решал Стокс. Те же рассуждения справедливы и при 
решении нашей задачи.  

В силу малости скорости потока v  можно также в качестве граничного усло-
вия использовать условие «залипания» касательной и нормальной составляю-
щих скорости потока на поверхности шара, то есть v 0, v 0nτ Σ Σ

= = . Эти гранич-
ные условия сильно отличаются от граничного условия при потенциальном об-
текании, для которого справедливо равенство нулю только нормальной компо-
ненты скорости, то есть v 0n Σ

= .  
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В рамках решаемой ниже задачи роль итерационного параметра будет играть 

число Кнудсена lK
L

= , где L −  линейный размер тела, которое часто представ-

ляется через число Рейнольдса и число Маха 
s

uM
c

= , где sc −  скорость звука. 

Действительно, если представить число Рейнольдса в виде uLR =
ν

, то имеем:  

3 1 3Re 3
v v v

s s

T s T T

uL u c c M
l c K K

= = = .  (1)   

Если исходить из формального определения скорости звука (см. [1]), а именно:  

s

S

Pc  ∂=  ∂ρ 
,    (2) 

где P −  давление, ρ −  плотность, S −  энтропия, в переменных ,V T  её можно 
записать как  

2

s
V V T

T P V Pc
C T V

∂ ∂   = −   ρ ∂ ρ ∂   
.   (3) 

В случае использования уравнения состояния идеального газа PV NT= , отсюда 
следует, что   

P
s

V

C Tc
C m

= ,     (4) 

где m−  масса молекулы, VC −  изохорическая, а PC −  изобарическая теплоёмко-

сти. Так как средняя тепловая скорость молекулы 3vT
T

m
= , из (1) имеем 

3
Re

P

V

M CK
C

= .    (5) 

В задаче, о которой идёт речь ниже, мы рассматриваем пограничный слой δ , 
где число Рейнольдса мало Re 1 , как и число Маха 1M  . Это означает, что 
согласно (5) число Кнудсена может быть любым, как малым, так и большим. 

Заметим также, что формула (5) может быть отнесена и к жидкостям, хотя при 
её строгом получении и было использовано уравнение состояния идеального 
газа. Это объясняется тем, что в формуле (3) присутствуют частные производные 
от непрерывных функций, которые не подвержены резкому изменению. Дей-

ствительно, например, 0

0
~P P P P P

T T T T T
∂ Δ −≈ =
∂ Δ −

, аналогично и P
V

∂
∂

. В результате по 

порядку величины приходим к той же формуле (5).   
Для ответа на сформулированную проблему мы воспользуемся методом кине-

тического уравнения Больцмана [13; 14].  
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Уравнение Навье-Стокса с бигармоническим оператором 
Запишем уравнение Больцмана в виде (см. [13]): 

( )f f L f
t

∂ + ⋅∇ =
∂

v ,     (6) 

где ( ), ,f f t= −p r  функция распределения, −v  скорость молекул, а ( )L f −  ин-
теграл столкновений.  

Будем искать решение в виде ряда  
0 1 2 ...f f f f= + + +  ,    (7) 

где 
( )

0
1 p

Tf e
Z

ε −
−

=
pV

,                                                 (8) 

а нормировочный множитель  
( )p
TZ fd e d

ε
−

= Γ = Γ  ,                                       (9) 
3d d pdVΓ = −  фазовый объём. 

Функция  
0 0

f f
=

= V ,      

( )
2

2
pp
m

ε = −  кинетическая энергия частицы, m−  её масса.  

Вектор ( ),t=V V r  характеризует скорость гидродинамического потока.   
Запишем правую часть уравнения в приближении времен релаксации, то есть 

как: 

( ) 0 1 2 ...
p

f f fL f + + +≈ −
τ

,                                     (10) 

где pτ −  время между столкновениями молекул.  
Поскольку полная энергия потока жидкости имеет вид  

( )
21 V

2
mE p fd

Z
 = ε + Γ   , 

то её производная по времени будет   

( )1 mE p fd fd
Z Z

= ε Γ + Γ VV  .                                    (11) 

Диссипативная функция  
Q TS=  ,                                                         (12) 

где S −  энтропия.  
Согласно [15] энтропия неравновесного классического газа может быть запи-

сана в виде  
1 ln fS f d
Z e

 = − Γ 
  .                                              (13) 

Подставляя определение (13) в (12), получаем  
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lnTQ f fd
Z

= − Γ  .                                                (14) 

Вычитая (14) из соотношения (11), находим 

( )1 ln 0mp T f fd fd
Z Z

 ε + Γ + Γ =  VV  .                                  (15) 

Поэтому с учётом (10) имеем  

( ) ( ) ( )0 1 2
0 1 2

...1 ln ... 0
p

f f f mp T f f f d fd
Z Z

+ + +
 ε + + + + Γ + Γ =  τ VV .           (16) 

Согласно работе [16] рекуррентную формулу для определения поправки n-ого 
порядка к квазиравновесной функции распределения можно представить в виде   

( ) 01
n

n n
n pf f

t
∂ = − τ + ⋅∇ ∂ 

v .                                       (17) 

Поскольку   

( ) ( ) 1

1
ln 1 1

kk

k k

∞
+

=

λ+ λ = − ,                                           (18) 

то с точностью до 2n =  в формуле (17) имеем: 
( )1 0 0pf f f= −τ + ⋅∇v ,                                        (19) 

( )( )22
2 0 0 02pf f f f= τ + ⋅∇ + ⋅∇v v  ,                            (20) 

где точки означают частные производные по времени.  
Согласно (8) имеем   

( ) ( )
0

1 1 1 1
p p

T Tf e e f
Z Z T T

ε − ε
− − ⋅ ⋅   = ≈ + = +   

   

pV p V p V .                       (21) 

Поэтому  

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1

.

p

p

f f
T T

f
T T T

 ⋅τ
= ⋅ + ⋅∇ ⋅ + =  

 
 ⋅ ⋅τ  = ⋅ + ⋅∇ ⋅ + + ⋅∇ ⋅
 
 

p V
p V v p V

p V p V
p V v p V v p V




                        (22) 

Аналогично  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

22
2

0

2
2 v vp

i k
i k

f
f T T x x

 + ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅τ  = − ⋅ − ⋅∇ ⋅ −
 ∂ ∂
 

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

 


.(23) 
И, значит,  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
22

2

2

2
2 v v

2 v v .

p
i k

i k

i k
i k

f f
T T x x

x x T


+ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅τ ≈ − ⋅ − ⋅∇ ⋅ − − ∂ ∂


 ∂ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅∇ ⋅ +   ∂ ∂  

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

p V p V
p V v p V

 
 

 

    

(24) 
Тогда уравнение (15) можно записать как  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2

2

2

1

2
2 v v

2 v v 0.

p

p i k
i k

i k
i k

f
Z T T T

T x x

md fd
x x T Z




⋅ ⋅⋅τ  ⋅ + ⋅∇ ⋅ + + ⋅∇ ⋅ +





+ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅+τ − ⋅ − ⋅∇ ⋅ − − ∂ ∂


  ∂ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅∇ ⋅ + Γ + Γ =   ∂ ∂   





p V p Vp V
p V v p V v p V

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

p V p V
p V v p V VV




 
 

 

   

(25) 
Возводя в квадрат выражение в фигурных скобках (25) и оставляя только 

квадратичные по импульсу слагаемые, имеем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2222 22 2

2 2
2

1 4 v v

2 v v 4 2 v v 0.

p
p i k

p i k

p i k p p i k
i k i k

f m
Z T x x

d
x x x x


   ∂ ⋅τ   + ⋅ + ⋅∇ ⋅ + τ ⋅ + ⋅∇ ⋅ + −   τ ∂ ∂    



  ∂ ⋅ ∂ ⋅ − τ ⋅ ⋅ + − τ ⋅∇ ⋅ ⋅∇ ⋅ + τ ⋅ Γ =    ∂ ∂ ∂ ∂    




p VVV p V v p V p V v p V

p V p V
p V p V v p V v p V p V

   

   

    

(26) 
Усредняя это выражение по направлениям импульсов молекул, находим 
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( ) ( )

( ) ( )

22 42 2

2

22 4 42

2 2

4

2

1 V V V
3 15

4 2V V V 2
15 15

4 V V
15

p i i k
p

p k k i

p pi i k

k k i

p i i

k k

f p pmT div
Z T m x x x

p pdiv graddiv
m x x x m

p div div
m x x




 τ ∂ ∂ ∂  + − τ + + + +   τ ∂ ∂ ∂    


  τ τ∂ ∂ ∂
 + + + − ⋅Δ + ⋅ − ∂ ∂ ∂   

τ ∂ ∂− + +
∂ ∂


VV V V V

V V V V V

V V

  

    

 ( )

( ) ( )

2 4

2

2 6 2 2 2 22 2 2
4

2V V 2
15

4 V V 1 1 0,
105 2 4

pi k

k i

p n k

i k i n i k i k

p graddiv
x x m

p graddiv graddiv p dpd
m x x x x x x x x

  τ∂ ∂ + ⋅Δ + ⋅ + ∂ ∂ 


τ ∂ ∂ ∂ ∂  + Δ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + Δ Ω = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  


V V V V

V VV V V V

  
     

 (27) 
где d dxdydzΩ = .  

После ряда преобразований, использующих теорему Гаусса, получаем: 

( )( ) ( )

( ) ( )

2 4
42

2

4 2 4 2 6
2

2 2 4

2

1 2 2
3 15

2 2 4 12 2
15 5 35 4

0.

p
p p

p

p p p

f p pmT graddiv
Z T m

p p pgraddiv graddiv graddiv
m m m

p dpd


τ ⋅ + − + τ + τ − Δ + + τ




τ τ τ   + Δ + + Δ + + Δ + Δ  
  


Ω =


VV V V V V V

V V V V V V

  

     

Полагая, наконец, выражение в фигурных скобках равным нулю, будем иметь 
( )( ) ( )

( ) ( )

2 4
42

3

2 4 3 4 3 6
2

3 3 5

2 2
3 15

2 2 4 12 2 0,
15 5 35 4

p p
p p

p p p

p p graddiv
mT m T
p p pgraddiv graddiv graddiv

m T m T m T

τ τ
+ − + τ + τ − Δ + +

τ τ τ  + Δ + + Δ + + Δ + Δ = 
 

V V V V V V

V V V V V V

  

   
 

(28) 
Где черта сверху означает усреднение по импульсам молекул.  
Считая жидкость несжимаемой и полагая 0div =V , в пренебрежении выс-

шими производными по времени, находим  
2 2

2= νΔ − ν τ ΔV V V ,                                                      (29) 
где вязкость ν  и время «релаксации» 2τ  определены как  

2

2

4
6 2

3 3
0 0

3 6
2 3 8 22 5 5

0 0

1 ,
15 15

1 ,
35 35

p
p mTp

p
p mTp

p p e dp
m T m TZ

p p e dp
m T m TZ

∞
−

∞
−

τ
ν = = τ

τ
ν τ = = τ




                            (30) 

где множитель  
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2

2 20
0

p
mTZ p e dp

∞
−

=  .                                                    (31) 

Добавив в уравнение (29) член с градиентом давления, окончательно имеем  

( ) 2 2
2

P
t

∂ ∇+ ⋅∇ = − + νΔ − ν τ Δ
∂ ρ
V V V V V .                              (32) 

Уравнение (32) является целью настоящего сообщения. При решении задачи 
Стокса о вычислении силы сопротивления в случае наночастиц, последнее сла-
гаемое в уравнении (32) играет важную роль. Его учёт позволяет вычислить силу 
сопротивления в виде ряда по числу Кнудсена и приводит к весьма существен-
ной поправке. Здесь надо заметить, что при вычислении силы сопротивления 
должен быть учтён эффект «залипания» скорости потока к границе шара, что ав-
томатически приводит к равенству нулю её касательной и нормальной составля-
ющих, в отличие от потенциального потока, когда равна нулю только нормаль-
ная составляющая скорости [16]. 

 
Заключение 

1. Предложен алгоритм вычисления неоднородных поправок к правой части 
уравнения Навье – Стокса; 

2. Приведено обобщённое уравнение Навье – Стокса с учетом бигармониче-
ского слагаемого.  

 
Статья поступила в редакцию 19.01.2023 г. 
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÇÀÏÓÒÀÍÍÛÕ ÊÓÁÈÒÎÂ 

Евдокимов Н. В., Камалов Т. Ф., Волкова О. А., Хамис Хассан М. Х., 
Камалов Ю. Т.1 
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141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24,  
Российская Федерация 

Аннотация 
Цель: выявить сходство классических и квантовых корреляций. Сформировать 
концепцию моделирования запутанных состояний квантовых частиц на основе 
классических корреляций.  
Процедура и методы. Проанализированы существующие подходы к квантовым 
вычислениям, в частности использование для квантовых вычислений запутанных 
состояний квантовых частиц. Проведено моделирование запутанных состояний на основе 
классических корреляций. Основное содержание исследования составляет анализ 
алгоритма классических корреляций. 
Результаты. Проведённый анализ показал практическую реализуемость моделирования 
запутанных квантовых состояний классическими корреляциями. По итогам исследования 
сделан вывод о возможности моделирования запутанных квантовых состояний 
описанным в работе алгоритмом, а также предложена модель на радиоэлектронных 
компонентах. По заключению авторов статьи данная модель кубитов может стать 
недорогой альтернативой существующим решениям по моделированию квантовых 
вычислений. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Сформулировано предложение по 
моделированию запутанных состояний квантовых частиц при помощи алгоритма 
классических корреляций. В алгоритме дано описание параметров, отвечающих за 
запутанность и корреляцию моделей кубитов. Представлена программная модель с 
визуальным интерфейсом четырёхчастичного запутанного состояния. Модель может 
служить демонстрацией квантовых приложений, связанных с запутанными состояниями, 
таких, как телекоммуникационный криптографический квантовый протокол, неравенство 
Белла, а также может быть использована для моделирования квантовых вычислений, 
основанных на запутанных состояниях квантовых частиц. 
Ключевые слова: квантовые частицы, моделирование кубитов, запутанные состояния, 
ЭПР-корреляции, квантовые вычисления 
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MODELING OF ENTANGLED QUBITS 

N. Evdokimov, T. Kamalov, O. Volkova, M. H. Khamis Hassan, Y. Kamalov 
 State University of Education 
ulitsa Very Voloshinoi 24, Mytishchi 141014, Moscow Region, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The similarity of classical and quantum correlations is revealed. The concept of modeling 
entangled states of quantum particles based on classical correlations is presented. 
Methodology. The existing approaches to quantum computing are analyzed, in particular, the 
use of entangled states of quantum particles for quantum computing. Entangled states are 
modeled based on classical correlations. The main content of the study is the analysis of the 
algorithm of classical correlations. 
Results. The performed analysis demonstrates the practical feasibility of modeling entangled 
quantum states by classical correlations. Using the results of the study, a conclusion is made 
about the possibility of modeling entangled quantum states by the algorithm described in the 
work, and a model based on radio-electronic components is also proposed. It is shown that this 
qubit model can become an inexpensive alternative to existing solutions for modeling quantum 
computing. 
Research implications. A proposal is formulated for modeling entangled states of quantum 
particles using the classical correlation algorithm. The algorithm describes the parameters 
responsible for the entanglement and correlation of qubit models. A software model with a visual 
interface of a four-particle entangled state is presented. The model can serve as a demonstration 
of quantum applications related to entangled states, such as telecommunications cryptographic 
quantum protocol, Bell's inequality, and can also be used to simulate quantum computing based 
on entangled states of quantum particles. 

Keywords: quantum particles, qubit modeling, entangled states, EPR correlations, quantum 
computing 

 
Введение 

В работах [1; 2] предлагалась идея дополнения описания классической модели 
нелокальными переменными, которые уточняют поведение кубитов в полуклас-
сическом приближении. Дополнительные нелокальные переменные представ-
ляют собой убывающий ряд, и поэтому можно установить любую точность мо-
делирования кубитов в полуклассическом приближении, основываясь на техни-
ческих возможностях классического компьютера или микроэлектронных эле-
ментов [3]. 

В настоящее время основными перспективными направлениями квантовых 
вычислений являются: квантовый отжиг (решение оптимизационных задач в 
предположении, что квантовое туннелирование даст выигрыш в сравнении с ре-
шением оптимизационных задач классическими алгоритмами отжига); вычис-
ления на специально подготовленных запутанных состояниях квантовых частиц 
(более универсальный подход, так как позволяет реализовать широкий набор 
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квантовых алгоритмов и потому является прообразом универсального компью-
тера); прямое моделирование квантовых вычислений, требующее экспоненци-
ального роста процессорных мощностей и памяти с ростом количества модели-
руемых кубитов. 

Предполагается, что суть квантовых вычислений скрыта в особых коррелиро-
ванных состояниях квантовых частиц, известных как запутанные. Как именно 
запутанные состояния позволяют достичь квантового превосходства, неиз-
вестно. При этом квантовые корреляции не являются существенно квантовыми 
явлениями. Аналогичные корреляции можно получить в классической радиоча-
стотной модели, где основой такой корреляции являются соотношения Мэнли-
Роу для частот и фаз колебаний [4]. 

Согласно теореме Белла разница между классическими и квантовыми корре-
ляциями составляет максимум √2 для случая с двумя частицами. За исключе-
нием этого различия, в остальном классические и квантовые корреляции схожи. 

Это сходство открывает возможность для недорогой альтернативы в модели-
ровании квантовых вычислений. 

 
Алгоритм моделирования запутанных кубитов 

Случайному процессу 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑, получаемому при помощи генератора случайных 
чисел, такому, что ⟨𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑 𝜑 𝜑, добавим случайную фазу 𝜃𝜃 в диапазоне 𝜑 − 2𝜋𝜋. 
Модель случайной пары запутанных кубитов [5] представляет собой функцию 
двух переменных 

𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃�𝑓�𝜑 𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑 𝑠 𝜃𝜃�𝑓�𝜑]    (1) 
где 𝜃𝜃�𝑓� соответствует углу ориентации измерительной установки, задаваемому 
наблюдателем. У каждого из наблюдателей свой случайный угол ориентации, не-
зависимый и несогласованный с другим наблюдателем. 

Для произвольного угла 𝜃𝜃: 
⟨𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃𝜑𝜑 𝜑 𝜑 и 𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃 𝑡 𝜋𝜋𝜑 𝜑 −𝑓𝑓𝜑𝜃𝜃𝜑    (2) 
𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃 𝑡 𝜋𝜋𝜑 и 𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃𝜑 – демонстрируют антикорреляцию. 
𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃𝜑 и 𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃 𝑡 �

�𝜑 – демонстрируют отсутствие корреляции. 
𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃 𝑡 2𝜋𝜋𝜑 и 𝑓𝑓𝜑𝜑𝜑𝑓 𝜃𝜃𝜑 – демонстрируют корреляцию. 

Таким образом, поведение моделей кубитов зависит от разности углов ориен-
тации измерительных установок у наблюдателей: 

− антикорреляция для разности углов равной ±π; 
− отсутствие корреляции для разности углов ±π/2; 
− корреляция для разности углов равной 2π. 

То есть демонстрируется поведение аналогично поведению запутанной пары 
кубитов. Процесс 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑 может быть произвольной природы, в квантовом случае 
он может быть, например, следствием добавления в рассмотрение производных 
высшего порядка для реальной системы в отличие от идеальной. 

В этой модели запутанность является следствием общего случайного процесса 
𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑, а корреляция проявляется в зависимости от случайного значения 𝜃𝜃�𝑓�, за-



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2023 / № 1

30

даваемого каждым из наблюдателей. Очевидно, что в данной модели можно по-
лучить сколь угодно большое количество запутанных моделей кубитов с одина-
ковым процессом 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑. 

На рис. 1 показана модель для четырёх запутанных кубитов, реализованная на 
языке программирования Python. 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Интерфейс программы моделирования запутанных состояний / 

Interface of the entangled state modeling program 
Источник: по данным авторов 

 
Все четыре канала A, B, C, D связаны между собой одним случайным процес-

сом 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑. Управляющие ползунки имитируют ручки измерительного прибора и 
задают дополнительный угол поворота 𝜃𝜃 (в интерфейсе программы он указан в 
градусах). Канал A играет роль сигнального и в нём задано начальное смещение 
относительно остальных каналов на 𝜋𝜋. Также ползунок канала A задаёт смеще-
ние 𝜃𝜃 с отрицательным знаком, что эквивалентно дополнительному положи-
тельному смещению фазы относительно него в остальных трёх каналах (второе 
слагаемое). Видно, что измерения в каналах A и С коррелированы, A c B и A с 
D – некоррелированы, B и D – антикоррелированы. 

Этот же алгоритм может быть реализован в виде отдельных разнесённых в 
пространстве радиоэлектронных модулей, например на основе микроконтрол-
леров. Блок-схема такого устройства показана на рис. 2. Каждый модуль реали-
зует отдельный канал. В каждом модуле есть вход, также каждый модуль содер-
жит управляющий элемент (ручку) для задания наблюдателем на этом модуле 
дополнительного углового сдвига. После выполнения вычисления результат 
отображается исполнительным устройством. В качестве входного сигнала, пода-
ваемого на вход каждого из каналов, используется случайное число от отдель-
ного модуля – генератора случайных чисел. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Блок-схема радиоэлектронного устройства /  
Block diagram of an electronic device 

Источник: составлено авторами 
 

Заключение 
Предложенный способ моделирования на классическом компьютере запутан-

ных состояний кубитов является недорогой альтернативой существующим ре-
шениям по моделированию квантовых вычислений. Данная модель демонстри-
рует запутанность c использованием классического случайного процесса, и мо-
жет быть использована для моделирования квантовых вычислений, основанных 
на запутанных состояниях квантовых частиц. Также модель может быть реали-
зована в виде модульного радиоэлектронного устройства. 

 
Статья поступила в редакцию 22.12.2023 г. 
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SOUND PROPAGATION IN MAGNETIC FLUIDS 
BASED ON MINERAL OILS NEAR THE GLASS TRANSITION  
TEMPERATURE OF THE DISPERSION MEDIUM1 
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Kashirskoe shosse 31, Moscow 115409, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The paper establishes the dependence of the influence of the concentration of the solid 
phase on the acoustic parameters of a magnetic fluid based on transformer oil in a wide tem-
perature range, including the temperature close to the glass transition point of the dispersion 
medium. 
Methodology. The research is based on methods of physical acoustics and the pulse method of 
variable distance under external temperature influence in particular. 
Results. The temperature and concentration dependences of the density, velocity and absorption 
coefficient of ultrasonic waves are investigated. A comparison is performed with the main the-
oretical models and approaches. In the temperature range near the glass transition point of the 
dispersion medium, additional effects are observed that are not described in the literature and 
are inconsistent with the currently existing theories of sound propagation in dispersed systems 
with a large density difference between the liquid and solid phase. 
Research implications. Scientific and practical interest is due to the fact that the study of non-
magnetized ferromagnetic colloids with a high contrast of densities between phases near the 
glass transition point of the dispersion medium is relevant, since there is a lack of research in 
this temperature range and, moreover, additional effects associated with the displacement of 
the phase transition at high concentrations of the solid phase are possible. 
Keywords: acoustic spectroscopy, nanomaterials, ferromagnetic colloids, magnetic fluid, dis-
persed systems. 
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ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÈÍÅÐÀËÜÍÛÕ ÌÀÑÅË ÂÁËÈÇÈ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ  
ÑÒÅÊËÎÂÀÍÈß ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÉ ÑÐÅÄÛ 

Паращук Н. С.1, 2, Курилов А. Д.1, 2, Чантурия Г. Т.3, Чаусов Д. Н.1, 2 
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Аннотация 
Цель. Целью данной работы является установление зависимости влияния концентрации 
твёрдой фазы на акустические параметры магнитной жидкости на основе трансформа-
торного масла в широком диапазоне температур, в том числе вблизи точки стеклования 
дисперсионной среды. 
Процедура и методы. Проведённые в данной работе исследования основаны на методах 
физической акустики, в частности импульсном методе переменного расстояния при 
внешнем температурном воздействии. 
Результаты. Исследованы температурные и концентрационные зависимости плотности, 
скорости и коэффициента поглощения ультразвуковых (далее – УЗ) волн. Проведено 
сравнение с основными теоретическими моделями и подходами. В области температур 
возле точки стеклования дисперсионной среды наблюдаются дополнительные эффекты, 
не описанные в литературных источниках и не согласующиеся с существующими на дан-
ный момент теориями распространения звука в дисперсных системах с большой разно-
стью плотностей между жидкой и твердой фазой. 
Теоретическая значимость. Научный и практический интерес представляет исследование 
ненамагниченных ферромагнитных коллоидов с высоким контрастом плотностей между 
фазами вблизи точки стеклования дисперсионной среды, так как в этой области темпе-
ратур наблюдается недостаточность исследований и, к тому же, возможны дополнитель-
ные эффекты, связанные со смещением фазового перехода на высоких концентрациях 
твердой фазы. 
Ключевые слова: акустическая спектроскопия, наноматериалы, ферромагнитные колло-
иды, магнитная жидкость, дисперсные системы. 
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Introduction 
By now, the behavior of ultrasonic waves in colloids and suspensions of nanoparti-

cles has been studied in sufficient detail at room and high temperatures [1–5]. Non-
magnetized magnetic liquids with nanoscale ferroparticles can be considered as an or-
dinary colloid, since in the absence of external magnetic fields, structural mechanisms 
will be absent. This means that their acoustic studies could be compared with those of 
a similar concentration range of colloids, for example [6–13]. 

It is also interesting to study colloids containing rather high volume concentrations 
of solid particles in the region of low temperatures close to the glass transition point of 
the dispersion medium. This interest is conditioned not only by the insufficiency of 
studies of these substances under these conditions, but also by the possibility of con-
sidering the liquid-solid phase transition from the side of acoustic quantities. The low 
operating frequency of the studies was chosen due to the possibility of considering the 
liquid-glass phase transition on a macroscopic scale, which will allow us to judge the 
internal changes in the concentrated colloid during further studies. 

Thus, the purpose of this work is to study the concentration series of magnetic fluids 
(hereinafter referred to as MFs), based on transformer oil near the glass transition tem-
perature of the dispersion medium at a low operating frequency and analyze the results 
obtained. 

 
Materials and methods of research 

The object of research, as mentioned above, is a magnetic fluid based on transformer 
oil (hereinafter referred to as MFTO), represented by a concentration series [0.2%, 
0.5%, 1%, 2%, 5%, and 10% volume concentrations of ferroparticles of magnetite with 
an average size of D = 15nm (see Fig. 1)]. Ferroparticles of magnetite are stabilized by 
oleic acid, which is a surfactant in this dispersed system. 

 

 
Fig. 1 / Рис. 1. Quantitative distribution of MFTO particle sizes based on the dynamic light 
scattering method / Количественное распределение размеров частиц MFTO на основе 

метода динамического рассеяния света 
Source: compiled by the authors. 
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The principle of measuring acoustic parameters of MFTO (propagation velocity and 
absorption coefficient of ultrasonic waves is based on the pulse method of variable dis-
tance, the study was conducted at a frequency f = 3,65MHz, the amplitude of the signal 
U = 20V, the period between packets t = 150us. The transducers are made of lithium 
niobate ferroelectric (LiNbO3) with a two-component coating consisting of chromium, 
which has good adhesive properties, and nickel, selected due to weak chemical activity 
to prevent interaction with the test sample. The calculated error of the measurement 
data does not exceed 1% for speed and 5–7% for the sound absorption coefficient. The 
external temperature impact is implemented using a thermostatic chamber with an 
accuracy of temperature setting up to 0.1 K, and the MFTO density was studied using 
a pycnometer having a nominal volume of 5 ml. To obtain the dependence of the type 
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌, a pycnometer with an MFTO sample was placed into a thermostatic chamber for 
a period of 10 min, after which measurements were made on laboratory scales GOS-
METER VL-220M, having a measurement accuracy up to 10�� kg. 

 

 
Fig.2 / Рис.2. a – Temperature dependence of the density 𝝆𝝆𝜌𝑻𝑻𝜌 in MFTO, and b  – concentra-
tion dependence of 𝝆𝝆𝜌𝝋𝝋𝜌 in MFTO: the straight line is ⟨𝝆𝝆⟩𝜌𝝋𝝋𝜌 according to formula (1) / a – 

температурная зависимость плотности 𝝆𝝆𝜌𝑻𝑻𝜌 MFTO, b – концентрационная зависимость 
𝝆𝝆𝜌𝝋𝝋𝜌 MFTO, прямая - 𝝆𝝆теор𝜌𝝋𝝋𝜌 по формуле (1) 

Source: compiled by the authors. 
 
The results of measuring the density of MFTO are shown in Fig. 2. The coincidence 

of experimental data with theoretical calculations based on the additivity model (1) 
allows us to judge the reliability of the concentrations provided by φ and apply other 
conclusions from continuum mechanics to the calculations of acoustic parameters [14] 
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⟨𝜌𝜌⟩ = (1 − 𝜑𝜑)𝜌𝜌� + 𝜑𝜑𝜌𝜌�, (1) 
 

where ⟨𝜌𝜌⟩ is the MF density, 𝜑𝜑 is the concentration of the solid phase in MFs, 𝜌𝜌� is the 
density of pure transformer oil, and 𝜌𝜌� is the density of magnetite. 

 
Experimental results 

Based on the calculations of (1) to MFTO, as mentioned above, it is possible to use 
other insights from continuum mechanics, in particular the calculation of the coeffi-
cient of adiabatic compressibility ⟨𝛽𝛽⟩ 

 
⟨𝛽𝛽⟩ = (1 − 𝜑𝜑)𝛽𝛽� + 𝜑𝜑𝛽𝛽�, 

 
and, according to the known ⟨𝛽𝛽⟩ and ⟨𝜌𝜌⟩, calculate the Laplacian velocity of sound 
 

𝑐𝑐� = (⟨𝜌𝜌⟩⟨𝛽𝛽⟩)��
�, 

 
and the main amendments to 𝑐𝑐� introduced by Ritov and Isakovich [14; 15] 
 

𝛥𝛥𝑐𝑐� = 𝜑𝜑
2 𝑇𝑇𝑐𝑐��⟨𝜌𝜌⟩ 𝜌𝜌�С�� � 𝛼𝛼�

𝜌𝜌�С��
− 𝛼𝛼�

𝜌𝜌�С��
�

�
, 

𝛥𝛥𝑐𝑐� = 𝑐𝑐л
𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑎𝑎�1 + 𝜉𝜉�𝑎𝑎�

(1 + �𝑎𝑎)� + 𝑎𝑎(1 + 𝜉𝜉�𝑎𝑎)� − 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑎𝑎(1 + 𝜉𝜉�𝑎𝑎), 
 
where С�� and С�� are the specific heat capacities of the liquid and solid phase at 𝑝𝑝 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛼𝛼� and 𝛼𝛼� are the coefficients of thermal expansion of the liquid and solid 

phase, 𝑎𝑎 = ��
� 𝑅𝑅�, 𝑎𝑎 = �

� 𝜑𝜑 ������
��

��
, and 𝜉𝜉 = �

� �������
��

�. 
Thus, the final calculation of the values of the propagation velocity of ultrasonic 

waves will be presented as 
 

𝑐𝑐������ = 𝑐𝑐� + 𝛥𝛥𝑐𝑐� + 𝛥𝛥𝑐𝑐�. (2) 
 
The results of calculations (2) are shown in Fig. 3. 
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Fig. 3 / Рис. 3. a – Temperature dependence of the sound speed 𝒄𝒄(𝑻𝑻) in MFTO, and b – con-
centration dependence 𝒄𝒄(𝝋𝝋) in MFTO: straight lines are 𝒄𝒄𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕(𝝋𝝋) according to formula (2), 
1 – 308K, 2 – 298K, 3 – 288K, 4 – 278K, 5 – 268K / a – температурная зависимость скоро-
сти звука 𝒄𝒄(𝑻𝑻) в MFTO, б – концентрационная зависимость 𝒄𝒄(𝝋𝝋) в MFTO, прямые – 

𝒄𝒄теор(𝝋𝝋) по формуле (2), 1 – 308К, 2 – 298К, 3 – 288К, 4 – 278К, 5 – 268К 
Source: compiled by the authors. 

 
Similar ideas are used in the calculations of the absorption coefficient of ultrasonic 

waves with the difference that the dispersion in the case of 𝛼𝛼 has a much greater [16] 
manifestation. Otherwise, the proper absorption of 𝛼𝛼��� is calculated by the formula 

𝛼𝛼��� = 𝜔𝜔�
4
3 𝜂𝜂 𝜂 𝜂𝜂
2𝜌𝜌𝜌𝜌�� , 

where 𝜂𝜂 is the shear, and 𝜂𝜂 is the bulk viscosity of the carrier fluid. Corrections are also 
added to its own absorption: thermal 

𝛼𝛼� = 𝑅𝑅�𝜔𝜔�

6𝜒𝜒�
𝜑𝜑𝜑𝜑𝜌𝜌�𝜌𝜌𝜌𝜌��𝐶𝐶�

�(𝜒𝜒�𝜒𝜒��� 𝜂 0,2) � 𝛽𝛽�
𝜌𝜌�𝐶𝐶��

− 𝛽𝛽�
𝜌𝜌�𝐶𝐶��

�
�

, 
where 𝜒𝜒� and 𝜒𝜒� are the thermal conductivity of the dispersion medium and the solid 
phase, respectively, and the viscosity 

𝛼𝛼� = 𝜔𝜔
𝜌𝜌�

�𝜉𝜉�� 𝜂 �𝜉𝜉�
�� 𝜂 �𝜉𝜉�� 𝜂 𝜉𝜉�� 𝜂 ��𝜉𝜉��, 

and the final expression is represented as 
 

𝛼𝛼������ = 𝛼𝛼��� 𝜂 𝛼𝛼� 𝜂 𝛼𝛼�. (3)  
 
The results of theoretical calculations (3) are presented in Fig. 4. 
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Fig. 4 / Рис. 4. a – Temperature dependence of the sound absorption coefficient 𝜶𝜶𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝑻𝑻), and 

b – concentration dependence 𝜶𝜶𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝝋𝝋): lines are 𝜶𝜶𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝝋𝝋), 1 – 308K, 2 – 298K, 3 – 288K,  
4 – 278K, 5 – 268K / a – температурная зависимость коэффициента поглощения звука 

𝜶𝜶
𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝑻𝑻), b  – концентрационная зависимость 𝜶𝜶𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝝋𝝋), прямые – 𝜶𝜶𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒇𝒇𝟐𝟐 (𝝋𝝋), 1 – 308К,  

2 – 298К, 3 – 288К, 4 – 278К, 5 – 268К 
Source: compiled by the authors. 

 
In the case of the speed of sound, 𝛥𝛥𝛥𝛥� does not exceed the calculated error through-

out the temperature and concentration range of measurements, and 𝛥𝛥𝛥𝛥� begins to 
make a significant contribution, increasing with decreasing temperature, only at 
MFTO concentrations 𝜑𝜑 more than 2%. A similar behavior is typical for 𝛼𝛼������. 

 
Conclusions 

The acoustic values of 𝛥𝛥������ and 𝛼𝛼������ depend on the inertial properties of the 
dispersed system in which ultrasonic waves propagate. The viscous and thermal mech-
anisms are taken into account by introducing corrections to the initial values of 𝛥𝛥� and 
𝛼𝛼���. 

The general type of interactions of sound waves with colloidal systems in the form 
of magnetic fluids is determined not only by the carrier medium, but also by the con-
centration of the solid phase in the dispersed system. In the case of small concentra-
tions of magnetic fluid based on transformer oil, the acoustic parameters satisfy the 
classical descriptions of energy dissipation due to viscous and thermal waves at the 
phase interfaces. However, with an increase in the concentration of the solid phase, 
there is a discrepancy between theoretical calculations and experimental data due to 
the occurrence of additional absorption factors of ultrasonic waves in this system, 
which increase with the approach to the glass transition point of the dispersion me-
dium. 
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It is noteworthy that the discrepancy between theoretical data and experimental re-
sults increases not only with an increase in the concentration of the solid phase, but 
also with an approach to the glass transition temperature of the dispersion medium. 
These effects can be justified by the displacement of the phase transition point of the 
MFs with increase in the concentration of the solid phase. 
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Аннотация.  
Цель: исследовать влияние параметров материала прозрачного электрода на основе ок-
сида металла (N – плотность электронов, τ – среднее время рассеяния электронов) на ве-
личину частоты, при которой диэлектрическая проницаемость материала ε (эпсилон) ста-
новится близкой к нулю (так называемые ENZ или НЭ-материалы).  
Процедура и методы. С использованием модели Друде выполнены расчёты параметров 
N, τ и плазменной частоты ω0 в диапазоне параметров материалов, применяемых в элек-
тронике, а также для композитных материалов с разной геометрией включений. Приве-
дены параметры материалов на основе оксида цинка и методов их формирования, при 
которых может реализоваться описанный режим близкой к нулю диэлектрической про-
ницаемости материала. 
Результаты. Для ряда материалов плёнок прозрачных электродов, применяемых в 
устройствах управления излучением ближнего ИК-диапазона, исследовано влияние пара-
метров материала (N, τ) на величину частоты, при которой диэлектрическая проницае-
мость материала ε (эпсилон) становится близкой к нулю (НЭ-материалы). Описаны тех-
нологии материалов, в которых может реализоваться НЭ-режим.  
Теоретическая и/или практическая значимость. Описанный режим реализуется для ряда 
материалов плёнок прозрачных электродов, применяемых в устройствах управления из-
лучением ближнего ИК-диапазона.  
Ключевые слова: диэлектрическая проницаемость, метаматериал, прозрачные элек-
троды, окись цинка, ИК и ТГц-диапазон, концентрация электронов, время рассеяния элек-
тронов, ENZ-материалы, устройства управления излучением. 
Благодарность. Исследование частично выполнено за счёт гранта Российского научного 
фонда № 22-19-00157. 

                                                 
© CC BY Соломатин А. С., Беляев В. В., Абдуев А. Х., Зверев Н. В., Беляев А. А., Царева Е. В., Кузьмин М. К., 

Жачкин В. А., 2023. 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2023 / № 1

46

MODELING OF MATERIAL PARAMETERS OF TRANSPARENT ELECTRODE 
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Abstract.  
Aim. We investigate the effect of the material parameters of a transparent metal oxide electrode 
(N is the electron density, and τ is the average electron scattering time) on the frequency at 
which the dielectric constant of the material ε (epsilon) becomes close to zero (the so-called 
ENZ materials).  
Methodology. Using the Drude model, the parameters N, τ and the plasma frequency ω0 are 
calculated in the range of parameters of materials used in electronics, as well as for composite 
materials with different geometries of inclusions. The parameters of materials based on zinc 
oxide and methods of their formation are presented, in which the described regime of the die-
lectric constant of the material close to zero can be realized. 
Results. For a number of materials of transparent electrode films used in near-IR radiation con-
trol devices, the influence of material parameters (N and τ) on the frequency at which the die-
lectric constant of the material ε (epsilon) becomes close to zero (ENZ materials) is studied. 
The technologies of materials in which the ENZ mode can be implemented are described. 
Research implications. The described mode is implemented for a number of transparent elec-
trode film materials used in near-IR radiation control devices.  
Keywords: permittivity, metamaterial, transparent electrodes, zinc oxide, IR and THz range, elec-
tron concentration, electron scattering time, ENZ materials, optical radiation control devices. 
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Введение 

В настоящее время ведутся интенсивные исследования и разработки некото-
рых видов метаматериалов, у которых при частотах падающего излучения, соот-
ветствующих ИК-диапазону спектра, вещественные части комплексных диэлек-
трической проницаемости (Epsilon) или магнитной проницаемости (Mu), или 
показателя преломления (Index) становятся близкими к нулю (по-английски – 
Near-Zero, NZ) [1]. В литературе они соответственно называются ENZ, MNZ или 
NZI-материалами. Обозначим их на русском языке как НЭ (Ноль-Эпсилон), НМ 
(Ноль-Мю) или НПП (Ноль-Показатель-Преломления) материалы. 

В представленной статье рассмотрим некоторые свойства НЭ-материалов, ко-
торые обеспечивают указанное свойство близости к нулю величины веществен-
ной части диэлектрической проницаемости εr в ближнем ИК-диапазоне и новые 
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функциональные возможности этих материалов для применения в оптической 
телекоммуникации и других направлениях. 

 
Результаты исследования 

В [2] показано, что в плёнках прозрачного электрода оксида индия и олова 
(ITO) толщиной порядка длины волны наблюдается режим НЭ или ENZ, харак-
теризующийся величиной диэлектрической проницаемости материала ε (эпси-
лон), близкой к нулю. Он продемонстрирован около длины волны 1550 нм, что 
позволяет создавать устройства, работающие в обычном диапазоне длин волн 
оптических телекоммуникаций, с новыми функциональными возможностями. 
По мере приближения диэлектрической проницаемости к нулю материал будет 
проявлять повышенную оптическую нелинейность [2–6]; электромагнитные 
волны, распространяющиеся внутри него, будут иметь увеличенную длину 
волны и фазовую скорость [2; 7]. Эти свойства могут применяться в субволновых 
электрооптических модуляторах, модуляторах с интенсивным взаимодействием 
света и вещества [8], в глубоких субволновых каналах с ENZ-наполнением для 
нетрадиционной маршрутизации электромагнитных (ЭМ) волн [7; 9–11], в по-
глощающих слоях [12]. Условия ENZ продемонстрированы во всём электромаг-
нитном спектре [11; 13–17]. Например, они возникают вблизи плазменной ча-
стоты свободных носителей зарядов в материале. 

Типичная частота НЭ-режима (ENZ) в диапазоне оптических телекоммуника-
ций 1550 нм составляет ω0=2*1014 с-1. В этой полосе частот диэлектрическая про-
ницаемость плёнки описывается моделью Друде, в которой падающий свет вза-
имодействует со свободными носителями в материале, и их отклик становится 

резонансным на плазменной частоте 𝜔𝜔� = ���
�����∗ , и в то же время  𝜀𝜀�𝜔𝜔� = 𝜀𝜀� −

���
�����∗��������    [18–21]. 

В соответствии с этой моделью действительная часть диэлектрической прони-
цаемости пересекает нуль на частоте ω0, которая определяется выражением 𝜔𝜔�� =
���

�����∗ − �
��  , где q – элементарный заряд, ε0 – диэлектрическая проницаемость 

вакуума, ε∞ – диэлектрическая проницаемость материала на высокой частоте, 
m* – эффективная масса электрона, N – плотность электронов, τ=γ-1 – среднее 
время рассеяния электронов. 

Поскольку элементарный заряд, эффективная масса, вакуумная и высокоча-
стотная диэлектрическая проницаемости примерно постоянны, ω0 определяется 
преимущественно электронной плотностью и временем рассеяния. 

На рис. 1 показаны взаимозависимости параметров N – плотность электро-
нов, τ – среднее время рассеяния электронов при выполнении НЭ-режима. Диа-
пазоны изменения параметров для расчёта выбраны по имеющимся в литера-
туре данным по концентрации электронов различных материалов, применяе-
мых в электронике: 5*1017–3*1019 см-3 в кремнии, германии, арсениде галлия при 
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300 К [22], 1020–1021 см-3 в окиси индия и олова (ITO) и оксиде цинка, допирован-
ного алюминием (AZO) [23], – и по времени релаксации: 170 фс в ZnO и AZO 
[24], 10-40 пс время релаксации электронов в сверх решётке на основе арсенида 
галлия [24; 25]; 0,2 и 3 пс – время релаксации по полной вероятности рассеяния 
электрона из состояния с волновым вектором k, теоретически рассчитанное в 
[25]; 10-1000 пс в высокоомном кремнии при Т от 65 до 120 К и концентрации 
электронов от 1013 до 1015 см-3 [26], от 6 до 300 фс при рассеянии на различных 
примесях в серебре, 100 фс в металлах [27; 28]. 

Полученные результаты справедливы не только для ITO-электродов, но и дру-
гих прозрачных проводящих плёнок ZnO, IGZO и др. 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Зависимости частоты перехода в НЭ-режим от параметров материала. 

Слева для времени τ – время рассеяния электронов порядка 10-15 с, справа для времени 
τ – время рассеяния электронов порядка 10-16 с / Dependences of the frequency of 

transition to the ENZ on the parameters of the material. On the left for time τ is the electron 
scattering time of about 10-15 s, on the right for time τ is the electron scattering time of about 

10-16 s 
Источник: по данным авторов. 

При концентрациях порядка 1019 см-3 и времени рассеяния 10-15 с частота ω0, 
при которой реализуется НЭ-режим, составляет от 1014 с-1 до 1015 с-1. При концен-
трациях порядка 1021 см-3 и времени рассеяния 10-16 с частота ω0, при которой 
реализуется НЭ-режим, от 1015 с-1 до 1,6*1016 с-1. При увеличении электронной 
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концентрации, как правило, происходит уменьшение времени рассеяния элек-
тронов из-за уменьшения длины свободного пробега. 

Увеличивая или уменьшая концентрацию электронов можно добиться сдвига 
частоты НЭ-режима в оптический или терагерцовый диапазон. 

В [23] показано, что наличие НЭ-диапазона в телекоммуникационном спектре 
(1.3–1.5 мкм) обеспечивается в оксидных материалах потому, что концентрация 
носителей заряда достигается на уровне 1020–1021 см-3 из-за высокой доли донор-
ных атомов In3+ в ITO или Al3+ в AZO. Это происходит из-за образовывания там-
мовских плазмонных поляритонов в ближнем ИК-диапазоне для AZO, GZO и 
ITO [21]. Можно предположить варьирование частоты ω0 и в других описанных 
НЭ-материалах: оксид цинка, допированный галлием (Ga:ZnO, GZO), оксид кад-
мия, допированный индием (In:CdO, ICO), оксид кадмия, допированный фто-
ром (F:CdO, FCO) и других. При сравнении комплекса физических свойств про-
зрачных полупроводников показано, что окись цинка обладает наилучшим ком-
плексом свойств для НЭ-диапазона [23]. 

Кроме того, диэлектрические свойства НЭ-материала и частота ω0 зависят не 
только от концентрации и времени рассеяния электронов, но и от структуры ма-
териала. В [29] выполнено численное моделирование металл-диэлектрического 
проволочного композита в ТГц-диапазоне (рис. 2). В таком композите плазмен-
ная частота и время рассеяния электронов зависят от размеров как ячейки ком-
позита, так и металлического включения, а также от их проводимости. 
 

Рис. 2 / Fig. 2. Геометрия смоделированной металло-диэлектрической структуры, 
состоящей из ячеек с медным цилиндрическим проводником диаметром 300 мкм / 

Geometry of a simulated metal-dielectric structure consisting of cells with a copper cylindrical 
conductor with a diameter of 300 micrometers 

Источник: [29]. 
 
При приближении в теории эффективной среды (EMT) композита на основе 

материала с диэлектрической проницаемостью εb с металлическими включени-

ями (проволоками) дисперсию можно рассчитать по 𝜀𝜀��� = 𝜀𝜀� − ���

������� , где 

𝜔𝜔з = ����
�� ������

 плазменная частота и 𝛾𝛾 = ��������

�����
 , где σ – проводимость металличе-

ских включений, dα – диаметр проводника, c – скорость света в вакууме. 
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Приведём примеры реальных структур на основе оксида цинка, позволяющих 
реализовать описываемый НЭ-режим в указанных диапазонах частот, и техно-
логии их достижения. 

Существенные изменения в концентрации и подвижности наблюдаются в по-
ликристаллических оксидных слоях ZnO. Это может быть обусловлено рядом 
факторов. Хорошо известно, что ZnO обнаруживает высокую склонность к од-
ностороннему отклонению от стехиометрии [30]. Так, десорбция кислорода с по-
верхности межзеренных границ приводит к формированию на поверхности зё-
рен высокой концентрации донорных центров.  

Легирование слоёв элементами III группы периодической системы (например, 
Al, Ga) позволяет создавать прозрачные проводящие слои с удельными сопро-
тивлениями вплоть до 10-4 Ом*см [31]. Легирование слоёв ZnO приводит, од-
нако, к снижению подвижности электронов в слоях из-за рассеяния электронов 
на донорных центрах [32]. 

Таким образом, для структуры легированных и/или нестехиометричных про-
водящих слоёв на основе ZnO характерно формирование межзеренных вырож-
денных слоёв. 

Следует обратить особое внимание на взаимосвязи условий формирования 
слоёв, их структуры, оптических и электрических характеристик. Известно, что 
для магнетронного синтеза слоёв ZnO характерно формирование столбчатых 
структур. Формирование столбчатых структур, как следует из моделирования 
методом Монте Карло, связано с относительно невысокими длинами диффузии 
атомов, осаждаемых в процессе синтеза [33].  

Пути увеличения длины миграции атомов на поверхности роста и формиро-
вания однородных бесстолбчатых структур были показаны авторами в [34]. При 
температурах, не превышающих 500°С, слои ZnO:Al были синтезированы при 
со-распылении мишеней AZO и Zn (рис. 3). Со-распыление цинка приводит к 
формированию на поверхности роста нестехиометричной легкоплавкой фазы 
ZnO1-x. При этом длина миграции атомов существенно возрастает и препятствует 
росту столбчатых структур. 
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Рис. 3 / Fig. 3. Фотографии поверхностей (1) и поперечных сколов (2) слоёв ZnO,  

осаждённых при магнетронном со-распылении мишеней ZnO и Zn (a 300°C, b – 500°C) / 
Photographs of (1) surfaces and (2) transverse cleavages of ZnO layers deposited during 

magnetron co-sputtering of ZnO and Zn targets (a 300°C, b – 500°C) 
Источник: данные авторов. 

 
В оптимизированных прозрачных электродах на основе ZnO величины по-

движностей могут составлять в среднем 25–35 Ом*см [35].  
Высокие концентрации свободных носителей в слоях на основе оксида цинка 

могут быть достигнуты в слоях со сложной структурой. Так, в поликристалличе-
ских слоях со сложной пространственной локализацией донорных центров (Al 
и Ga) могут достигаться высокие концентрации и подвижности носителей за-
ряда [36]. Сложные оксидные структуры с модулированным легированием до-
норами также могут обнаруживать высокие подвижности носителей заряда [37]. 
Эти структуры на основе аморфных оксидных слоёв создают предпосылки для 
замены прозрачных электродов ITO (In2O3-SnO2). Названные структуры могут 
обеспечить следующий механизм транспорта носителей: А) электроны инжекти-
руются из металлических слоёв (например, Ag) в оксидные слои (например, ITO, 
AZO) без существенного рассеяния носителей на граничных потенциальных ба-
рьерах; Б) транспорт носителей осуществляется в слоях оксидов с высокой по-
движностью носителей заряда.  
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Выводы 
Для ряда материалов плёнок прозрачных электродов, применяемых в устрой-

ствах управления излучением ближнего ИК и ТГц-диапазона, исследовано вли-
яние параметров материала (N – плотность электронов, τ – среднее время рассе-
яния электронов) на величину частоты, при которой диэлектрическая проница-
емость материала ε (эпсилон) становится близкой к нулю (так называемые НЭ 
или ENZ-материалы). 

Режим реализуется за счёт образования таммовских плазмонных полярито-
нов в ближнем ИК или ТГц-диапазоне для тонких плёнок материалов прозрач-
ных электродов на основе окислов металлов. 

Показано, как в материалах на основе оксида цинка может быть реализован 
этот режим за счёт состава и структуры материала, технологии его изготовления. 

 
Статья поступила в редакцию 20.01.2023 г. 
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