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Применяются методы универсальных алгебр к исследованию некоторых 

классов пространств аффинной связности с ненулевым тензорным полем 
кручения, близких к симметрическим. Здесь мы приводим обзор некоторых 
результатов в этом направлении. 

Определение 1 [12]. Частичную гладкую локальную алгебру  
� � 〈�,�,�, �������, �〉 с бинарными операциями умножения, левого деления, 
однопараметрическим семейством унарных операций ������� называют гладкой 
локальной левой лупой с гомотетиями (одулем) над полем действительных 
чисел, если: а) 〈�,�,�, �〉 – гладкая локальная левая лупа; б) существует такая 
открытая окрестность U нейтрала e, что для любого x из U и для любого 
вещественного числа t, принадлежащего некоторому открытому интервалу, 
содержащему отрезок �0,1�, �� � ��, определённо и принадлежит U, в) если tx  и  
ux ��, ���, ���� определённы, то �� � �� определено тогда и только тогда, когда 
�� � ��� определено, и в этом случае выполняется тождество 
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моноассоциативности: � � �� � �� � ���, г) если ty определённо, то u(ty) 
определённо тогда и только тогда, когда (ut)y определённо, и в этом случае  u(ty)= 
(ut)y, д) умножение каждого элемента х из Х на единицу действительных чисел 
определено, и 1� � �, 1��. При фиксированном действительным числе t 
отображение ��� � � �� называем гомотетией с центром в точке e с 
коэффициентом t. (Здесь и в дальнейшем изложении, для краткости, допуская 
вольность речи, мы опускаем символ умножения действительного числа на 
элемент из Х). 

Замечание. Лупа с гомотетиями – это естественное широкое обобщение 
понятия векторного пространства. Локальная группа Ли � � 〈�,�, �〉 всегда есть 
локальная лупа с гомотетиями, если определить умножение на действительные 
числа формулой: �� � ������������, где ��� есть экспоненциальное 
отображение группы Ли. 

Замечание. В зарубежной литературе отмечено, что значения терминов 
«гладкая лупа» («smooth loop») и «лупа Ли» («Lie loop») близки.  

Пусть (M, ) – гладкое многообразие аффинной связности, тогда для любой 
точки � � � в её нормальной выпуклой окрестности можно определить гладкие 

локальные операции формулами: ���� � ������� �����������, ����, �� � ��� �
���� ������������, где ���� ����� � ����� – параллельный перенос 

касательных векторов вдоль единственного отрезка геодезической линии, 
принадлежащего этой окрестности точки у и соединяющего точки x и y. Так  
получается гладкое локальное многообразие � � 〈�, �, �������〉, в каждой точке 
которого определена геодезическая лупа с гомотетиями. Параллельные 
переносы и гомотетии связаны определёнными алгебраическими тождествами: 
��,��,���,�� � ��,�� , ����� � �����. Обратно, в гладком локальном многообразии � �
〈�, �, �������〉 аффинная связность однозначно восстанавливается. В 
произвольном пространстве аффинной связности (M, ) гомотетии обладают 
следующими свойствами [1; 10]: а) для любого x из M существует такая открытая 
окрестность ��, содержащая x, что для любых y из ��, для любого вещественного 
числа ���0,1�,������ определено, и ��������, б) если ��� определено, а также 
определены �������  и �� � ����, то ������� � ������, �, ���� в) выполняется 
тождество ��� � �1 � ���x, ����, �, ���, г) определено 1��, и 1�� � �. 
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��,��,���,�� � ��,�� , ����� � �����. Обратно, в гладком локальном многообразии � �
〈�, �, �������〉 аффинная связность однозначно восстанавливается. В 
произвольном пространстве аффинной связности (M, ) гомотетии обладают 
следующими свойствами [1; 10]: а) для любого x из M существует такая открытая 
окрестность ��, содержащая x, что для любых y из ��, для любого вещественного 
числа ���0,1�,������ определено, и ��������, б) если ��� определено, а также 
определены �������  и �� � ����, то ������� � ������, �, ���� в) выполняется 
тождество ��� � �1 � ���x, ����, �, ���, г) определено 1��, и 1�� � �. 

 

Заметим, что, если локально заданы дифференцируемые гомотетии, и 
выполняются свойства а)–г), то можно локально построить отрезки 
геодезических линий и однозначно восстановить аффинную связность с 
нулевым полем тензора кручения [1]. 

Определение 2 [13]. Лупа с гомотетиями �� � 〈�, ��, ��������, �〉 называется 
геометрической, если выполняется тождество: ����, ������ � ������, ����, где 
���, ��� � ������ ����� (Здесь мы для краткости пропустили символ нейтрала е). 

Геометрическая лупа с гомотетиями порождает аффинно-связное 
пространство без кручения в некоторой открытой окрестности нейтрала е, и 
гомотетии, центры которых принадлежат этой окрестности, алгебраически 
выражаются через операции �� � 〈�, ��, ��������, �〉 [1; 12]. Дифференцируемая 
лупа с гомотетиями является геодезической некоторой (не обязательно 
единственной) аффинной связности, если и только если она является 
геометрической [12]. Гомотетии локально симметрического пространства 
удовлетворяют тождествам: 

��1����1���� � ��1������1��,   ��1�� ∘ �� � ������� ∘ ��1��. 
Это необходимые и достаточные условия для того, чтобы пространство 

аффинной связности без кручения было локально симметрическим [1; 10]. 
Определение 3 [2; 3; 6]. Пространство аффинной связности называется 

просимметрическим, если оно имеет общие геодезические линии с сохранением 
аффинного параметра (общие гомотетии) с локально симметрическим 
пространством. 

Предложение 1 [11]. Локальное просимметрическое многообразие 
аффинной связности (M, ) характеризуется следующими дифференциально – 
геометрическими соотношениями: 

��������, ���� � 1
2������, ��, ��� � 1

2����, ���, ���� � 

��
�����, �����,�� � �

� ���, ����, ���� � �, 

где 

����, ��� � ���, ��� � 1
2 �������, �� �

1
2 �������, �� � 

�14���, ���, ��� �
1
4���, ���, ��� �

1
2���, ���, ���� 

���� � ��� � �
� ���, ��;    ���� � �, 
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касательных векторов вдоль единственного отрезка геодезической линии, 
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получается гладкое локальное многообразие � � 〈�, �, �������〉, в каждой точке 
которого определена геодезическая лупа с гомотетиями. Параллельные 
переносы и гомотетии связаны определёнными алгебраическими тождествами: 
��,��,���,�� � ��,�� , ����� � �����. Обратно, в гладком локальном многообразии � �
〈�, �, �������〉 аффинная связность однозначно восстанавливается. В 
произвольном пространстве аффинной связности (M, ) гомотетии обладают 
следующими свойствами [1; 10]: а) для любого x из M существует такая открытая 
окрестность ��, содержащая x, что для любых y из ��, для любого вещественного 
числа ���0,1�,������ определено, и ��������, б) если ��� определено, а также 
определены �������  и �� � ����, то ������� � ������, �, ���� в) выполняется 
тождество ��� � �1 � ���x, ����, �, ���, г) определено 1��, и 1�� � �. 

 

моноассоциативности: � � �� � �� � ���, г) если ty определённо, то u(ty) 
определённо тогда и только тогда, когда (ut)y определённо, и в этом случае  u(ty)= 
(ut)y, д) умножение каждого элемента х из Х на единицу действительных чисел 
определено, и 1� � �, 1��. При фиксированном действительным числе t 
отображение ��� � � �� называем гомотетией с центром в точке e с 
коэффициентом t. (Здесь и в дальнейшем изложении, для краткости, допуская 
вольность речи, мы опускаем символ умножения действительного числа на 
элемент из Х). 

Замечание. Лупа с гомотетиями – это естественное широкое обобщение 
понятия векторного пространства. Локальная группа Ли � � 〈�,�, �〉 всегда есть 
локальная лупа с гомотетиями, если определить умножение на действительные 
числа формулой: �� � ������������, где ��� есть экспоненциальное 
отображение группы Ли. 

Замечание. В зарубежной литературе отмечено, что значения терминов 
«гладкая лупа» («smooth loop») и «лупа Ли» («Lie loop») близки.  

Пусть (M, ) – гладкое многообразие аффинной связности, тогда для любой 
точки � � � в её нормальной выпуклой окрестности можно определить гладкие 

локальные операции формулами: ���� � ������� �����������, ����, �� � ��� �
���� ������������, где ���� ����� � ����� – параллельный перенос 

касательных векторов вдоль единственного отрезка геодезической линии, 
принадлежащего этой окрестности точки у и соединяющего точки x и y. Так  
получается гладкое локальное многообразие � � 〈�, �, �������〉, в каждой точке 
которого определена геодезическая лупа с гомотетиями. Параллельные 
переносы и гомотетии связаны определёнными алгебраическими тождествами: 
��,��,���,�� � ��,�� , ����� � �����. Обратно, в гладком локальном многообразии � �
〈�, �, �������〉 аффинная связность однозначно восстанавливается. В 
произвольном пространстве аффинной связности (M, ) гомотетии обладают 
следующими свойствами [1; 10]: а) для любого x из M существует такая открытая 
окрестность ��, содержащая x, что для любых y из ��, для любого вещественного 
числа ���0,1�,������ определено, и ��������, б) если ��� определено, а также 
определены �������  и �� � ����, то ������� � ������, �, ���� в) выполняется 
тождество ��� � �1 � ���x, ����, �, ���, г) определено 1��, и 1�� � �. 

 

Заметим, что, если локально заданы дифференцируемые гомотетии, и 
выполняются свойства а)–г), то можно локально построить отрезки 
геодезических линий и однозначно восстановить аффинную связность с 
нулевым полем тензора кручения [1]. 

Определение 2 [13]. Лупа с гомотетиями �� � 〈�, ��, ��������, �〉 называется 
геометрической, если выполняется тождество: ����, ������ � ������, ����, где 
���, ��� � ������ ����� (Здесь мы для краткости пропустили символ нейтрала е). 

Геометрическая лупа с гомотетиями порождает аффинно-связное 
пространство без кручения в некоторой открытой окрестности нейтрала е, и 
гомотетии, центры которых принадлежат этой окрестности, алгебраически 
выражаются через операции �� � 〈�, ��, ��������, �〉 [1; 12]. Дифференцируемая 
лупа с гомотетиями является геодезической некоторой (не обязательно 
единственной) аффинной связности, если и только если она является 
геометрической [12]. Гомотетии локально симметрического пространства 
удовлетворяют тождествам: 

��1����1���� � ��1������1��,   ��1�� ∘ �� � ������� ∘ ��1��. 
Это необходимые и достаточные условия для того, чтобы пространство 

аффинной связности без кручения было локально симметрическим [1; 10]. 
Определение 3 [2; 3; 6]. Пространство аффинной связности называется 

просимметрическим, если оно имеет общие геодезические линии с сохранением 
аффинного параметра (общие гомотетии) с локально симметрическим 
пространством. 

Предложение 1 [11]. Локальное просимметрическое многообразие 
аффинной связности (M, ) характеризуется следующими дифференциально – 
геометрическими соотношениями: 

��������, ���� � 1
2������, ��, ��� � 1

2����, ���, ���� � 

��
�����, �����,�� � �

� ���, ����, ���� � �, 

где 

����, ��� � ���, ��� � 1
2 �������, �� �

1
2 �������, �� � 

�14���, ���, ��� �
1
4���, ���, ��� �

1
2���, ���, ���� 

���� � ��� � �
� ���, ��;    ���� � �, 
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R и T обозначают тензорные поля кривизны и кручения в (M, ). 
Предложение 2 [6]. Пусть �� � 〈�, ��, �����	��, �〉 – геометрическая лупа с 

гомотетиями. Определим отображение ����� � � формулой: 
��� � ����� ∘ ���������	� ∘ ��

� � ����� ∘ �������
� ∘

∘ ����� ∘ �������	�
� �

��
∘ ��� .

   (1) 

Тогда eΜ  просимметрична, если и только если выполняются соотношения:  
����� ��� � �,��� ∘ �� � �� ∘ ���					и

����� ∘ ������ ��� ∘ ����� ∘ ������ ��� � ��������� ∘ ���������� ���  (2) 

Предложение 3 [6]. Пусть �� � 〈�, ��, �����	��, �〉 – геометрическая лупа с 
гомотетиями. Для произвольных yx,  из M определим отображение: 

����, �� � ���� ��� ∘ ���������� ∘ ��
� ∘ �����.  (3) 

Тогда �� – просимметрична, если и только если справедливо: 
������ ���, ��� ���� ∘ ����, ��� ���� � ����, ��� ����, 

 ����, �� ∘ �� � �� ∘ ����, ��, �, ���, �, �	��. 
Предложение 4 [6]. Геометрическая лупа с гомотетиями просимметрична, 

если и только если выполняются тождества: 

����������	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� ��� �
� �� ∘ ����� �����	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ������ ,   (4) 

����������	�� ∘ ����� ∘ ����� ��������	�� ��� ∘ ���� ��	�� ∘ ����� ∘ �������	�� ��� �
� ���� 	�� ∘ ����� ∘ ����� 	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ���.

 (5) 

Следствие. Аналитическое многообразие аффинной связности является 
просимметрическим, если и только если геодезическая лупа в каждой точке 
многообразия удовлетворяет тождеству: 

�������������������������� � �����������������������  (6) 
(Здесь мы для краткости опустили символ умножения лупы).  

Определение 4 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, �����	��, �〉 называется инвариантной, если её левые сдвиги (параллельные 
переносы) ��� �� � � являются автоморфизмами порождаемого ей 
многообразия с геодезическими [1], то есть выполняется тождество: ��� ∘ �� �
����� ∘ ��� . 

 

Предложение 5 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, ��������, �〉 инвариантна, если и только если она удовлетворяет тождеству: 

����, �� ∘ �� � �� ∘ ����, ��.     (7) 
Предложение 6 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями является 

инвариантно просимметрической, если и только если выполняются тождество 
(7) и: 

��� ∘ ����� ∘ ��� ∘ �� � �� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ��� ,    (8) 
����� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� �
� ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� ∘ �����     (9) 

Следствие. Аналитическое многообразие аффинной связности является 
инвариантно просимметрическим, если и только если каждая его геодезическая 
лупа удовлетворяет тождествам: 

��������� � �����������,  ����������������� � ��������������.  (10) 
Предложение 7 [7]. Пусть геометрическая лупа с гомотетиями  �� �

〈�, ��, ��������, �〉 является левомоноальтернативной и инвариантно 
просимметрической. Тогда она характеризуется тождествами (8) и: 

����� ∘ ��� � ��������� ,
����� ∘ ����� ∘ ��� ∘ ����� � ����� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ����� .   (11) 

Следствие: Лупа с гомотетиями �� � 〈�, ��, ��������, �〉 является 
редуктивной и просимметрической тогда и только тогда, когда выполняются 
тождества (8), (11) и ����, �� ∘ ��� � �����,���� ∘ ����, ��. 

Определение 5 [8; 9; 12]. Просимметрическое пространство аффинной 
связности называется почти симметрическим, если композиция двух 
геодезических симметрий является автоморфизмом геометрической структуры 
пространства.  

Предложение 8 [8; 9]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, ��������, �〉 может быть реализована как геодезическая в пространстве 
почти симметрической аффинной связности тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие соотношения: 

��������� � ���� ∘ ����, 
����� ∘ �� � ��� ∘ �� ∘ ��������� , 

��̅��, �� ∘ ��� � ���̅��,���� ∘ ��̅��, ��, 
��̅��, �� ∘ �� � �� ∘ ��̅��, ��, 
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R и T обозначают тензорные поля кривизны и кручения в (M, ). 
Предложение 2 [6]. Пусть �� � 〈�, ��, �����	��, �〉 – геометрическая лупа с 

гомотетиями. Определим отображение ����� � � формулой: 
��� � ����� ∘ ���������	� ∘ ��

� � ����� ∘ �������
� ∘

∘ ����� ∘ �������	�
� �

��
∘ ��� .

   (1) 

Тогда eΜ  просимметрична, если и только если выполняются соотношения:  
����� ��� � �,��� ∘ �� � �� ∘ ���					и

����� ∘ ������ ��� ∘ ����� ∘ ������ ��� � ��������� ∘ ���������� ���  (2) 

Предложение 3 [6]. Пусть �� � 〈�, ��, �����	��, �〉 – геометрическая лупа с 
гомотетиями. Для произвольных yx,  из M определим отображение: 

����, �� � ���� ��� ∘ ���������� ∘ ��
� ∘ �����.  (3) 

Тогда �� – просимметрична, если и только если справедливо: 
������ ���, ��� ���� ∘ ����, ��� ���� � ����, ��� ����, 

 ����, �� ∘ �� � �� ∘ ����, ��, �, ���, �, �	��. 
Предложение 4 [6]. Геометрическая лупа с гомотетиями просимметрична, 

если и только если выполняются тождества: 

����������	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� ��� �
� �� ∘ ����� �����	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ������ ,   (4) 

����������	�� ∘ ����� ∘ ����� ��������	�� ��� ∘ ���� ��	�� ∘ ����� ∘ �������	�� ��� �
� ���� 	�� ∘ ����� ∘ ����� 	�� ��� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ���.

 (5) 

Следствие. Аналитическое многообразие аффинной связности является 
просимметрическим, если и только если геодезическая лупа в каждой точке 
многообразия удовлетворяет тождеству: 

�������������������������� � �����������������������  (6) 
(Здесь мы для краткости опустили символ умножения лупы).  

Определение 4 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, �����	��, �〉 называется инвариантной, если её левые сдвиги (параллельные 
переносы) ��� �� � � являются автоморфизмами порождаемого ей 
многообразия с геодезическими [1], то есть выполняется тождество: ��� ∘ �� �
����� ∘ ��� . 

 

Предложение 5 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, ��������, �〉 инвариантна, если и только если она удовлетворяет тождеству: 

����, �� ∘ �� � �� ∘ ����, ��.     (7) 
Предложение 6 [7]. Геометрическая лупа с гомотетиями является 

инвариантно просимметрической, если и только если выполняются тождество 
(7) и: 

��� ∘ ����� ∘ ��� ∘ �� � �� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ��� ,    (8) 
����� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� �
� ��� ∘ ����� ∘ ���� ��� ∘ ����� ∘ �����     (9) 

Следствие. Аналитическое многообразие аффинной связности является 
инвариантно просимметрическим, если и только если каждая его геодезическая 
лупа удовлетворяет тождествам: 

��������� � �����������,  ����������������� � ��������������.  (10) 
Предложение 7 [7]. Пусть геометрическая лупа с гомотетиями  �� �

〈�, ��, ��������, �〉 является левомоноальтернативной и инвариантно 
просимметрической. Тогда она характеризуется тождествами (8) и: 

����� ∘ ��� � ��������� ,
����� ∘ ����� ∘ ��� ∘ ����� � ����� ∘ ��� ∘ ����� ∘ ����� .   (11) 

Следствие: Лупа с гомотетиями �� � 〈�, ��, ��������, �〉 является 
редуктивной и просимметрической тогда и только тогда, когда выполняются 
тождества (8), (11) и ����, �� ∘ ��� � �����,���� ∘ ����, ��. 

Определение 5 [8; 9; 12]. Просимметрическое пространство аффинной 
связности называется почти симметрическим, если композиция двух 
геодезических симметрий является автоморфизмом геометрической структуры 
пространства.  

Предложение 8 [8; 9]. Геометрическая лупа с гомотетиями �� �
〈�, ��, ��������, �〉 может быть реализована как геодезическая в пространстве 
почти симметрической аффинной связности тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие соотношения: 

��������� � ���� ∘ ����, 
����� ∘ �� � ��� ∘ �� ∘ ��������� , 

��̅��, �� ∘ ��� � ���̅��,���� ∘ ��̅��, ��, 
��̅��, �� ∘ �� � �� ∘ ��̅��, ��, 
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где 
�� � ���� ������,  

��� � ���������� ∘ ����� ∘ ��������
� �

��
∘ �����; �, �, � � �, 

��̅��, �� � ������� ��� ∘ ��� ∘ ���;       �, � � �. 
Определение 6 [8; 9]. Многообразие аффинной связности (M, )  называется 

антисимметрическим, если геодезическая симметрия �� � ����� относительно 
любой точки а пространства является локальным антиизоморфизмом операций 

умножения геодезических луп, то есть ��, �, �, � � ����� �� ⋅ ��
� � ��� ⋅

���
���. 

Предложение 9 [8; 9]. Геодезическая лупа аналитического 
антисимметрического многообразия почти симметрична, бинарно-лиева, и 
справедливы следующие тождества: 

��������������������������������� ⋅ ����������������� �
� �������� ⋅ �����������,   (12) 

��������������������� � ����������������������������,  (13) 
����������� � �����������,

������������������������������ �
� ����������������������������� ⋅ �����������������������������

 (14) 

Свойства параллельных переносов и гомотетий просимметрических 
многообразий аффинной связности нулевой кривизны рассмотрены в работе 
[11]. Обобщение симметрических пространств, выходящее за рамки теории 
многообразий аффинной связности, приводится в работах [4; 5].  
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ÐÀÇÄÅË II. 
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÝËÅÊÒÐÎÍÍÀß ÏËÀÇÌÀ, ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÀß ÏË¨ÍÊÀ È 
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ*23 
 
Зверев Н.В., Юшканов А.А. 
Московский государственный областной университет, 
105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10а, Российская Федерация 
 
Аннотация. С помощью численных расчётов изучено влияние квантовых волновых 
свойств электронов электронной плазмы на взаимодействие электромагнитного 
излучения с тонкой металлической плёнкой. Рассмотрены оптические коэффициенты 
отражения, прохождения и поглощения излучения. Показано, что данные 
коэффициенты для квантовой плазмы отличаются как от коэффициентов вырожденной 
классической электронной плазмы с учётом пространственной дисперсии, так и от 
коэффициентов для электронного газа в подходе Друде – Лоренца без учёта 
пространственной дисперсии. 

Ключевые слова: квантовая плазма, металлическая плёнка, электромагнитное 
излучение, оптические коэффициенты. 
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1. Введение 

Исследования взаимодействия электромагнитного излучения с материалами 
малых размеров в настоящее время представляют большой интерес [1; 8]. 
Данные исследования имеют как теоретическое значение, так и практическое 
применение, направленное на создание микроскопических и наноразмерных 
оптических устройств. 

Одним из таких исследований является изучение взаимодействия излучения 
с тонким металлическим слоем, находящимся между двумя диэлектриками. При 
этом используют кинетическое уравнение Больцмана и учитывают 
пространственную дисперсию электронной плазмы [2; 4]. 

Однако в данных исследованиях не учитываются квантовые волновые 
свойства электронов электронной плазмы. Это обусловлено трудностями 
получения приемлемых соотношений для продольной и поперечной 
диэлектрических проницаемостей квантовой электронной плазмы [9–14]. В то 
же время электроны в веществах подчиняются квантовым законам. Поэтому 
квантовые волновые свойства электронов в металлах могут оказывать влияние 
на взаимодействие излучения с металлическими объектами. Такое влияние 
может быть заметным в случае излучения высоких частот, начиная с 
инфракрасного диапазона, и для объектов нанометровых размеров. В настоящей 
работе изучается влияние квантовых волновых свойств вырожденного 
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электронного газа на взаимодействие излучения с плоской металлической 
плёнкой. При этом исследуются оптические коэффициенты отражения, 
прохождения и поглощения электромагнитного излучения. 

 
2. Модель и оптические коэффициенты 

Мы рассматриваем плоскую металлическую плёнку толщиной d, 
расположенную между двумя прозрачными диэлектрическими средами с 
диэлектрическими проницаемостями 1 и 2 (рис. 1). Считаем, что данные среды 
являются изотропными немагнитными веществами, а диэлектрические 
проницаемости данных сред являются положительными и постоянными. 

 

Рис. 1. Схема распространения электромагнитного излучения 

 
Пусть электромагнитное излучение падает на металлическую плёнку под 

углом   со стороны первой среды с 1. Тогда оптические коэффициенты 
отражения излучения от плёнки R, прохождения через плёнку T и поглощения 
излучения в плёнке A определяются по формулам: 
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где величины ���� и ���� в случае P-волны (E лежит в плоскости падения волны 
XZ) определяются формулами (j = 1, 2): 
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В данных формулах  – угол преломления во вторую среду с 2, определяемый 
соотношением: 

��� ��� � � ��� ��� ��	. 
В случае полного внутреннего отражения sin > 1, величина cos является 

чисто мнимой с Im cos > 0. Кроме того ����� и ����� – безразмерные 
поверхностные импедансы электромагнитного излучения, определяемые на 
поверхности падения на плёнку (z = 0) по формулам: 
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Здесь Z0 – волновое сопротивление вакуума в системе СИ. Индекс j = 1 
соответствует нечётным конфигурациям полей E и H внутри плёнки (область 
� � � � �), а j = 2 – чётным конфигурациям: 

�������, �, � � �� � ��1���������, �, ��     (P-волна), 

�������, �, � � �� � ��1���������, �, ��     (S-волна). 
Формулы (1а) и (1б) для оптических коэффициентов отражения и 

прохождения соответствуют формулам, приведенным в работах [6; 7]. В случае 
вакуума или воздуха при 1 = 2 = 1 эти формулы переходят в соотношения, 
данные в работах [2; 3; 8]. 

 
3. Поверхностные импедансы и диэлектрические проницаемости  

электронной плазмы 
Поверхностные импедансы ����� и ����� в случае зеркального отражения 

электронов от поверхности плёнки имеют вид [2; 3] (j = 1, 2): 
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В этих формулах при j = 1 суммирование ведётся по всем нечётным целым � �
�1,��,��,�, а в случае j = 2 – по всем чётным � � �,��,��,�. 
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Далее, l и tr – продольная и поперечная диэлектрические проницаемости 
электронной плазмы. Для квантовой вырожденной электронной плазмы с 
учётом волновых свойств электронов эти проницаемости найдены в работах [13; 
14] в рамках подхода Мермина [10], в котором используется матрица плотности 
электронов в пространстве импульсов. Данные проницаемости при нулевой 
температуре в случае постоянного времени релаксации имеют следующий вид: 
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где обозначено: 
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Кроме того, используются безразмерные величины и параметры: 

Ω � �
��
,							� � ��

� ,							� �
�

��� ,						� �
���
����� ,						� � ���

�� ,   (5) 

� � ��|�|
�� ,							�� � ������� � ���,								�� � ����

�� . 
Здесь  – циклическая частота излучения, p – плазменная частота 
вырожденного электронного газа, F – скорость Ферми электронов, c – скорость 
света в вакууме,  – время релаксации электронов вследствие их столкновений в 
плазме, me – эффективная масса электронов проводимости, � – постоянная 
Планка, kx – проекция волнового вектора k падающего излучения на ось X в 
плоскости плёнки (см. рис. 1), равная: 
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Величину r мы в дальнейшем называем квантовым параметром. 
Диэлектрические проницаемости (4а) и (4б) квантовой плазмы в пределе 
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Данную плазму называем классической вырожденной электронной плазмой 
с пространственной дисперсией. 
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4. Результаты расчётов 

Нами выполнены численные расчёты оптических коэффициентов отражения 
R, прохождения T и поглощения A по формулам (1)–(4), (6) и (7) для 
диэлектрических проницаемостей электронной плазмы в различных подходах. 
Типичные результаты расчётов представлены на рис. 2 для S-волны и рис. 3 для 
P-волны. Для расчетов использованы следующие данные, характерные для 
металла калия [2; 3]: p = 6.611015 с–1, F = 8.5105 м/с, эффективная масса 
электронов проводимости равна массе свободных электронов, и  = 10–3. 
Поэтому согласно (5) нами взяты безразмерные параметры   = 2.8310–3 и r = 
1.07. В качестве первой диэлектрической среды взят воздух или вакуум с 1 = 1, а 
второй диэлектрической средой, или подложкой, служит кварц с 2 = 2. 
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Рис. 2. Зависимости коэффициентов отражения R (верхний рисунок) и поглощения 
A (нижний рисунок) для S-волны от безразмерной частоты :  1 – квантовая 

плазма, 2 – классическая вырожденная плазма, 3 – подход Друде-Лоренца. 
Величины   = 60°, 1 = 1, 2 = 2, W = 1000,  = 2.8310–3,   = 10–3, r = 1.07. 

 
Расчёты показывают, что для безразмерных частот  Ω~ �

� (рис. 2) и ~1 

(рис. 3) оптические коэффициенты отражения, прохождения и поглощения 
квантовой электронной плазмы отличаются от данных коэффициентов как 
классической вырожденной электронной плазмы с пространственной 
дисперсией, так и электронного газа в подходе Друде-Лоренца. Это отличие 
вызвано проявлением не только размерных эффектов пространственной 
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дисперсии [3; 5–8], но также и квантовых волновых свойств электронов в 
электронной плазме. Кроме того, при  > 1 (рис. 3) данные волновые свойства 
электронов приводят к смещению, сглаживанию и устранению большинства 
классических резонансных пиков [3; 6], вызванных колебаниями электронной 
плазмы вдоль оси Z [1]. 

 

 

Рис. 3. Зависимости коэффициентов отражения R (верхний рисунок) и поглощения 
A (нижний рисунок) для P-волны от безразмерной частоты :  1 – квантовая 

плазма, 2 – классическая вырожденная плазма, 3 – подход Друде-Лоренца. 
Величины   = 60°, 1 = 1, 2 = 2, W = 10,  = 2.8310–3,   = 10–3, r = 1.07. 
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Стоит также отметить, что согласно (5) значения W = 10 и W = 1000 
соответствуют толщине плёнки d = 1.28 нм и d = 128 нм соответственно. Поэтому 
квантовые волновые свойства электронов вместе с размерными эффектами 
пространственной дисперсии существенны в случае металлических плёнок 
нанометровых размеров. А поскольку плазменная частота электронов лежит в 
ультрафиолетовой области, данные квантовые свойства электронов заметны для 
частот от терагерцового и инфракрасного до видимого и ультрафиолетового 
диапазонов. 

 
5. Заключение 

В данной работе выполнены численные исследования влияния квантовых 
волновых свойств электронов вырожденной электронной плазмы на 
взаимодействие электромагнитного излучения с тонкой металлической 
плёнкой, расположенной между двумя прозрачными диэлектрическими 
средами. В результате исследований показано, что оптические коэффициенты с 
диэлектрическими проницаемостями квантовой плазмы отличаются от этих 
коэффициентов, рассчитанных для диэлектрических проницаемостей как 
классической вырожденной электронной плазмы с учётом пространственной 
дисперсии, так и классического электронного газа в подходе Друде - Лоренца без 
учёта пространственной дисперсии. Такое отличие наблюдается в областях 
частот от терагерцового и инфракрасного до видимого и ультрафиолетового 
диапазонов для плёнок нанометровых размеров. 

Рассмотренные эффекты квантовых волновых свойств электронов в 
электронной плазме металлов необходимо принимать во внимание при 
изучении взаимодействия электромагнитного излучения с тонкими 
металлическими объектами, а также при конструировании оптических 
устройств с металлическими плёнками, работающими в качестве волноводов 
или управляемых оптических фильтров. 
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устройств с металлическими плёнками, работающими в качестве волноводов 
или управляемых оптических фильтров. 
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ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ È ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ 
ÃÀÇÎÂÛÕ ÑÌÅÑÅÉ4 
 
Маркеев Б.М. 
Московский государственный областной университет 
105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация 
 
Аннотация. В работе развивается гидродинамическая теория течения 
сильнонеравновесной газовой смеси на основе разложения решения уравнения 
Больцмана по ортогональным полиномам в пространстве скоростей возле парциальной 
максвелловской функции. Классическим примером могут служить течения в области 
ударной волны, в слабоионизованном газе, помещённом в сильное электрическое поле, 
а также в кнудсеновском слое вблизи твёрдых поверхностей. Анализируются особенности 
обобщённого моментного метода решения кинетического уравнения по сравнению с 
классическим методом Чепмена-Энскога. Показано, что решения в рамках обобщённого 
моментного метода обладают для течения сильнонеравновесной газовой смеси более 
быстрой асимптотической сходимостью по сравнению с классическим методом Чепмена-
Энскога.  

Ключевые слова: классический метод Чепмена-Энскога, обобщенный моментный метод, 
уравнение Больцмана, максвелловская функция. 

 
KINETIC THEORY AND NONEQUILIBRIUM INHOMOGENEOUS GAS 
MIXTURES 
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Abstract. We have developed the hydrodynamic theory of the flow of a strongly nonequilibrium 
gas mixture through the decomposition of the solution of the Boltzmann equation for orthogonal 
polynomials in the space of velocities near the partial Maxwellian function. A classic example is 
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the flow in the region of a shock wave in a weakly ionized gas placed in a strong electric field, 
and also in the Knudsen layer near the solid surfaces. We analyze the features of the generalized 
moment method for solving the kinetic equation as compared to the classical Chapman–Enskog 
method. It is shown that for the flow of a strongly nonequilibrium gas mixture, the solutions in 
the framework of the generalized torque method have a faster asymptotic convergence 
compared to the classical Chapman–Enskog method. 

Keywords: classical Chapman-Enskog method, generalized moment method, the Boltzmann 
equation, Maxwellian function. 
 

При исследовании потоков сильнонеравновесной газовой смеси удобно 
описывать каждую компоненту смеси парциальной функцией распределения 
����, ��, ��. Парциальная функция распределения определяется таким образом, 
что ����, ��, �������� представляет собой среднее число частиц сорта � в момент 
времени��, находящихся в объёме �� в окрестности точки � и интервале 
скоростей ��� в окрестности ��. Функция распределения может также 
рассматриваться как плотность вероятности в �, ��  фазовом пространстве. 
Эволюция во времени парциальной функции распределения определяется как 
движением невзаимодействующих частиц в поле внешних сил, так и 
столкновениями между частицами. Математическое описание данной эволюции 
даётся хорошо известным уравнением Больцмана. 
���� � ������ � �� � ��� ��⁄ ��� � �� �⁄ ���������������� �� � �� ��⁄ ����, (1) 

где ��   и �� – заряд и масса частиц сорта α соответственно, � – массовая сила, � 
– электрическое поле, � – магнитное поле, с – скорость света, �t – временная 
производная, �r – градиент в пространстве координат, �v - градиент в 
пространстве скоростей. Величина �� ��⁄ ���� в уравнении Больцмана 
представляет скорость изменения функции �� в данной области фазового 
пространства за счёт столкновений. Для бинарных упругих столкновений между 
ионами и нейтралами и между нейтралами различных сортов используем 
интеграл столкновений Больцмана: 

�� ��⁄ ���� �� ��� �������������, �����́��́ � ����� �� ���  (2) 
где ���� – элемент в пространстве скоростей частицы сорта �, ��� – 
относительная скорость сталкивающихся частиц сорта � и β, �����, �� – 
дифференциальное сечение рассеяния, �� – элемент телесного угла в системе 
центра масс, � – угол рассеяния, штрих означает, что аргументом функции 
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the flow in the region of a shock wave in a weakly ionized gas placed in a strong electric field, 
and also in the Knudsen layer near the solid surfaces. We analyze the features of the generalized 
moment method for solving the kinetic equation as compared to the classical Chapman–Enskog 
method. It is shown that for the flow of a strongly nonequilibrium gas mixture, the solutions in 
the framework of the generalized torque method have a faster asymptotic convergence 
compared to the classical Chapman–Enskog method. 
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При исследовании потоков сильнонеравновесной газовой смеси удобно 
описывать каждую компоненту смеси парциальной функцией распределения 
����, ��, ��. Парциальная функция распределения определяется таким образом, 
что ����, ��, �������� представляет собой среднее число частиц сорта � в момент 
времени��, находящихся в объёме �� в окрестности точки � и интервале 
скоростей ��� в окрестности ��. Функция распределения может также 
рассматриваться как плотность вероятности в �, ��  фазовом пространстве. 
Эволюция во времени парциальной функции распределения определяется как 
движением невзаимодействующих частиц в поле внешних сил, так и 
столкновениями между частицами. Математическое описание данной эволюции 
даётся хорошо известным уравнением Больцмана. 
���� � ������ � �� � ��� ��⁄ ��� � �� �⁄ ���������������� �� � �� ��⁄ ����, (1) 

где ��   и �� – заряд и масса частиц сорта α соответственно, � – массовая сила, � 
– электрическое поле, � – магнитное поле, с – скорость света, �t – временная 
производная, �r – градиент в пространстве координат, �v - градиент в 
пространстве скоростей. Величина �� ��⁄ ���� в уравнении Больцмана 
представляет скорость изменения функции �� в данной области фазового 
пространства за счёт столкновений. Для бинарных упругих столкновений между 
ионами и нейтралами и между нейтралами различных сортов используем 
интеграл столкновений Больцмана: 

�� ��⁄ ���� �� ��� �������������, �����́��́ � ����� �� ���  (2) 
где ���� – элемент в пространстве скоростей частицы сорта �, ��� – 
относительная скорость сталкивающихся частиц сорта � и β, �����, �� – 
дифференциальное сечение рассеяния, �� – элемент телесного угла в системе 
центра масс, � – угол рассеяния, штрих означает, что аргументом функции 
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распределения является скорость после столкновения. Хотя представляется 
заманчивым знать индивидуальное распределение частиц по скоростям, 
математические трудности, связанные с решением уравнения Больцмана, 
определили невозможность получения информации подобного рода для 
сильнонеравновесной смеси. В работах Чепмена, Энскога, Барнетта [1] основные 
физические величины были определены в системе координат, движущейся со 
среднемассовой скоростью газовой смеси: 

�	 � ������� �����⁄ ,   (3) 
где �� – плотность частиц сорта � , ��  – средняя скорость частиц сорта α, 
которая определяется ниже. Тепловая скорость определяется относительно 
системы координат, движущейся со среднемассовой скоростью, соотношением: 

��∗ 	� 	��	� 	�     (4) 
Для парциальной функции распределения имеют физический смысл 

следующие моменты: 
парциальная дрейфовая скорость: 

�� � 〈��〉    (5) 
парциальная температура: 

�	���	�����∗ 	� 	 ������ � с�∗	� �   (6) 
парциальный вектор теплового потока: 

��∗ 	� 	 �	½	���	�� � с�∗	�	с�∗ �    (7) 
парциальный тензор давления: 

����∗ 	� 	���� � с��∗ 	с��∗ �		   (8) 
парциальный тензор напряжений: 

����∗ � �����∗ � ����∗     (9) 
парциальный тензор давления более высокого порядка:  

μ����∗ 	� �½���	�� � с�∗�	с�� ∙ с��∗ �   (10) 
парциальный тензор третьего ранга 

�����∗ � ��	�� � с�∗ с��с��∗ �,   (11) 
где �� � 		 ������∗ - парциальное давление частиц сорта �, ��  – постоянная 
Больцмана, ��� – символ Кронекера и угловые скобки означают усреднения: 

� � �	� 	 �� ��⁄ � � �	�� 	��	��   (12) 
Если в качестве одной гидродинамической переменной выбрана 

среднемассовая скорость, характеризующая движение смеси как целого, то 

 

необходимо дополнительно к ней ввести диффузионные скорости, 
описывающие парциальные потоки индивидуальных компонент относительно 
системы координат, связанной со среднемассовой скоростью  

�� � ����     (13) 
В ранних работах Чепмена, Энскога, Барнетта уравнения переноса для 

гидродинамических переменных были получены в предположении, что 
величина диффузионных скоростей мала, поэтому членами, соответствующими 
моментам высокого порядка, произведению диффузионных скоростей, так же, 
как и произведению диффузионной скорости на моменты более высокого 
порядка ��∗  , ����∗  , μ����∗  , �����∗ , пренебрегали. Явления переноса в пределе малых 
диффузионных скоростей были изучены для различных газовых смесей, что 
нашло отражение в классической монографии Чепмена и Каулинга [2]. С другой 
стороны, система уравнений переноса для величин (1–9), предложенная в [3], 
описывает явления переноса в многокомпонентной газовой смеси при конечных 
числах Кнудсена, когда необходим учёт вязкого переноса импульса за счёт 
диффузионных скоростей, обусловленного взаимодействием между 
компонентами. Как альтернатива по отношению к транспортным свойствам 
смеси газов, определённым по отношению к среднемассовой скорости, в 
обобщённом методе моментов транспортные свойства компонентов газовой 
смеси определяются по отношению к средней парциальной скорости данной 
компоненты. Это предполагает, что для взаимодействующих компонент с 
конечными относительными скоростями парциальная функция распределения 
нулевого приближения более вероятно представляет собой максвелловскую 
функцию в системе, связанной с парциальной средней скоростью, а не со 
среднемассовой скоростью. И, как следствие, разложение функции 
распределения по скоростям для данного компонента частиц относительно 
парциальной максвелловской функции должно обеспечить более быструю 
асимптотическую сходимость, если парциальная скорость используется для 
определения транспортных свойств. По отношению к парциальной средней 
скорости хаотическая или тепловая средняя скорость определяется как 

�� � �����	,     (14) 
а моменты функции распределения, имеющие физический смысл, 
соответственно: 

�� 	� 〈��	〉 ,     (15) 
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�3 2⁄ ����� � ���
� � � с�� �,    (16) 

�� 	� 	 �1 2⁄ 		���	�� � ��� 		�� �,   (17) 
���� 	� 	��	�� � с��	с�� �,   (18) 
���� 	� 	 ����� � 	����,	    (19) 

μ���� � �	½	����� � ��� 	���	��� 	�,   (20) 
�����	 � ��	�� � с��	с��	��� �,   (21) 

где �� � ������. Отличие данного определения транспортных свойств от (4–11) 
можно выразить, используя величину диффузионной скорости 

��∗ � �� ���.     (22) 
Подставляя (22) в (5–10) и учитывая (14–21), получим следующие соотношения 
в связи с различным определением транспортных свойств: 

��∗ � �� � ����� 3��⁄ ,		    (23) 

���∗ � ��� � ���� ����� �������� � ���� ������� 	���,  (24) 

����∗ � ���� � ��	��������,    (25) 
����∗ � ���� � ��	���	������	�	������� 3⁄ �,  (26) 

μ�����∗ � μ����� � ������ ������� � �3 2⁄ �������� ����	����� �
									�2���������� � �1 2⁄ �������� � �1 2⁄ ��������������,  (27) 
�����∗ � ����� � ������� ������������ � с�����с�� � �	�������������.

          (28) 
Как отмечалось выше, в методе Чепмена-Энскога-Барнетта для газовых 

смесей величина диффузной скорости предполагается достаточно малой, так что 
членами, содержащими моменты более высокого порядка и произведения 
диффузионных скоростей, можно пренебречь, как и членами, 
пропорциональными произведению ��  и моментов ��, ����, μ�����, �����. Таким 
образом, в пределе малых диффузионных скоростей можно пренебречь 
отличием в определении транспортных свойств температуры, тензора давлений, 
тензора напряжений, тензора давлений более высокого порядка и тензора 
потока тепла. Представляется уместным отметить существенную разницу в 
определении потока тепла: 

��∗ � �� � ���2�����.     (29) 
Эту разницу в определении необходимо иметь в виду при сравнении 
коэффициентов переноса, полученных для (24), с соответствующими 
коэффициентами, которые следуют из теории Чепмена-Энскога. Классическим 

 

примером сильнонеравновесной среды служит ударная волна в газовой смеси 
[4]. Одним из эффективных методов исследования явлений переноса в данной 
системе является метод Мотт-Смита, в рамках которого система 
характеризуется бимодальным распределением молекул по скоростям [5]: 

�� � ����� � �����, ����� � ������������������� ������������
����� �, (30) 

где ����� и ����� – максвелловские функции распределения относительно 
парциальных скоростей, определяющих состояние системы до ударной волны и 
после. Систему уравнений переноса, описывающую пространственную 
эволюцию функции распределения (30), полученной методом Мотт-Смита, 
замыкают обычно уравнением для переноса потока импульса, и величина 
изменения потока импульса (справедливая для конечных относительных 
скоростей) используется для определения толщины ударной волны. Её нетрудно 
обобщить на случай произвольных величин относительных скоростей, когда 
состояние системы характеризуется распределением (30). Другим классическим 
примером сильнонеравновесной среды может служить течение 
слабоионизированной плазмы в сильных электрических полях или течение 
газовой смеси в кнудсеновском слое вблизи поверхности. 
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��∗ � �� � ����� 3��⁄ ,		    (23) 

���∗ � ��� � ���� ����� �������� � ���� ������� 	���,  (24) 

����∗ � ���� � ��	��������,    (25) 
����∗ � ���� � ��	���	������	�	������� 3⁄ �,  (26) 

μ�����∗ � μ����� � ������ ������� � �3 2⁄ �������� ����	����� �
									�2���������� � �1 2⁄ �������� � �1 2⁄ ��������������,  (27) 
�����∗ � ����� � ������� ������������ � с�����с�� � �	�������������.

          (28) 
Как отмечалось выше, в методе Чепмена-Энскога-Барнетта для газовых 

смесей величина диффузной скорости предполагается достаточно малой, так что 
членами, содержащими моменты более высокого порядка и произведения 
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��∗ � �� � ���2�����.     (29) 
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примером сильнонеравновесной среды служит ударная волна в газовой смеси 
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�� � ����� � �����, ����� � ������������������� ������������
����� �, (30) 
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С изменением фазовой задержки слоя ЖК изменяется фокусное расстояние 
АЛ. Изменением параметров электрического поля (амплитуда, частота) 
осуществляется изменение фокусного расстояния АЛ. Фазовая задержки слоя 
ЖК изменяется при изменении зависящего от приложенного поля 
пространственного распределения директора ЖК. 

Фокусное расстояние увеличивается с ростом диаметра микролинзы. 
Если зависимость фазовой задержки от радиальной координаты 

квадратичная, то ЖК линза соответствует сферической линзе. Можно 
аналогично рассматривать зависимость необыкновенного показателя 
преломления от радиальной координаты, если толщина слоя ЖК одинакова по 
всему полю линзы и его радиальное ориентационное распределение одинаково 
по всему объёму ЖК слоя. Она соответствует сферической рассеивающей линзе, 
если разность показателей преломления возрастает квадратично от центра 
линзы (имеет форму параболы). Она соответствует сферической собирающей 
линзе, если разность показателей преломления убывает квадратично от центра 
линзы (имеет форму параболы). 

 
2. Неоднородные ЖК структуры, формирующие микролинзу 

В [2–6] рассмотрены нематические жидкокристаллические структуры с 
неоднородным распределением директора. На рис. 1 изображена предлагаемая 
ЖК структура.  

Это упорядоченный (матрица из цилиндрических пор с ЖК микролинзами в 
них) блок микролинз, установленный перед матрицей фотоэлементов 
цифрового фотоаппарата на заранее определённом (толщина прозрачного слоя 
между матрицей линз и матрицей фотоэлементов) расстоянии, выбранном с 
учётом фокусного расстояния микролинз. Фотоэлементы стоят по осям 
микролинз, образуя матрицу с такими же пространственными 
характеристиками. 

На рис. 2 представлена цилиндрическая пора, заполненная ЖК, для случая S 
распределения [2–6]. Это ЖК микролинза. У поверхности цилиндра угол 
директора ЖК отличается от угла посередине (на оси цилиндра, то есть линзы). 
Угол посередине равен нулю, то есть директор параллелен оси цилиндра (линзы). 

 

 

 

Рис. 1. Обозначения: 1 – прозрачный слой сверху (перед матрицей микролинз);  
2 – непрозрачный слой, содержащий блок микролинз (цилиндрические поры, 

заполненные ЖК); 3 – прозрачный слой, отделяющий микролинзы от 
фотоэлементов. Фотоэлементы не показаны на рисунке. Свет падает сверху вниз. 

 

 

Рис. 2. ЖК микролинза. Цилиндрическая пора заполнена нематическим ЖК. 
Случай S распределения. Посередине директор ЖК параллелен оси линзы. 

 
В данной работе распределение директора ЖК рассмотрено при отношении 

коэффициентов упругости от K33/К11=0,5 до K33/К11=3.  
Распределения угла наклона директора ЖК по диаметру цилиндрической 

поры показаны на рис. 3. Приведены данные для S и B распределения [2–6]. 
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смоделированы. На рис.4 приведены данные для ориентационных 
распределений S типа.  
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где угол θ зависит от радиальной координаты. 
 

 

 

Рис. 5. Зависимость показателя преломления от углов наклона директора ЖК. 
Микролинзы с B распределением директора ЖК. Слева K33/К11=0,5. Справа K33/К11=3 
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распределен по радиальной координате нелинейно при K33/К11 отличном от 
единицы. В связи с этим по горизонтальной оси на рис.4 и рис.5 указаны углы 
наклона директора.  

Для радиальной координаты по горизонтальной оси выбран линейный 
масштаб. Вследствие нелинейности зависимости углов наклона директора от 
радиальной координаты, они распределены вдоль горизонтальной оси 
неравномерно. Показано сравнение с квадратичной функцией для зависимости 
n(r) показателя преломления от радиальной координаты. Параметр R2, 
показывающий их расхождение, крайне близок к единице. Радиальная 
координата на горизонтальной оси не подписана.  

Зависимость показателя преломления от радиальной координаты, как видно 
из рис. 4, квадратична при небольших угловых диапазонах. Микролинза ЖК 
аналогична сферической линзе при приповерхностных углах до 30°. На практике 
механообработкой (формированием микрорельефа) и выбором покрытия 
(ориентанта) цилиндрической поверхности такие приповерхностные углы для S 
распределения вполне реализуемы [2–6]. 

Она соответствует сферической собирающей линзе, так как разность 
показателей преломления убывает квадратично от центра линзы. 

Зависимость показателя преломления от радиальной координаты, как видно 
из рис. 5, квадратична при небольших угловых диапазонах. Таким образом, 
микролинза ЖК аналогична сферической линзе при приповерхностных углах 
боле 60°. Для B распределения вполне реализуемы такие приповерхностные углы 
[2–6] на практике. Микролинза соответствует сферической рассеивающей линзе, 
разность показателей преломления возрастает квадратично от центра. 

Отношение K33/К11 играет, в целом, важную роль для оптических свойств ЖК 
слоя, но, как видно из рис. 4 и рис. 5, при небольших угловых диапазонах эффект 
от изменения K33/К11 небольшой. 

 
4. Выводы 

Впервые предложены микролинзы ЖК S и B типов. 
Смоделированы зависимости показателя преломления от радиальной 

координаты для различных ЖК линз. 
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Показано, что есть достаточно обширные возможности управления 
оптическими свойствами микролинзы, изменяя приложенным полем 
ориентацию ЖК. 

Показано, что микролинзу, аналогичную сферической, можно получить и без 
приложения поля. Указаны диапазоны углов и оценено влияние упругих свойств 
ЖК. 

Предложен блок микролинз, установленный перед матрицей фотоэлементов 
цифрового фотоаппарата. 
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1. Введение 
Движение аэрозольной частицы в газовых средах под действием постоянного 

на большом удалении от частицы градиента температуры �� называется 
термофорезом. Причиной такого движения является неоднородность поля 
температуры на поверхности частицы. На неоднородность поля температуры на 
поверхности частицы влияют как близко расположенные другие частицы, так и 
неоднородность частиц по теплопроводности. В данной работе рассматриваются 
крупные [1] твёрдые сферические аэрозольные частицы. В случае таких частиц 
число Кнудсена � �⁄ ≪ 1, где � – средняя длина свободного пробега молекул 
окружающего частицу газа, �� – радиус частицы. При описании движения 
крупных частиц газ рассматривается как сплошная среда и применяются методы 
гидродинамики. Взаимодействие газа с неоднородно нагретой поверхностью 
частицы приводит к тепловому скольжению [1] газа по её поверхности. В этих 
условиях создается действующий на частицу импульс, под действием которого 
она приходит в ускоренное движение. На частицу также действует сила вязкого 
сопротивления внешней среды, которая увеличивается с ростом скорости [2] и 
уравновешивает термофоретическую силу, что позволяет определить 
мгновенную термофоретическую скорость частицы, используя условие 
равенства нулю действующей на нее результирующей силы. В общем случае 
частица совершает и вращательное движение вокруг оси, проходящей через её 
центр масс. Мгновенную угловую скорость вращения частицы можно 
определить из условия равенства нулю действующего на нее результирующего 
крутящего момента. 

Если аэрозольные частицы расположены близко, то возмущение в газе, 
вызванное движением одной частицы, влияет на движение другой частицы. 
Частицы начинают взаимодействовать гидродинамически. Термофоретическое 
движение двух одинаковых гидродинамически взаимодействующих крупных 
твердых сферических однородных аэрозольных частиц рассмотрено 
приближёнными методами в работе [3]. В работе [4] рассмотрено 
термофоретическое движение двух одинаковых гидродинамически 
взаимодействующих крупных твёрдых сферических многослойных аэрозольных 
частиц операторным методом в случае, когда движение дублета происходит 
вдоль линии центров параллельно градиенту температуры �� (в этом случае 
движение является осесимметрическим, вращение частиц отсутствует). Под 
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многослойной частицей имеется в виду частица, состоящая из k сферических 
слоев: � � � � ��, �� � � � ��, �� � � � ��, …, ���� � � � ��, где � � �� �
�� � �� � � � �� � �, � � �. Сферические слои считаются однородными. 
Коэффициент теплопроводности i-го слоя равен ��. В работе [5] рассмотрено 
термофоретическое движение двух одинаковых гидродинамически 
взаимодействующих крупных твердых сферических двухслойных аэрозольных 
частиц при произвольной ориентации дублета. Целью данной работы является 
обобщение результатов работ [4; 5] на случай дублетов многослойных частиц 
при произвольной ориентации дублета относительно градиента температуры 
��. 

 
2. Уравнения и граничные условия для полей температур 

Пусть две одинаковые крупные твердые сферические многослойные 
аэрозольные частицы взвешены в однокомпонентном газе (воздух тоже 
приближённо можно рассматривать как однокомпонентный газ), в котором на 
большом удалении от этих частиц поддерживается постоянный градиент 
температуры ��. Поле температуры в газе, в котором градиент температуры 
постоянен и равен ��, а аэрозольные частицы отсутствуют, обозначим через ��. 
Пусть �� – поле температуры в газе с учётом рассматриваемых аэрозольных 
частиц, �� – средняя температура газа в рассматриваемом объёме в поле ��, �� �
|��|�. Величина �� ��⁄  характеризует относительный перепад температуры на 
расстоянии в один радиус частицы. В реальных условиях �� �� ≪ 1⁄  [1].  

Пусть �� и �� – центры частиц, O – середина отрезка ����, l – расстояние 

между центрами частиц,	��� – вектор ����, � – угол между векторами �� и 	���. 
Выберем декартову систему координат Oxyz, в которой направление оси Oz 

совпадает с направлением вектора 	���, координатная плоскость Oxz параллельна 
вектору ��. Везде, далее, r, �, � – сферические координаты точки в системе 
координат с началом в точке O. Нумерация частиц и направление оси Ox 

выбраны так, что углы между вектором �� и единичными векторами ��, ���	 не 
превосходят � �⁄ . Путём параллельного переноса системы Oxyz в точки �� и �� 
получим системы координат, в которых записываются граничные условия на 
поверхностях частиц и их слоев. Везде далее �� , ��, ��  – сферические координаты 
точки в системе координат с началом в точке ��, где � � �1���.  

 

Пусть ����� – поле температуры в i-м слое j-й частицы, где 1 � � � �, � � �1���. 
Так как �� �� ≪ 1⁄ , то поля ��, ����� можно изучать [1], решая уравнения ���� �
0, ������� � 0, где 1 � � � �, � � �1���. Граничные условия на поверхностях слоев 

имеют следующий вид: ������� � ����� и ���� �����
���

��� � �� ���
���

���  при �� � ����, где � �
� � �, � � �1���. На поверхностях частиц выполняются граничные условия �� �
����� и �� ������ � �� ���

���

���  при �� � � где �� - коэффициент теплопроводности газа, 

� � �1���. На большом удалении от частиц возмущение поля температуры ��, 
вызванное аэрозольными частицами, исчезает: lim������ � ��� � 0. 

 
3. Решение уравнений теплопроводности 

Поле температуры в газе �� можно представить в виде [3] �� � �� � ���� �
����, где ���� – возмущение поля ��, вызванное j-й частицей и удовлетворяющее 
условиям ������ � 0 и lim��� ���� � 0. Пусть, для определённости, �� – температура 

в точке �� в поле ��. Ясно, что �� � �� � ����� � �� � ����� � ��, где ���  – символ 

Кронекера, а запись �� � ��� означает скалярное произведение векторов �� и ���. Пусть 
N – множество натуральных чисел, �� � � � �0�, � � ��, � � ��, � � �, �����	– 
многочлен Лежандра,  

�������� � �1 � ���� �⁄ �������
���  – присоединенная функция Лежандра первого 

рода, �������� � ������������������ , �������� � ������������������  – 

сферические функции, �������� � ���������� и ����������� � ������������� – объёмно-

сферические функции, � � �1���. Поля температур ����� и возмущения ���� поля 
температуры �� ищем в виде [6]   

����� � �� � �� ∑ ∑ ����������� �⁄ ������������������ , 

����� � �� � �� ∑ ∑ ������������ �⁄ �� � ���������� ��⁄ ��������������������� , где � � � � �, 

����� � �� � �� � �� � �� ∑ ∑ ����������� �⁄ ����1�������������������� , 

����� � �� � �� � �� � �� ∑ ∑ ������������ �⁄ �� ���������
���������� ��⁄ �������1������������, где � � � � �,  

���� � �� ∑ ∑ ��������� ��⁄ �������������������� ,  

���� � �� ∑ ∑ ��������� ��⁄ ������1�������������������� , где ��������, �������� и ������� – 
неопределённые коэффициенты (1 � � � �, � � �1���). Так как [2] 
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�� � �� � � � �� � �, � � �. Сферические слои считаются однородными. 
Коэффициент теплопроводности i-го слоя равен ��. В работе [5] рассмотрено 
термофоретическое движение двух одинаковых гидродинамически 
взаимодействующих крупных твердых сферических двухслойных аэрозольных 
частиц при произвольной ориентации дублета. Целью данной работы является 
обобщение результатов работ [4; 5] на случай дублетов многослойных частиц 
при произвольной ориентации дублета относительно градиента температуры 
��. 

 
2. Уравнения и граничные условия для полей температур 

Пусть две одинаковые крупные твердые сферические многослойные 
аэрозольные частицы взвешены в однокомпонентном газе (воздух тоже 
приближённо можно рассматривать как однокомпонентный газ), в котором на 
большом удалении от этих частиц поддерживается постоянный градиент 
температуры ��. Поле температуры в газе, в котором градиент температуры 
постоянен и равен ��, а аэрозольные частицы отсутствуют, обозначим через ��. 
Пусть �� – поле температуры в газе с учётом рассматриваемых аэрозольных 
частиц, �� – средняя температура газа в рассматриваемом объёме в поле ��, �� �
|��|�. Величина �� ��⁄  характеризует относительный перепад температуры на 
расстоянии в один радиус частицы. В реальных условиях �� �� ≪ 1⁄  [1].  

Пусть �� и �� – центры частиц, O – середина отрезка ����, l – расстояние 

между центрами частиц,	��� – вектор ����, � – угол между векторами �� и 	���. 
Выберем декартову систему координат Oxyz, в которой направление оси Oz 

совпадает с направлением вектора 	���, координатная плоскость Oxz параллельна 
вектору ��. Везде, далее, r, �, � – сферические координаты точки в системе 
координат с началом в точке O. Нумерация частиц и направление оси Ox 

выбраны так, что углы между вектором �� и единичными векторами ��, ���	 не 
превосходят � �⁄ . Путём параллельного переноса системы Oxyz в точки �� и �� 
получим системы координат, в которых записываются граничные условия на 
поверхностях частиц и их слоев. Везде далее �� , ��, ��  – сферические координаты 
точки в системе координат с началом в точке ��, где � � �1���.  

 

Пусть ����� – поле температуры в i-м слое j-й частицы, где 1 � � � �, � � �1���. 
Так как �� �� ≪ 1⁄ , то поля ��, ����� можно изучать [1], решая уравнения ���� �
0, ������� � 0, где 1 � � � �, � � �1���. Граничные условия на поверхностях слоев 

имеют следующий вид: ������� � ����� и ���� �����
���

��� � �� ���
���

���  при �� � ����, где � �
� � �, � � �1���. На поверхностях частиц выполняются граничные условия �� �
����� и �� ������ � �� ���

���

���  при �� � � где �� - коэффициент теплопроводности газа, 

� � �1���. На большом удалении от частиц возмущение поля температуры ��, 
вызванное аэрозольными частицами, исчезает: lim������ � ��� � 0. 

 
3. Решение уравнений теплопроводности 

Поле температуры в газе �� можно представить в виде [3] �� � �� � ���� �
����, где ���� – возмущение поля ��, вызванное j-й частицей и удовлетворяющее 
условиям ������ � 0 и lim��� ���� � 0. Пусть, для определённости, �� – температура 

в точке �� в поле ��. Ясно, что �� � �� � ����� � �� � ����� � ��, где ���  – символ 

Кронекера, а запись �� � ��� означает скалярное произведение векторов �� и ���. Пусть 
N – множество натуральных чисел, �� � � � �0�, � � ��, � � ��, � � �, �����	– 
многочлен Лежандра,  

�������� � �1 � ���� �⁄ �������
���  – присоединенная функция Лежандра первого 

рода, �������� � ������������������ , �������� � ������������������  – 

сферические функции, �������� � ���������� и ����������� � ������������� – объёмно-

сферические функции, � � �1���. Поля температур ����� и возмущения ���� поля 
температуры �� ищем в виде [6]   

����� � �� � �� ∑ ∑ ����������� �⁄ ������������������ , 

����� � �� � �� ∑ ∑ ������������ �⁄ �� � ���������� ��⁄ ��������������������� , где � � � � �, 

����� � �� � �� � �� � �� ∑ ∑ ����������� �⁄ ����1�������������������� , 

����� � �� � �� � �� � �� ∑ ∑ ������������ �⁄ �� ���������
���������� ��⁄ �������1������������, где � � � � �,  

���� � �� ∑ ∑ ��������� ��⁄ �������������������� ,  

���� � �� ∑ ∑ ��������� ��⁄ ������1�������������������� , где ��������, �������� и ������� – 
неопределённые коэффициенты (1 � � � �, � � �1���). Так как [2] 
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����������������� ��⁄ ���� � � ���������������� �⁄ ����������
�

���
 

при �� � �, где � � � �⁄ , и �� � �� � ����� � �� � ����� � ��, то в системе координат с 
центром в точке �� : 
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�

���

�

���
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�
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�

���

�

���
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при �� � �.  Так как [2] 

���������� ��⁄ ���� � � ���������������� �⁄ �����������������
�

���
 

при �� � �,  то в системе координат с центром в точке �� при �� � �  

��� � �� � �� � �� � ������ � �� � ���� � ��������� ��⁄ �������������������
�

���

�

���

�� � � ����������������������� �⁄ �����������������
�

���

�

���

�

���
. 

Из граничных условий для полей температур можно найти неопределённые 
коэффициенты операторным методом [5], в котором нахождение 
неопределённых коэффициентов сводится к нахождению бесконечномерных 
векторов. Пусть �� – полное линейное нормированное пространство [7], 
состоящее из векторов � � ���� ��� � ��, для которых ∑ |��|���� � ��. В �� ‖�‖ �
∑ |��|���� . Ясно, что � � ������� � �� � ��, пусть L – пространство ограниченных 

линейных операторов, действующих из �� в ��, а ����� – пространство матриц A с 
бесконечным числом строк и столбцов с нормой ‖�‖ � ���

�
∑ |���|���� . Любой 

оператор � � � можно задать с помощью матрицы � � ����� по формуле BX=AX, 
где � � ��, AX – произведение матрицы A на вектор X. Норма такого оператора, 
согласованная с нормой вектора X, совпадает с нормой ‖�‖ � ���

�
∑ |���|���� . 

Основываясь на этом взаимно-однозначном соответствии между ����� и L, для 
матрицы и соответствующего ей линейного оператора будем использовать одно 
и то же обозначение.  

 

Определим матрицы, которые будут нужны для решения уравнений 
теплопроводности. Везде, далее, запись ����� означает элемент с индексами s и n 

матрицы A, где � ∈ �, � ∈ �. Определим сначала диагональную матрицу �����. 
Для любого i, где � � � � � � �, определим величины �� � ��

���� и �� � ����
�� , где 

�� � �, �� � ��. Ясно, что �� � �, �� � �. Пусть � � ��
�� и �� �

�� � �� �� � �� � � ����⁄⁄ , где s - произвольное натуральное число, а � �
�� �� � ��⁄ . Для любого натурального числа s определим еще один набор из k 
чисел по рекуррентной формуле ���� � ����������������������� ��, где � � � � � � �, а 

���� � �� � �. Элементы диагональной матрицы ����� определяются по формуле 

��������� � ������ ������������������� ������. Пусть матрицы ���� при � ∈ ����� 
определены по формулам �������� � �������������. Можно доказать, что 

операторы ���� при � ∈ ����� является сжимающими, а так как ������� � �, то 

отсюда следует [7], что �� � ������������ ∈ �, �� � ������������ ∈ �, где E – 
единичный оператор. Диагональную матрицу ���� определим по формуле 
�������� � ��� � �����. 

Пусть линейное пространство ���  состоит из векторов � � ���� ��� � ��, для 
которых ∑ |����|���� � �� при �� ∈ ��. Ясно, что ���  является подпространством 

пространства ��. Можно доказать, что ������ � �������� � �������������� ∈ ��� , 

������ � �������� ��������������� ∈ ��� . Зафиксируем значения �� и �� . Пусть �� 
– линейное пространство всевозможных бесконечных числовых 
последовательностей � � ���� ��� � �, а запись ���� означает i-ю координату 
элемента � ∈ ��. Для значений � ∈ ����� и � ∈ ����� определим четыре элемента 
������ (т.е. ������, ������, ������, ������) пространства �� по формулам ��������� �
��������,  ��������� � ���������������. Так как �������� � ������������������ , а 

�������������� � � и �������������� � ��� � �� �⁄ , то этим четырем элементам 

������ соответствуют линейные функционалы, определённые на линейном 
пространстве ���  по формулам ������� � ∑ ��������������� , где � � ���� ��� � �� ∈
��� . Для обозначения элемента пространства �� и порожденного им линейного 
функционала на ���  будем использовать одно и то же обозначение. Мы не будем 
приводить формулу для поля температуры в газе ��, записанную с 
использованием линейных операторов и функционалов, а приведём только две 
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формулы, которые нам нужны будут для решения гидродинамической части 
задачи. На поверхности первой частицы, т.е. при �� � � и любых  ��, ��  

�����|����� � � |��| �⁄ ��i� � ���������� �� � ������ �� � ����������
�� �� �

��� ������� ���� �� � ������ �� �����������
�� ���.  (1) 

На поверхности второй частицы, т.е. при �� � � и любых  ��, ��  

�����|����� � � |��| �⁄ ��i� � ���������� �� � ������ �� � ����������
�� �� �

��� ������� ���� �� � ������ �� �����������
�� ��� .  (2) 

 
4. Уравнения и граничные условия для полей скорости и давления 

Зная поле температуры в газе ��, можно решать гидродинамическую часть 
задачи. Из условия �� �� ≪ 1⁄  следует, что число Рейнольдса является 
величиной малой [1], поля скорости и давления в газе могут быть определены 
при граничных условиях, имеющих место в данный момент времени, из 
квазистационарных уравнений Стокса ��� ����� ��, � � ��=0, где lim���|��| � � (газ 

покоится вдали от частиц) и lim���� � ��� (вдали от частиц возмущение поля 

давления, исходящее от движущихся частиц, исчезает). Пусть ������� – мгновенная 
термофоретическая скорость j-й частицы, а ������� – её мгновенная угловая 
скорость вращения. На поверхности движущейся j-й частицы генерируется поле 

скорости ������ в газе: 
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результирующей силы �����. Угловая скорость вращения ������� j-й частицы 
определяется из условия равенства нулю действующего на неё результирующего 

крутящего момента ������.  
 
 

 

5. Решение уравнений гидродинамики 
Поля скорости �� и давления p в газе будем искать в виде �� � ����� � �����, � �

��� � ���� � ����, где �����, ���� – возмущения, вызванные движением j-й частицы 
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методом, в котором нахождение неопределённых коэффициентов сводится к 
нахождению бесконечномерных векторов [5]. При записи граничного условия 
(3) на операторном языке используются формулы (1)–(2).  
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�� � ����
��� � ����

��� � �����
��� �� � ���

������ ���
��� � ������������ �

���������������� � ��
��� � ��

��� � ���
��� �� ����

������ ���
����. 

Для � � ������ ������ определим функции: 
����� �� � ����� � ��������� � ���� � ����������, 
����� �� � ����� � ��������� � ���� � ����������, 
������ �� � ��� �� � ���

������ ���
����� � ��������� � ���� � ����������, 

������ �� � ����� � ��������� � ���� � �����������
��� �� � ���

������ ��, 

������� �� � ��� �� � ���
������ �� � ��� �� � ���

������ ���
����� � ��������� �

���� � �����������
��� �� � ���

������ ��, 

����� �� � ������ �� ����� ��⁄ , ����� �� � ������� ����� � ����� �������� �����. 
Можно доказать корректность всех приведенных формул [5]. Пусть  

�� ��� ������ �
���������������������
���������������������

, �� ��� ������ �
��������������������������������
�������������������������������

. 

После нахождения неопределённых коэффициентов и выражений для 

результирующей силы ����� и результирующего крутящего момента ������, находим 

формулы для скоростей ������� и �������: 
������� � � ������|��|

����� �� � ������������
� ��� ������ ��� � ��� �� ��� ������ ��� �����, (4) 

������� � ����� �����|��|�����
�����������
���������� ��

���� �������� ��� ���������� � ��. (5) 

 
6. Заключение 

Решение задачи о термофорезе двух крупных твёрдых сферических 
многослойных аэрозольных частиц может быть получено операторным методом 
при любой ориентации дублета относительно градиента температуры ��. 
Формулы (4)–(5) содержат бесконечномерные матрицы. Но на основе этих 
точных формул можно составить вычислительные схемы для приближённых 
вычислений с любой степенью точности, для которых достаточны возможности 

программы Excel [5]. Из них могут быть выведены формулы для скоростей ������� 
и ������� с точностью до �����, где n – заданное натуральное число. Так как 
коэффициенты теплопроводности слоев частицы могут совпадать, из формул 
(4)–(5) можно вывести формулы для дублетов однородных и двухслойных 

 

частиц при любой ориентации дублетов. Путём предельного перехода при  
из них можно получить формулы для скорости термофореза одиночных 
однородных, двухслойных и многослойных частиц. Практически любую 
неоднородную частицу можно приближённо рассматривать как многослойную, 
разбивая её на большое количество слоев. Полученные формулы позволяют 
учитывать неоднородность частиц при описании движения дублета при любой 
её ориентации. Расчёты показывают, что игнорировать объёмные особенности 
частиц нельзя. 
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частиц при любой ориентации дублетов. Путём предельного перехода при  
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частиц нельзя. 
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сверхпроводник как смесь двух электронных жидкостей, каждая из которых по-
разному ведет себя во внешнем магнитном поле, то есть, фактически, речь идет 
о двухфазной системе [1]. Различные подходы при анализе этой проблемы 
разбирались в работах последних лет [2‒4]. Исследования в этой области были 
инициированы тем обстоятельством, что был получен с помощью 
термодинамического условия равновесия Гиббса несколько неожиданный 
результат ‒ а именно, что в случае достаточно хорошо проводящего тела (не 
обязательно сверхпроводника) постоянный электрический ток, а вместе с ним и 
магнитное поле вытесняются на поверхность [5]. В связи с этим возникает 
необходимость по-новому взглянуть на базовые работы по сверхпроводимости 
[6‒7]. Дело в том, что прямого измерения объёмного тока в сплошном твёрдом 
проводнике не существует и, скорее всего, это измерение принципиально не 
может быть проведено. В самом деле, начиная с классических экспериментов 
Мейсснера‒Оксенфельда [8], измерялись лишь магнитные поля вокруг 
проводников, т.е. интегральные характеристики. Так, например, в 
опубликованной недавно работе [9] измерялось, как обычно, магнитное поле, а 
затем в рамках так называемой обратной задачи Био‒Савара‒Лапласа делался 
вывод о распределении токов. На наш взгляд, это не совсем корректно: по 
значению определённого интеграла, как правило, нельзя делать вывод о виде 
подынтегральной функции. 

Напомним, что Лондоны исходили из простой идеи, казавшейся после 
открытия эффекта Мейсснера очень естественной: в теории сверхпроводимости 
в первую очередь надо учитывать свойство сверхпроводников выталкивать 
постоянные магнитные поля (то есть свойство идеального диамагнетика), а уж 
затем объяснять свойство нулевого электросопротивления, или обращения в 
бесконечность электропроводности. Однако, в недавней работе авторов [5] c 
помощью магнитного принципа виртуальных работ и, используя 
термодинамическую гипотезу Гиббса, вычислялось равновесное распределение 
поверхностных и объёмных стационарных токов и было показано, что 
постоянные токи действительно выдавливаются на поверхность. Но 
постоянство токов возможно в двух случаях: либо требуется наличие 
регулируемых источников тока, что весьма трудно учесть, либо мало 
электрическое сопротивление тела. 

 

В связи с вышесказанным возникла необходимость детального анализа 
квантово-механического поведения ансамбля электронов в широком диапазоне 
температур, в частности, анализ термодинамических характеристик. В недавней 
работе [10] представлен анализ равновесного состояния двухфазной 
термодинамически равновесной системы, в настоящей же работе предпринята 
попытка детального анализа указанных свойств на основе квантово-
механического описания на базе операторов вторичного квантования, как это 
было сделано для электрических свойств твердого тела при низких 
температурах. 

В связи с этим появилась также необходимость рассмотрения классической 
термодинамической двух жидкостной теории Гортера‒Казимира [11‒12]. 
Детальный анализ этой работы представлен авторами в недавних публикациях 
[1; 5]. В настоящей работе предпринята попытка дополнения этих исследований 
выводом из условия термодинамического равновесия выражений для 
термодинамических потенциалов, энтропии и теплоёмкости в широком 
диапазоне температур. Полученный результат имеет смысл применить для 
дальнейших попыток развития модернизированной классической теории 
сверхпроводимости, основы которой изложены в работах [13‒14]. 

В целях полноты изложения остановимся вначале на общих вопросах 
термодинамики намагничивающегося вещества. Для железосодержащих 
материалов этот вопрос довольно подробно разбирался в работе [15], причём 
предложен перенос этого метода на магнитные элементы (Ni, Co) и композитные 
материалы (Fe3C).  

В любом случае вопрос о первопричине сверхпроводимости и связанными с 
ней эффектами остаётся открытым, поэтому столь важны, на наш взгляд, 
разнообразные попытки анализа смежных вопросов. 

 
Система невзаимодействующих электронов 

Поместим систему, состоящую из N невзаимодействующих электронов в 
среду с заданной абсолютной температурой T и заданным химическим 
потенциалом μ. Система может, таким образом, обмениваться со средой 
энергией и самими электронами, так что теперь число электронов в системе 
неопределённое, и можно говорить только о среднем их числе, также не 
определена точно энергия системы. Температуру будем выражать в 
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постоянные токи действительно выдавливаются на поверхность. Но 
постоянство токов возможно в двух случаях: либо требуется наличие 
регулируемых источников тока, что весьма трудно учесть, либо мало 
электрическое сопротивление тела. 

 

В связи с вышесказанным возникла необходимость детального анализа 
квантово-механического поведения ансамбля электронов в широком диапазоне 
температур, в частности, анализ термодинамических характеристик. В недавней 
работе [10] представлен анализ равновесного состояния двухфазной 
термодинамически равновесной системы, в настоящей же работе предпринята 
попытка детального анализа указанных свойств на основе квантово-
механического описания на базе операторов вторичного квантования, как это 
было сделано для электрических свойств твердого тела при низких 
температурах. 

В связи с этим появилась также необходимость рассмотрения классической 
термодинамической двух жидкостной теории Гортера‒Казимира [11‒12]. 
Детальный анализ этой работы представлен авторами в недавних публикациях 
[1; 5]. В настоящей работе предпринята попытка дополнения этих исследований 
выводом из условия термодинамического равновесия выражений для 
термодинамических потенциалов, энтропии и теплоёмкости в широком 
диапазоне температур. Полученный результат имеет смысл применить для 
дальнейших попыток развития модернизированной классической теории 
сверхпроводимости, основы которой изложены в работах [13‒14]. 

В целях полноты изложения остановимся вначале на общих вопросах 
термодинамики намагничивающегося вещества. Для железосодержащих 
материалов этот вопрос довольно подробно разбирался в работе [15], причём 
предложен перенос этого метода на магнитные элементы (Ni, Co) и композитные 
материалы (Fe3C).  

В любом случае вопрос о первопричине сверхпроводимости и связанными с 
ней эффектами остаётся открытым, поэтому столь важны, на наш взгляд, 
разнообразные попытки анализа смежных вопросов. 

 
Система невзаимодействующих электронов 

Поместим систему, состоящую из N невзаимодействующих электронов в 
среду с заданной абсолютной температурой T и заданным химическим 
потенциалом μ. Система может, таким образом, обмениваться со средой 
энергией и самими электронами, так что теперь число электронов в системе 
неопределённое, и можно говорить только о среднем их числе, также не 
определена точно энергия системы. Температуру будем выражать в 
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энергетических единицах и использовать так называемую «энергетическую» 
температуру � � ��, где k – постоянная Больцмана. 

Хотя теперь число электронов в системе не фиксировано, объём V, 
занимаемый системой невзаимодействующих свободных электронов, остаётся 
строго определённым и неизменным. 

Термодинамический потенциал Ω (свободная энергия Гиббса, потенциал 
Гиббса) системы, соответствующий взятому её окружению, зависит от �� �� �	и 
связан с обычной свободной энергией Гельмгольца F системы соотношением 
(при пренебрежении флуктуациями числа N) [16]: 

Ω � � � ��� ���	� � ���������� .  (1) 

Зная свободную энергию, можно вычислить энтропию и теплоёмкость по 
формулам:		 

� � �� ��������� � �� ��Ω������  

�� � � ���������    (2) 

Термодинамический потенциал Ω рассчитывается по формуле [17]: 
Ω��� �� �� � ����	�����������������,  (3) 

в которой � � �
� ‒ обратная температура. Под знаком логарифма стоит 

статистическая сумма, которая представляет собой след (шпур) оператора 
���	������ (��	‒ гамильтониан системы). Шпур берётся по всему пространству, в 
котором действуют электронные операторы рождения и уничтожения, то есть 
по всему квантово-механическому пространству, содержащему состояния всех 
многоэлектронных систем невзаимодействующих электронов (содержащих 
произвольное число электронов N=0,1,2 и т.д.). 

Собственные состояния невозмущенного гамильтониана ���	в данном N - 
электронном подпространстве характеризуются совокупностями �…����� … � 
чисел заполнения

 
�����, рассматриваемых для различных состояний ��� � (�� – 

импульс электрона), каждое из которых может быть равным либо 0, либо 1, 
причём в нужном нам N-электронном подпространстве надо рассматривать 
только такие совокупности чисел заполнения, для которых 

∑ ����� � ����� ,    (4) 

 

где суммирование ведётся по ��, �, то есть по всем возможным одноэлектронным 
состояниям. 

Напомним, что каждый электрон обладает спином, равным � � �
�, проекция 

которого σ, например, на ось �	в пространстве декартовой системы может 

принимать только два значения: � � � �
�	.  

Для свободных электронов в объёме � � �� одноэлектронные волновые 
функции запишутся в стандартном виде: 

���,����, �� � �
√� �

�
ħ���,�����,� , 

причём они образуют полный квантово-механический набор 
ортонормированных одноэлектронных функций: 

�� Ψ���,��∗ ���, ��Ψ��,����, ���� � ����,�����,��
,

�
 

где �� � ������ � ��� � ��� ,а ����,�� и ���,�, – импульсный и спиновый символы 
Кронекера (����,�� � �	при ��� � �	����и ����,�� � � при ��� � ��).  

Для собственных значений энергии имеем следующие выражения: 
�…��,�����… � ∑ ������,����� ��,�����    (5) 

Здесь ����� � ��
��	кинетическая энергия электрона. 

Вычислим статистическую сумму ‒ выражение, стоящее в правой части 
формулы (3), с использованием нумерации многоэлектронных состояний 
совокупностями чисел заполнения, причём суммирование будем производить 
как по всем квантовым состояниям, так и по всем значениям чисел заполнения. 
Для гамильтониана ���  собственные значения энергии записываем с учётом (4), 
а величину N, соответственно, через (5), используя формализм чисел заполнения 
��,�����. В результате несложных вычислений получим: 

��������������� �� ���∑ ������������,� ��,����� �
�…��,�����… �

�� � �������������,����� �� �� � ������������
�,�������,������,�����

. 
Таким образом, для термодинамического потенциала Ω��, �, �� системы 

невзаимодействующих электронов имеем выражение: 
Ω��, �, �� � ��∑ ���� � �������������,����� � ��� ∑ �� � �������������� . 



61

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 3

 

энергетических единицах и использовать так называемую «энергетическую» 
температуру � � ��, где k – постоянная Больцмана. 
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строго определённым и неизменным. 
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произвольное число электронов N=0,1,2 и т.д.). 
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электронном подпространстве характеризуются совокупностями �…����� … � 
чисел заполнения
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импульс электрона), каждое из которых может быть равным либо 0, либо 1, 
причём в нужном нам N-электронном подпространстве надо рассматривать 
только такие совокупности чисел заполнения, для которых 
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где суммирование ведётся по ��, �, то есть по всем возможным одноэлектронным 
состояниям. 

Напомним, что каждый электрон обладает спином, равным � � �
�, проекция 

которого σ, например, на ось �	в пространстве декартовой системы может 

принимать только два значения: � � � �
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Для свободных электронов в объёме � � �� одноэлектронные волновые 
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причём они образуют полный квантово-механический набор 
ортонормированных одноэлектронных функций: 
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где �� � ������ � ��� � ��� ,а ����,�� и ���,�, – импульсный и спиновый символы 
Кронекера (����,�� � �	при ��� � �	����и ����,�� � � при ��� � ��).  

Для собственных значений энергии имеем следующие выражения: 
�…��,�����… � ∑ ������,����� ��,�����    (5) 

Здесь ����� � ��
��	кинетическая энергия электрона. 

Вычислим статистическую сумму ‒ выражение, стоящее в правой части 
формулы (3), с использованием нумерации многоэлектронных состояний 
совокупностями чисел заполнения, причём суммирование будем производить 
как по всем квантовым состояниям, так и по всем значениям чисел заполнения. 
Для гамильтониана ���  собственные значения энергии записываем с учётом (4), 
а величину N, соответственно, через (5), используя формализм чисел заполнения 
��,�����. В результате несложных вычислений получим: 

��������������� �� ���∑ ������������,� ��,����� �
�…��,�����… �

�� � �������������,����� �� �� � ������������
�,�������,������,�����

. 
Таким образом, для термодинамического потенциала Ω��, �, �� системы 

невзаимодействующих электронов имеем выражение: 
Ω��, �, �� � ��∑ ���� � �������������,����� � ��� ∑ �� � �������������� . 
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Переходя к пределу бесконечно большой системы � � ��� � � при �� � �� �
�����, запишем выражение для объёмной плотности термодинамического 
потенциала: 

�
� � � �

��ħ� � �������1 � �������������
�    (6) 

Вычислим среднее число N электронов в системе. С учётом (1) получаем: 

� � �� 1
���������� � 1��

. 

Вновь переходя к пределу бесконечно большой системы � � ��� � � при �� �
� � �����, получаем соотношение, связывающее � и n: 

� � �
��ħ� � ����� �

������������
�
� .   (7) 

Выражение (7) представляет собой трансцендентное уравнение, с помощью 
которого можно отыскать функцию � � ���� ��, то есть зависимость 
химического потенциала от объёмной плотности электронов и от температуры.  

Исследуем это уравнение. Рассмотрим отдельно случаи низких и высоких 
температур. Как известно, при нулевой температуре химический потенциал 
принимает некоторое значение � � ��, называемое уровнем Ферми ��  при 
нулевой температуре. Тогда: 

�
���������� � ����������� � ��

1��������� � ��. 

Соотношение (7) принимает вид: 

� � �
��ħ� � ���� � ���

���ħ� �
�

���ħ� ���������
��
� , 

где фермиевый импульс pF связан с уровнем Ферми �� условием: 

�� � ����� � ���
�� � �� � � � ħ�

�� ���������   (8) 

При низких температурах можно считать, что � � �� � ��, где �� � �� –
малая добавка. Тогда подынтегральную функцию трансцендентного уравнения 
(5) разложим в ряд Тейлора по малому параметру: 

� � �
��ħ� �� � ��� �

��ħ� ��,   (9) 

где��� � � ���� �
�������������

�
�  и  �� � � ���� �����������

����������������
�
� .  

Далее разложим полученные интегралы по малому параметру � � �
�. Для 

этого первый интеграл представим в более удобном виде, выделив из него 
главную часть: 

 

�� � � ���� 1
����������� � 1 � � ���� � � ���� � 1

����������� � 1 � 1� �
��

�

��

�

�

�

� � ���� 1
����������� � 1 .

�

��
 

При низких температурах основные вклады во второй и третий интегралы в 
правой части даёт только окрестность точки � � �� . Поэтому в 
подынтегральных выражениях рассматриваемых интегралов удобно сделать 
растягивающую эту окрестность замену переменной интегрирования � � �� �
��
�� �.� Коэффициент при x в этой замене подобран с таким расчётом, чтобы 

получить соотношение: ������ � ��� � � � ��
����

��, удобное для работы при 

низких температурах. После указанной замены разложим новые получившиеся 
подынтегральные выражения по малому θ и оставим только главные члены этих 
разложений. Так мы получим приближённую формулу, справедливую при 
низких температурах: 

�� � �
� ��� � � � �,     (10) 

где 

� � � ��
��

�
�� � 1

����������� � 1 � 1� �
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� � � ���� 1
����������� � 1 � � ��� � ��
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�
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Вновь переходя к пределу бесконечно большой системы � � ��� � � при �� �
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При вычислении слагаемого A нижний предел интегрирования был заменен с 

� ���
�� на �� в рамках разложения по параметру малости � � �. Отдельно 

выписаны не интересующие нас слагаемые более высокой степени (начиная с 
третьей) по	�. 
При сложении выражений A и B первые интегралы взаимно уничтожаются: 

� �� � �
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Тогда с учётом (8) получаем: 
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При вычислении выражения �� воспользуемся теми же соображениями, что и в 
предыдущем случае. Как следует из выражения (7), во втором слагаемом уже есть 
в качестве множителя малая величина �� . Поэтому в рамках принятого нами 
приближения будут опущены слагаемые, пропорциональные старшим степеням 
�:  
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Все полученные соотношения подставим в (9): 
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Вычислим стандартным образом определённые интегралы из (11): 
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Подставляя приведенные значения несобственных интегралов в 
трансцендентное уравнение (11), приходим к следующей приближённой 
формуле: 

� � 1
���ħ� ��

� � ����
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�����
��ħ� . 

Далее с учётом (8) окончательно получаем первую неисчезающую поправку к 
химическому потенциалу, которая оказалась отрицательной и 
пропорциональной квадрату температуры: 

� � �� � �� � �����
��� � ���… �.  (12) 

Рассмотрим теперь уравнение (9) для случая высоких температур. При 
больших ��оно принимает простой вид:  
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Таким образом, при высоких температурах � выражается простой формулой: 

� � ��� �8� � �ħ�����
����.    (14) 

На рис. 1 приведена зависимость химического потенциала � от температуры 
при фиксированной плотности числа электронов n.  

Рис. 1. Температурная зависимость химического потенциала. 
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Видно, что химический потенциал плавно убывает от значения �� при 
нулевой температуре до бесконечно больших отрицательных значений при 
высоких температурах. 

Получим теперь приближённые формулы для термодинамического 
потенциала Ω, а, следовательно, для свободной энергии Гельмгольца F, энтропии 
S и теплоёмкости при постоянном объёме CV. 

В случаях низких температур удобно выделить из исходного выражения (6) 
для объёмной плотности термодинамического потенциала его значение при � �
0	и записать полученное соотношение в виде: 

Ω
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��ħ� � �������1 � ������������ �
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� 1
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�
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��ħ� � �������1 � ������������.

�

��
 

Во втором и третьем интегралах, которые являются поправками к первому, 
основной вклад снова дают только области, расположенные в непосредственной 

окрестности точки � � �� � ��
�� �. В результате получаем для 

термодинамического потенциала в расчёте на один электрон следующую 
приближённую формулу: 

�
� �

�
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� � ��
�
��
�� � ���… �.  (15)

 

Свободная энергия Гельмгольца, энтропия и теплоёмкость в расчёте на один 
электрон выводятся достаточно просто с учётом (2), (12), (15): 

�
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� � Ω
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��
� � � ���
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Видно, что энтропия S и теплоёмкость CV системы свободных электронов 
(отнесенные к одному электрону) в нормальном металле при температуре, 
стремящейся к нулю, обращается в нуль по линейному закону. В случаях 
высоких температур выражение для термодинамического потенциала (6) можно 
приближённо представить в виде:  
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с учетом (13), выражение для термодинамического потенциала в расчёте на один 
электрон при высоких температурах приобретает вид: 

�
� ≅ �2��     (17) 

Для свободной энергии Гельмгольца, энтропии и теплоёмкости в расчёте на 
один электрон при высоких температурах с учётом (14) и (16) получаем 
следующие приближённые формулы: 
�
� ≅ �2� � ��� ��� � �ħ�����

���� ; 		 �� ≅
�
� � � ��� ��� � �ħ�����

���� ;		��� ≅ �
� � (18) 

На рис. 2 схематически приведена полученная зависимость теплоёмкости от 
температуры.  

 

Рис. 2. Температурная зависимость теплоёмкости, приходящейся 
на один электрон. 

 
При нулевой температуре она равна нулю, далее идет линейное возрастание (16), 

а затем при высоких температурах достигает постоянного значения � �
� �

 
(18). 

 
 

��
�  

3
2 � 

0
θ



67

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 3

 

Видно, что химический потенциал плавно убывает от значения �� при 
нулевой температуре до бесконечно больших отрицательных значений при 
высоких температурах. 

Получим теперь приближённые формулы для термодинамического 
потенциала Ω, а, следовательно, для свободной энергии Гельмгольца F, энтропии 
S и теплоёмкости при постоянном объёме CV. 

В случаях низких температур удобно выделить из исходного выражения (6) 
для объёмной плотности термодинамического потенциала его значение при � �
0	и записать полученное соотношение в виде: 

Ω
� � � �

��ħ� � �������1 � ������������ �
�

�

� 1
��ħ� � ��������� � ��

��

�

� �
��ħ� � ��������1 � ������������ � ������ � ���

��

�

� �
��ħ� � �������1 � ������������.

�

��
 

Во втором и третьем интегралах, которые являются поправками к первому, 
основной вклад снова дают только области, расположенные в непосредственной 

окрестности точки � � �� � ��
�� �. В результате получаем для 

термодинамического потенциала в расчёте на один электрон следующую 
приближённую формулу: 

�
� �

�
� � � ����

� � ��
��

��
�� �

���
��� � ������1 � ���� � ���

�� � ���
��� � ���

�� ���1 �
����� � ���… � � � ���

� � ��
�
��
�� � ���… �.  (15)

 

Свободная энергия Гельмгольца, энтропия и теплоёмкость в расчёте на один 
электрон выводятся достаточно просто с учётом (2), (12), (15): 

�
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��� � ��� � ��� � ���
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�
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�� � ���… �   (16) 

 

Видно, что энтропия S и теплоёмкость CV системы свободных электронов 
(отнесенные к одному электрону) в нормальном металле при температуре, 
стремящейся к нулю, обращается в нуль по линейному закону. В случаях 
высоких температур выражение для термодинамического потенциала (6) можно 
приближённо представить в виде:  

Ω
� � ���

� �⁄

��ħ� � ����
�

�
�������, 

с учетом (13), выражение для термодинамического потенциала в расчёте на один 
электрон при высоких температурах приобретает вид: 

�
� ≅ �2��     (17) 

Для свободной энергии Гельмгольца, энтропии и теплоёмкости в расчёте на 
один электрон при высоких температурах с учётом (14) и (16) получаем 
следующие приближённые формулы: 
�
� ≅ �2� � ��� ��� � �ħ�����

���� ; 		 �� ≅
�
� � � ��� ��� � �ħ�����

���� ;		��� ≅ �
� � (18) 

На рис. 2 схематически приведена полученная зависимость теплоёмкости от 
температуры.  

 

Рис. 2. Температурная зависимость теплоёмкости, приходящейся 
на один электрон. 

 
При нулевой температуре она равна нулю, далее идет линейное возрастание (16), 

а затем при высоких температурах достигает постоянного значения � �
� �

 
(18). 
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Заключение 
Температурная зависимость теплоемкости для ансамбля 

невзаимодействующих электронов, полученная с использованием аппарата 
квантовой механики, совпадает с аналогичной зависимостью, полученной в 
классической физике. При низких температурах теплоемкость 
пропорциональна абсолютной температуре. что соответствует 
экспериментальным данным, полученным для металлов, в то время как для 
диэлектриков теплоемкость пропорциональна третьей степени температуры.  

При высоких температурах полученная зависимость достигает насыщения, 
что находится в согласии с законом Дюлонга-Пти. 
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field is calculated. The general case is considered when the relation of a free run length of 
electrons to the radius of a wire can take arbitrary values. As boundary statements of the 
problem, use is made of the condition taking into account the dependence of the coefficient of 
a smooth surface on the angle of incidence between the vector of the electron velocity and the 

                                                            
© Завитаев Э.В., Русаков О.В., Харитонов К.Е., 2016 

 

normal to a metal surface. The results obtained are compared with theoretical calculations for a 
model of mirror and diffusion boundary conditions. The limiting case is considered and the 
results obtained are discussed. 

Keywords: thin wire, current density, magnetic induction. 

 
Введение 

Электрические и магнитные свойства проводников, линейный размер 
которых сравним с длиной свободного пробега электронов, существенно 
отличаются от свойств «массивных» проводящих объектов [1]. 

Вопросы, касающиеся расчёта электрической проводимости тонких 
проволок, обсуждались в работах [2–9]. В упомянутых работах применяется 
подход, основанный на решении кинетического уравнения Больцмана для 
электронов в металле или полупроводнике. В частности, в работе [3] изучалась 
зависимость электрической проводимости тонкой цилиндрической проволоки 
в продольном магнитном поле от характера отражения электронов. Для 
выявления этой зависимости использовались зеркально-диффузные граничные 
условия (модель Фукса).  

В настоящей работе выполнен расчёт плотности тока внутри тонкой 
цилиндрической проволоки из металла, помещённой в продольное магнитное 
поле с учётом зависимости коэффициента зеркальности q от дефектов 
поверхности и угла падения электронов на внутреннюю поверхность проволоки 
(модель Соффера) [7; 9].  

 
Математическая модель и расчёт 

Рассматривается прямая цилиндрическая проволока из немагнитного 
металла радиуса � и длины � (считаем, что �	 �� 	�), помещённая в магнитное 
поле с индукцией �, к концам которой приложено переменное напряжение 
частоты �. При этом направления электрического и магнитного полей 
совпадают с осью симметрии проволоки. Скин-эффект не учитывается 
(предполагается, что �	 � 	� – глубины скин-слоя). 

Однородное периодическое по времени электрическое поле 
� � ��	exp������																																																			��� 
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действует на электроны проводимости (они рассматриваются как вырожденный 
ферми-газ) внутри проволоки и вызывает отклонение �� их функции 
распределения � от равновесной фермиевской ��: 

���, �� � ����� � ����, ��,			� � ���
2 , 

где � – радиус-вектор (начало системы координат выбирается на оси проволоки), 
� – скорость электрона, � – эффективная масса электрона в металле. 
Это приводит к возникновению высокочастотного тока плотности 

� � ���	� 2�
�����
�� � 2� ����

� ��	�����,																										�2� 
где � – заряд электрона, � – постоянная Планка. 

В формуле (2) используется стандартная нормировка функции 
распределения �, при которой плотность электронных состояний равна 2 ��⁄ .  

Для равновесной функции ����� далее используется ступенчатая 
аппроксимация [10]: 

����� � ���� � �� � ��, � � � � ���, 									�� � �								, 
где �� � ���� 2⁄  – энергия Ферми (��  – скорость Ферми). Предполагается, что 
ферми-поверхность имеет сферическую форму.  

Задача сводится к отысканию отклонения �� функции распределения 
электронов от равновесной ��	, возникающего под действием высокочастотного 
поля (1). В линейном приближении по электрическому полю функция �� 
удовлетворяет кинетическому уравнению [10–12]: 

����� � ������ � ����� ����� �
�
� ��, �� ����� � ���� ,																							��� 

где предполагается стационарная зависимость от времени (������������), а 
интеграл столкновений взят в приближении времени релаксации электронов �: 

������ �� � ���� . 
Для однозначного определения функции �� зададим следующее граничное 

условие, которое учитывает зависимость коэффициента зеркальности � от 
дефектов поверхности и угла падения электронов � на внутреннюю поверхность 
проволоки (модель Соффера) [7; 9]: 

�����, ��, ��� � ���, ����������, ��� , ���				���	 � |��| � �,
���� � �,												��� 

 

���, cos�� � �����������cos���,			� � ��
��, 

где �� и �� – соответственно, проекции радиус-вектора электрона � и его 
скорости � на плоскость, перпендикулярную оси проволоки: 

��� � �� � ���������
�� .	 

���  – вектор скорости, который при зеркальном отражении от внутренней 
поверхности в точке �� (|��| � �) переходит в вектор ��, �� – составляющая 
скорости электрона вдоль оси; �� – среднеквадратичная высота поверхностного 
рельефа, ��  – длина волны де-Бройля электрона на поверхности Ферми. 

После решения кинетического уравнения (3) методом характеристик [3] с 
учётом граничного условия (4), получаем: 

����� � ��� �
�� � 1�exp������
1 � �exp����� � 1�,																															��� 

где  

� � 1
� � ��,			� � ����� ����� . 

Параметр �� в выражении (5) имеет смысл времени движения электрона 
вдоль траектории от границы, на которой происходит отражение, до точки � со 
скоростью �. Параметр � – период движения электрона, то есть промежуток 
времени между двумя последовательными столкновениями электрона с 
поверхностью проволоки. 

Определение параметров �� и � является центральным моментом данной 
задачи, так как наличие продольного магнитного поля приводит к тому, что 
часть электронов при отражении от границы проволоки двигается до 
следующего соударения с границей по винтовой линии, а траектории остальных 
электронов с границей проволоки не пересекаются (�� → ∞)!  

Рассмотрим проекцию траектории электрона на плоскость 
перпендикулярную оси проволоки. Эта проекция имеет вид дуги окружности. 
Понятно, что в случае пересечения с границей: 

�� � ��
�� ,																																																								��� 

где � � ��� ��⁄  – радиус дуги, а φ – соответствующий данной дуге центральный 
угол.  
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�� � ��
�� ,																																																								��� 

где � � ��� ��⁄  – радиус дуги, а φ – соответствующий данной дуге центральный 
угол.  
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При вычислении интеграла (2) удобно перейти к цилиндрическим 
координатам в пространстве скоростей (��� �� ��; полярная ось – ось ��). Ось 
симметрии проволоки совпадает с осью �. Поле (1) в цилиндрических 
координатах имеет лишь �-компоненту: 

� � �����			�� � ��	exp������. 
Соответственно, и плотность тока (2) обладает лишь �-компонентой (линии 

тока являются прямыми параллельными оси �): 

�� � 3���
������ �� ���� 	��� � ��� �

�� � 1�exp������
1 � �exp����� � 1� ���. 

Воспользовавшись свойствами δ-функции и проинтегрировав по переменной 
��, имеем: 

�� � 3�����
������� � ������ � ���

��	��

�	�
��� � 1�exp������
1 � �exp����� � 1� �����.						��� 

Здесь мы учли, что концентрация электронов проводимости в металлах 
определяется как: 

� � ��
�

�� ��� ��� � ��
�

��
�����
3 . 

Для дальнейших вычислений и анализа результатов введем новые переменные: 

� � ��
� � � � ��

�� � � �
��
��� �� 

� � � ��� � �1� � ��� ��� �
�
��� � � ���� � �

� � 	� ���� � � � ��. 
Учтём также, что 

���� � ��
�� ���� � �����. 

Тогда формулу (7) можно представить в виде: 

�� � 3������
������ � ��1 � ��

�	��

�	�
��� � 1�exp���	 � �� �
1 � �exp���	 �∗ �� � � 1� ����.						��� 

При интегрировании в выражении (8) углы � (центральный угол дуги 
окружности, по которой двигается электрон в случае пересечения его 
траектории с границей проволоки) и �∗ (через этот угол выражается период 
движения электрона �) необходимо связать с углом � в пространстве скоростей 
(это угол между векторами �� и ��, причём ���� � ��������). 

Для определения угла � получаем следующее выражение [3]: 

 

� � ������� ��������� � √�
����� � 1� �, 

� � ������ � �������� � ����� � ����� � ��� � �������� � ����. 
Траектория электронов пересекается с границей проволоки, когда � � �. При 
этом время движения электронов по траектории (параметр ��) – конечная 
положительная величина.  

Когда � � �, траектория электронов не пересекается с границей проволоки 
(�� → ∞). В этом случае при проведении вычислений нужно учесть, что в 
выражении (8) пропадает член, содержащий экспоненту. 

Период движения электрона, то есть промежуток времени между двумя 
последовательными столкновениями электрона с поверхностью проволоки: 

� � ��∗
�� � �

� �
∗,����∗ � �� � ��� � ���. 

Здесь центральные углы �� � � и �� определяют точки пересечения траектории 
электрона с границей проволоки, причём 

�� � ������� ��������� � √�
����� � 1� � , �� � ������� ��������� � √�

����� � 1� �. 
Плотность тока (8) (заметим, что она является комплексной величиной) 

представим в виде: 
� � �����, �, �, �, ��,������������������������������������������������ 

где  

�� � ����������
�������� , 

���, �, �, �, �� � 

� 1
� � ��1 � ��

����

���
��exp������������

�� � 1�������� � �� �
1 � exp�������������� ������� �∗ �� � � 1� ����.������ 

Полагая в формуле (9), что � � �������� � � � 1�, приходим к выражению для 
расчёта плотности тока внутри цилиндрической проволоки из металла в 
продольном магнитном поле, полученному ранее на основе модели зеркально-
диффузных граничных условий Фукса [3]. 

В заключение заметим, что независимо от характера отражения (при любом 
�) с ростом характерного поперечного размера проволоки (при � �� 1) имеет 
место макроскопическая асимптотика безразмерной плотности тока 
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���, �� � ��
3

� � ��
�� � ��, 

причём, как видно из последней формулы, относительный вклад поверхностных 
эффектов убывает как ��� (|Ω|��). 
 

Обсуждение результатов 
Сравним результаты численного расчёта модуля безразмерной плотности 

тока внутри тонкой цилиндрической проволоки, выполненные с применением 
моделей Фукса и Соффера. 

На рис. 1 приведено отношение модуля безразмерной плотности тока 
���, �, ��, вычисленной с помощью модели граничных условий Фукса, к модулю 
безразмерной плотности тока ���, �, ��, вычисленной в рамках модели 
граничных условий Соффера, как функции параметра шероховатости 
поверхности частицы G, причём � � � � �.  

 
Рис. 1. Зависимость отношения модуля безразмерной плотности тока ���, �, �� к 
модулю безразмерной плотности тока ���, �, �� от параметра шероховатости 
поверхности частицы � (� � � � �) при постоянных значениях безразмерного 
текущего расстояния от оси симметрии проволоки �, безразмерной магнитной 
индукции �, безразмерной обратной длины свободного пробега электронов x и 
безразмерной частоты электрического поля y: �� � ����; � � �; � � ���; � � �). 

 

Из анализа хода кривой можно сделать вывод о том, что отличие модуля 
безразмерной плотности тока, рассчитанной с использованием различных 
моделей граничных условий, при фиксированных значениях параметров расчёта 
составляет от 5 до 23 %.  

На рис. 2 такое сравнение проводится по безразмерному текущему 
расстоянию , отсчитываемому от оси симметрии проволоки, а на рис. 3 – по 
безразмерной магнитной индукции  внешнего продольного магнитного поля.  

 
Рис. 2. Зависимость отношения модуля безразмерной плотности тока  к 

модулю безразмерной плотности тока  от безразмерного текущего 
расстояния от оси симметрии проволоки  при постоянных значениях параметра 
шероховатости поверхности частицы  ( ), безразмерной магнитной 
индукции , безразмерной обратной длины свободного пробега электронов  и 
безразмерной частоты электрического поля y: ( ; ; ; ). 

 
Из хода кривой на рис. 2 видно, что расчёт модуля безразмерной плотности 

тока на основе модели граничных условий Фукса в середине проволоки даёт 
несколько заниженное (порядка 6%), а вблизи её поверхности несколько 
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завышенное значение (порядка 20%) по отношению к аналогичному расчёту с 
применением модели граничных условий Соффера. 

Кривая, представленная на рис. 3, показывает, как отношение модулей 
безразмерной плотности тока, рассчитанной с использованием различных 
моделей граничных условий, зависит от безразмерной магнитной индукции  
внешнего продольного магнитного поля. Из хода кривой на рисунке видно, что 
модуль безразмерной плотности тока, рассчитанный с помощью модели 
граничных условий Фукса, превосходит соответствующий модуль безразмерной 
плотности тока (с переходом через максимум), рассчитанный в рамках модели 
граничных условий Соффера, при всех значениях величины безразмерной 
магнитной индукции.  

 

Рис. 3. Зависимость отношения модуля безразмерной плотности тока  к 
модулю безразмерной плотности тока  от безразмерной магнитной 
индукции μ при постоянных значениях безразмерного текущего расстояния от оси 
симметрии проволоки ξ, параметра шероховатости поверхности частицы  (

), безразмерной обратной длины свободного пробега электронов x и безразмерной 
частоты электрического поля y: ( ; ; ; ). 
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завышенное значение (порядка 20%) по отношению к аналогичному расчёту с 
применением модели граничных условий Соффера. 

Кривая, представленная на рис. 3, показывает, как отношение модулей 
безразмерной плотности тока, рассчитанной с использованием различных 
моделей граничных условий, зависит от безразмерной магнитной индукции  
внешнего продольного магнитного поля. Из хода кривой на рисунке видно, что 
модуль безразмерной плотности тока, рассчитанный с помощью модели 
граничных условий Фукса, превосходит соответствующий модуль безразмерной 
плотности тока (с переходом через максимум), рассчитанный в рамках модели 
граничных условий Соффера, при всех значениях величины безразмерной 
магнитной индукции.  

 

Рис. 3. Зависимость отношения модуля безразмерной плотности тока  к 
модулю безразмерной плотности тока  от безразмерной магнитной 
индукции μ при постоянных значениях безразмерного текущего расстояния от оси 
симметрии проволоки ξ, параметра шероховатости поверхности частицы  (

), безразмерной обратной длины свободного пробега электронов x и безразмерной 
частоты электрического поля y: ( ; ; ; ). 
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Î ÌÀÊÑÈÌÓÌÅ ÝÔÔÅÊÒÀ ÂÛÑÎÊÎÑÊÎÐÎÑÒÍÎÉ ÏÎÑÒÓÏÀÒÅËÜÍÎÉ 
ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÑÒÈ Â ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÅ*9 
 
Кузнецов М.М., Кулешова Ю.Д., Смотрова Л.В., Решетникова Ю.Г. 
Московский государственный областной университет 
105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация 
 
Аннотация. Доказаны две теоремы о максимуме относительной величины 
высокоскоростного «перехлёста» функции распределения пар молекул в 
однокомпонентном газе в бимодальной гиперзвуковой ударной волне. Метод 
распространён на аналитическое исследование ударной волны в бинарной смеси газов с 
внутренними степенями свободы. 

Ключевые слова: кинетический, уравнение, неравновесный, смесь газов, ударная волна. 

 
ON THE MAXIMUM EFFECT OF HIGH TRANSLATIONAL NONEQUILIBRIUM 
IN THE SHOCK WAVE 
 
M. Kuznetsov, Y. Kuleshova, L. Smotrova, Y. Reshetnicova 
Moscow State Regional University, 
ul. Radio 10a, 105005 Moscow, Russia 
 
Abstract. Two theorems on the maximum of a relative high-velocity “overshoot” in the relative 
velocity distributions of pairs of particles in the one-component gas in bimodal hypersonic 
shock wave are proved. This method is extended to the analytical study of the shock wave in a 
mixture of two gases with internal degrees of freedom. 

Keywords: kinetic, equation, nonequilibrium, gas mixture, shock wave. 

 
1. Введение 

Эффект высокоскоростной поступательной неравновесности в ударно 
сжатой смеси газов был установлен ранее в численных исследованиях структуры 
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ударных волн методом статистического моделирования Монте-Карло. Этот 
эффект сводится к преобладанию числа Nneq высокоскоростных пар внутри 
фронта волны над числом Neq в поступательно равновесной зоне за фронтом [1]. 

Ранее данный результат был получен аналитически в работе авторов [2]. 
При этом в работе [2] было также дополнительно установлено, что эффект 

имеет строгий максимум по величине Nneq / Neq, зависящий от степени сжатия в 
сильной ударной волне. 

В данной работе показано, что эффект «перехлёста» может быть рассмотрен 
также аналитически и в бинарной смеси газов. 

 
2. Теоремы о необходимых и достаточных условиях эффекта «перехлеста» 

в эволюции функции распределения пар молекул однокомпонентного газа 
внутри фронта ударной волны 

Воспользуемся аппроксимацией Тамма-Мотт-Смита для одночастичной 
функции распределения ���, ��и функции распределения пар молекул ����̅, ��, 
следуя работе [3]: 

���, �� � ��1 � ��������� � �����������1 � ���� � �������				�1� 
Здесь ��, ��	 – «холодное» и «горячее» распределения перед и за волной: 

����� � � �
2�����

�
� exp ����� � ����

2��� �,																							�2� 
m – масса молекулы; ��, ��, �� – скорости, температуры и концентрации газового 
потока перед (i=0) и за (i=1) волной, k – постоянная Больцмана,	�� � ��� – 
собственная скорость молекулы, коэффициент b задавался параметрически в 
интервале � � � � 1 при прохождении газа через фронт ударной волны [3]. 

Величина относительной функции распределения ����̅, �� пар молекул имеет 
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�� , 	��� �
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относительным скоростям �: 

����� � 1
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�
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�
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�
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1. Введение 
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2�����

�
� exp ����� � ����
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Перекрёстная мода имеет вид [3]: 

������ � � �
������ � ����

�
� �
� ���� ��

��� � ���
����� � ���� � ��� ���� � ���

��� � ��� �� . ��� 
Макроскопические параметры, входящие в соотношения (1)–(3), связаны 
законами сохранения потоков массы, импульса и энергии в сечениях i = 0 (перед 
волной) и i = 1 (за волной): 

��
�� � � ����� � ���� 

��
�� �

��
�� � �� � ��� ������ 

� � �� � �� � ���� � ���. 
Здесь �� � ��� � �������� � � ���

��� � � – отношение удельных теплоёмкостей 

при постоянном давлении �� и объёме���, � � ��
�� � �� � ���� � ����,��� – число 

Маха перед волной, �� � ��
��, �� – скорость звука перед волной, �� � �����

� . 
Выражение (3) позволяет сформулировать следующие теоремы о 

«перехлёсте» сверхскоростной поступательной неравновесности в бимодальной 
ударной волне [4]. 

Теорема 1. Для сверхскоростного превышения («перехлеста»,������ � �� 
величины поступательно неравновесной функции распределения пар молекул 
внутри фронта ударной волны над соответствующей равновесной величиной за 
волной необходимо, чтобы величина перекрёстной моды ���� удовлетворяла 
соотношению 

����� � � � �������������������������������������������������������������� 
и достаточно, чтобы величина этой моды была больше единицы  

���� � ����������������������������������������������������������������� 
Теорема 2. Величина сверхскоростного превышения (����� � �) в 

бимодальном однокомпонентном газе при выполнении соотношения (4) 
достигает своего максимального значения 

�� � ����� � ����� � ���
������ � � � ����.������������������������������������������� 

Доказательство теорем 1–2: перейдём к переменной: 

� � �� � ����
�� � �� � ���� �������������������������������������������������������������� 

 

причём 0 � � � � при0 � � � �  
Одночастичная функция распределения по собственным «тепловым» скоростям 
молекул (1) и функция распределения пар молекул по их относительным 
скоростям (3), записанные через переменную (9), примут соответственно вид: 

��χ,c� � ������ � �� � �������,																														��0� 
�� � ����� � 2��� � ������ � �� � ���																										���� 

Тогда на основании соотношений (10)–(11) для функции �� можно записать: 

��� � �� � ��� � ���� � �� � ����2���� � � � ����,										��2� 
или 

��� � �� � ��2���� � � � ������� � ��,																																���� 
где 0 � � � �, 

�� � 2����� � ���2���� � � � ������.																													���� 
В итоге при ���� � �� � 0 из соотношений (12)–(13) следует выполнение 

необходимого неравенства �2���� � � � ���� � 0, поскольку функция ��� всегда 
меньше 1 и 0 � � � �. 

И, наоборот, неравенство ��� � �� � 0 следует из соотношений (13)–(14) при 
выполнении достаточного условия теоремы 1.  

Максимальное значение величины	��� � ����� достигается при � � ��
�  так 

как при этом значении величины � на основании соотношений (13) и (14) 
выполняются обычные условия максимума функции одной переменной �� �
�����:  

���
�����

�
� 0, 		����������

�
� �2�2���� � � � ���� � 0. 

Для представления о том, как выполняется неравенство (7), рассмотрим 
асимптотический гиперзвуковой предельный переход функции распределения 
пар молекул (3): 

�� �� �,				��� → ∞� 
�� ≡ � � �

2 ��� � �
� � ���� �� �,			��� → ∞�. 

Физически этот предельный переход соответствует случаю бесконечно сильной 

гиперзвуковой ударной волны, когда �� → ∞,			 ���� → 0. 
В результате для выражений, входящих в формулы (2)–(3), получим: 
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��
�� �

��
�� → �,	 

� → ���� � ��, 

��� → ��
�
���� ������

4 ����, 

���� → √2��� � ���̅�� �� � ��� � �2�
��� � ���� ��� �

2 � ��̅ � 2��
4��� � �� �. 

Применение асимптотического гиперзвукового предельного перехода 
позволяет получить простое аналитическое выражение для величины 
высокоскоростного «перехлеста» функции пар молекул [2]: 

�̅�,��� � �
√2 �

�
��,																																																															���� 

где � � ��
�� , �

�� – степень сжатия в волне [5]. 

Из формулы (15) следует, что в однокомпонентном (простом) газе эффект 
высокоскоростной поступательной неравновесности ��� � �� сильно зависит от 
числа внутренних степеней свободы молекул, непосредственно влияющего на 
величину сжатия в ударной волне ���.  

 
3. Необходимые и достаточные условия эффекта высокоскоростного 

перехлёста в бинарной смеси газов 
Теоремы 1–2 допускают обобщение на случай бинарной смеси газов с 

различными, в общем случае, концентрациями �� и массами �� молекул (� �
�, �). 

В этом случае бимодальное распределение, записанное для каждого сорта 
молекул (� � �, �), можно представить в следующем виде: 

���� � ��������� � �� � ����������,																																							���� 
где  

���� � ���
��� � ���

, 
причём концентрации ���	, ��� являются, как и в простом газе (α=β), функциями 
переменной x, то есть меняются по ширине ударной волны. 

 

В смеси газов весовые множители ������ �����, входящие в (16), в отличие от их 
аналогов в простом газе, являются в общем случае функциями переменной x [6].

 
Это и представляет главную сложность при выводе необходимых и достаточных 
условий высокоскоростной поступательной неравновесности в смеси газов [7]. 
Функции распределения пар молекул ������, обобщающие соответствующие 
функции для (10)–(11) простого газа, примут вид: 

������ � ���������������������1 � ���������������1 � ����������������� �
��1 � ������1 � ������������		   (17) 

Раскроем скобки в соотношении (17): 

������ � ��������������������� � ����������������� � ����� � ����������������� �
������� � ����������� � ����������� � ���������������    (18) 

Необходимые условия высокоскоростного перехлёста ��� � 1�. 
Преобразуем соотношение (18), стремясь выделить множитель: 

����� � ���� � �������������																															�1�� 
где каждый индекс �� � принимает попеременно значения 0 и 1. Получим: 

������� � �������� � ���� ��������� � �������� � ���� ��������� � �������� � ����� �
����� � ������������������ � �������� � ������� � ��������  (20) 

Покажем, что выделенный множитель (19) в правой части равенства (20) всегда 
будет положительно определённым.  

С этой целью воспользуемся известным неравенством: 
���� � ����

2 � ���������	�																																												�21� 
выражающим тот факт, что среднее арифметическое больше среднего 
геометрического при ���� � ����(смесь) или равно при ���� � ���� (простой газ) 
[8]. Таким образом: 

���� � ����
2 � 2��������

���� � ����. 
Отсюда следует: 

1
4 �

��������
����� � ������. 

 
Тогда  
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��
�� �

��
�� → �,	 

� → ���� � ��, 

��� → ��
�
���� ������

4 ����, 

���� → √2��� � ���̅�� �� � ��� � �2�
��� � ���� ��� �

2 � ��̅ � 2��
4��� � �� �. 

Применение асимптотического гиперзвукового предельного перехода 
позволяет получить простое аналитическое выражение для величины 
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�̅�,��� � �
√2 �

�
��,																																																															���� 

где � � ��
�� , �

�� – степень сжатия в волне [5]. 
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���� � ��������� � �� � ����������,																																							���� 
где  

���� � ���
��� � ���

, 
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������ � ���������������������1 � ���������������1 � ����������������� �
��1 � ������1 � ������������		   (17) 
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������ � ��������������������� � ����������������� � ����� � ����������������� �
������� � ����������� � ����������� � ���������������    (18) 
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����� � ���� � �������������																															�1�� 
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геометрического при ���� � ����(смесь) или равно при ���� � ���� (простой газ) 
[8]. Таким образом: 
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���� � ���� � �������� � ����� � ����� �1 � ��������
���� � ����� �

� ����� � ������1 � ��������
����� � ������ ��

��� � ������ �

� ����� � ����� �1 � 1
4 ��

��� � ������ � �� 
что и требовалось доказать. 
Для получения искомых необходимых условий осталось проанализировать 
знаки выражений, стоящих в скобках левой и правой части равенства (20). 
Положительность первой скобки в левой части равенства (20) является заданной 
при поиске необходимых условий. Положительность второй и третьей скобок 
всегда выполняется в простом газе, а в смеси газов следует из того, что 
эффективные температуры [9]: 

���э � ����� � �����
�� ���

���������������������������������������������������������������� 

���э � ����� � �����
�� ���

���������������������������������������������������������������� 
от которых зависят, соответственно, перекрёстные моды ��������� �������� [2], 
больше эффективной температуры: 

��э �
����� � �����
�� ���

��������������������������������������������������������������4� 
от которой зависит мода ������� в холодном крыле функции распределения пар 
молекул �������. 

С учётом положительности выражения (19) получим в итоге искомые 
необходимые условия эффекта перехлеста из правой части соотношения (20): 

��������� � �������� � ������� � �������� � ���������������������������������� 
В случае простого газа, когда: 

�������� � �������� � ���� � ���� , 

������� � �� 
������� � �� 

из выражения (25) будет следовать установленное ранее необходимое условие 
эффекта перехлёста (6).  

 

Достаточные условия высокоскоростного перехлёста ��� � �� 
Введём в соотношения (17) переменные: 

� � ���� � �����																																																										���� 

���� � ����
���� � ���� .																																																					���� 

Для случая простого газа переменная (26) будет совпадать с переменной (9), а 
переменная (27) становится числом, равным 1.  
Тогда: 

������� � �������� � �� � ��������������� � �������� � ������������� � ��������� �
� �� � ������ � ������� ��������� � �������� � ������� � �������� . ���� 

Отсюда: 

������� � �������� � � ��� � ������ � ������� ��������� � �������� � ������� �
��������� � �� � ����� ��������� � �������� � ���� ��������� � ��������� (29) 

Введём функцию				����, определяемую из соотношения: 

�� � ������ � ���������� ���������� � �������� � ������� � ��������
� �� � ����� ��������� � �������� � ������������� � ��������� � �.		���� 

Заметим, что при этом значении переменной � эффект перехлёста обращается в 
нуль внутри ударной волны. При этом из формулы (30) следует, что: 
���� �

� ��������� � �������� � ������� � �������� � �� � ����� ��������� � �������� � ���� ��������� � ��������
������ � ����� ��������� � �������� � ������� � ��������

. 

(31) 

Сумму в знаменателе выражения (31)	��������� � �������� � ������� � �������� 

представим в следующем виде: 

��������� � �������� � ������� � �������� � ��������� � �������� � ��������� � �������� �
��������� � ��������.    (32) 

В правой части равенства (32) все три скобки будут больше нуля, если 
потребовать выполнение следующих неравенств: 

��������� � �������� � ��																																				���� 
��������� � �������� � ��																																				���� 
�������� � �������� � �.																																			���� 



91

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 3
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Для получения искомых необходимых условий осталось проанализировать 
знаки выражений, стоящих в скобках левой и правой части равенства (20). 
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при поиске необходимых условий. Положительность второй и третьей скобок 
всегда выполняется в простом газе, а в смеси газов следует из того, что 
эффективные температуры [9]: 
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�� ���
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�� ���

���������������������������������������������������������������� 
от которых зависят, соответственно, перекрёстные моды ��������� �������� [2], 
больше эффективной температуры: 

��э �
����� � �����
�� ���

��������������������������������������������������������������4� 
от которой зависит мода ������� в холодном крыле функции распределения пар 
молекул �������. 

С учётом положительности выражения (19) получим в итоге искомые 
необходимые условия эффекта перехлеста из правой части соотношения (20): 

��������� � �������� � ������� � �������� � ���������������������������������� 
В случае простого газа, когда: 

�������� � �������� � ���� � ���� , 

������� � �� 
������� � �� 

из выражения (25) будет следовать установленное ранее необходимое условие 
эффекта перехлёста (6).  

 

Достаточные условия высокоскоростного перехлёста ��� � �� 
Введём в соотношения (17) переменные: 

� � ���� � �����																																																										���� 

���� � ����
���� � ���� .																																																					���� 

Для случая простого газа переменная (26) будет совпадать с переменной (9), а 
переменная (27) становится числом, равным 1.  
Тогда: 

������� � �������� � �� � ��������������� � �������� � ������������� � ��������� �
� �� � ������ � ������� ��������� � �������� � ������� � �������� . ���� 
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��������� � �� � ����� ��������� � �������� � ���� ��������� � ��������� (29) 

Введём функцию				����, определяемую из соотношения: 

�� � ������ � ���������� ���������� � �������� � ������� � ��������
� �� � ����� ��������� � �������� � ������������� � ��������� � �.		���� 

Заметим, что при этом значении переменной � эффект перехлёста обращается в 
нуль внутри ударной волны. При этом из формулы (30) следует, что: 
���� �

� ��������� � �������� � ������� � �������� � �� � ����� ��������� � �������� � ���� ��������� � ��������
������ � ����� ��������� � �������� � ������� � ��������

. 

(31) 

Сумму в знаменателе выражения (31)	��������� � �������� � ������� � �������� 

представим в следующем виде: 

��������� � �������� � ������� � �������� � ��������� � �������� � ��������� � �������� �
��������� � ��������.    (32) 

В правой части равенства (32) все три скобки будут больше нуля, если 
потребовать выполнение следующих неравенств: 

��������� � �������� � ��																																				���� 
��������� � �������� � ��																																				���� 
�������� � �������� � �.																																			���� 
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Поэтому положительно определённой будет и левая часть выражения (32), то 
есть: 

��������� � �������� � ������� � �������� � �.������������������������������������������� 
Выделим полный квадрат в выражении (29). 
Тогда получим: 

������ � ������� � ������ � ����� ��������� � �������� � ������� � �������� � �
��� � �������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������
�  (37) 

Введём следующие обозначения: 

�������� � ������� � ��������, 
�������� � ������� � ��������, 
������� � ������� � �������, 

тогда выражение (37) примет следующий вид: 

������ � ������� � ������ � �������������� � �������� � ��������� � ��� �

� �����������������������������
���������������������������������������

�.      (38) 

Положительность первых двух и четвёртого сомножителей в правой части 
равенства (38) следует из диапазона их изменения: 

� � ���� � �������� � �� � ����� � �,�� � � � ����. 
Третий сомножитель совпадает с правой частью выражения (32) и, ввиду 
изложенного выше, так же положителен.  

Таким образом, для положительности правой части выражения (38) 
достаточно потребовать выполнение неравенств (33)–(35).  

Неравенства (33)–(35) и являются искомыми достаточными условиями 
эффекта высокоскоростной поступательной неравновесности. 
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Поэтому положительно определённой будет и левая часть выражения (32), то 
есть: 

��������� � �������� � ������� � �������� � �.������������������������������������������� 
Выделим полный квадрат в выражении (29). 
Тогда получим: 

������ � ������� � ������ � ����� ��������� � �������� � ������� � �������� � �
��� � �������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������
�  (37) 

Введём следующие обозначения: 

�������� � ������� � ��������, 
�������� � ������� � ��������, 
������� � ������� � �������, 

тогда выражение (37) примет следующий вид: 

������ � ������� � ������ � �������������� � �������� � ��������� � ��� �

� �����������������������������
���������������������������������������

�.      (38) 

Положительность первых двух и четвёртого сомножителей в правой части 
равенства (38) следует из диапазона их изменения: 

� � ���� � �������� � �� � ����� � �,�� � � � ����. 
Третий сомножитель совпадает с правой частью выражения (32) и, ввиду 
изложенного выше, так же положителен.  

Таким образом, для положительности правой части выражения (38) 
достаточно потребовать выполнение неравенств (33)–(35).  

Неравенства (33)–(35) и являются искомыми достаточными условиями 
эффекта высокоскоростной поступательной неравновесности. 
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Аннотация. Данная статья посвящена исследованию зависимости диэлектрических 
свойств нематических ЖК ячеек с различным пространственным ориентационным 
распределением от температуры. Приведены результаты эксперимента по изучению 
температурной зависимости диэлектрического отклика ЖК материала в мостовой схеме. 
Показано, что предложенная структура с комбинированной ориентацией ЖК даёт 
возможность формировать сигналы высокого уровня в мезофазе и низкого уровня в 
изотропной фазе при изменении температуры. Смоделирована зависимость 
диэлектрических свойств от ориентационного распределения. 

Ключевые слова: жидкие кристаллы, диэлектрические свойства, краевые углы, датчик 
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Abstract. We report a study of the liquid crystal space orientational distribution and its influence 
on the LC cell’s dielectrical properties. We present the results of an experimental study of the 
temperature dependence of the dielectric response of the LCD material in the bridge circuit. It 
is shown that the proposed structure with the LC combined alignment allows one to generate 
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high-level signals in the mesophase and low-level signals in the isotropic phase at a varying 
temperature. The dependence of the dielectric properties on the orientation distribution is 
simulated. 

Key words: liquid crystal, dielectric properties, LC combined alignment. 
 

1. Введение 
Для разработки матричных ЖК дисплеев и других устройств с ЖК 

необходимо изучать непосредственно связанные с ними ёмкостные эффекты 
[1 –9]. В данной работе решена практическая задача моделирования ёмкостных 
свойств ЖК ячеек с различными приповерхностными углами и 
пространственным ориентационным распределением.  

Моделировалось влияние приповерхностных углов наклона директора ЖК 
на реакцию (отклик) ЖК материала в комбинированной плоской ячейке, 
разработанной для ёмкостного датчика температуры [1]. Была построена 
модель, показывающая, как углы наклона влияют на уровень сигнала в 
нематической и изотропной фазах. 

 
2. Методика экспериментальных измерений и исследуемые матричные ЖК 

ячейки 
Конструкция и электрическая схема ячейки показана на рис. 1а; 1б. 

Конструкция, методика изготовления и принцип работы комбинированных 
ячеек подробно описаны в работе [1]. 

 

Рис. 1а. Электрическая схема комбинированной ЖК ячейки. 
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модель, показывающая, как углы наклона влияют на уровень сигнала в 
нематической и изотропной фазах. 

 
2. Методика экспериментальных измерений и исследуемые матричные ЖК 

ячейки 
Конструкция и электрическая схема ячейки показана на рис. 1а; 1б. 

Конструкция, методика изготовления и принцип работы комбинированных 
ячеек подробно описаны в работе [1]. 

 

Рис. 1а. Электрическая схема комбинированной ЖК ячейки. 
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Рис. 1б. Конструкция комбинированной ЖК ячейки.
 
Для изучения диэлектрических свойств ЖК ячейки была использована 

установка на базе платы аналогового входа-выхода DAC-NI PCI-6281, National 
Instruments, США. Рабочей средой ячейки является ЖК с положительной 
диэлектрической анизотропией НЖК-1289 (�� � �∥ � �� � �), где �∥  и ��  – 
параллельная и перпендикулярная составляющие диэлектрической 
проницаемости, соответственно).  

На ячейку с комбинированной ориентацией подаётся импульсный сигнал, 
удовлетворяющий условиям, описанным в статье [1].  

Теоретически искомая амплитуда отклика определяется эффективной 
диэлектрической проницаемостью в соответствии с соотношением: 

�� �
���
�������

���

���
�������

��� ,     (1) 

где величины ������ и ������  вычисляются по формулам, приведённым в [1] для 

значений �∥  и ��   и θ – угла наклона директора ЖК.�������  – эффективная 
диэлектрическая проницаемость пары областей с вертикальной ориентацией,  

������ – эффективная диэлектрическая проницаемость пары областей с планарной 
ориентацией (рис. 2).  

 

 

Рис. 2. Матричная ячейка с комбинированной ориентацией. 
 

3. Результаты эксперимента и их обсуждение 
Зависимость отклика ЖК ячеек ΔU от температуры показана в [1]. Однако в 

большой серии экспериментов с широким рядом матричных ячеек с 
неидеальной ориентацией (рис. 2) были получены результаты, существенно 
отличающиеся от приведённых в [1] для практически идеально 
ориентированных.  

В ходе эксперимента для гибридных ЖК ячеек получаются результаты, 
значительно отличающиеся от результатов для ячеек, имеющих области с чисто 
планарной и гомеотропной ориентациями директора ЖК. Гибридные ЖК 
ячейки показаны на рис. 3. 

Гибридная ориентация ЖК ячеек обеспечивается [10–15] созданием 
различных приповерхностных углов наклона директора ЖК путём нанесения 
различных ориентирующих покрытий и / или различной их поверхностной 
обработкой, формирующей различные типы ориентирующего микрорельефа. 

Если же углы , то тогда получаем несимметричный случай 
распределения углов. 

Идеальная ориентация

Реальная ориентация 



99

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 3

 

 

Рис. 1б. Конструкция комбинированной ЖК ячейки.
 
Для изучения диэлектрических свойств ЖК ячейки была использована 

установка на базе платы аналогового входа-выхода DAC-NI PCI-6281, National 
Instruments, США. Рабочей средой ячейки является ЖК с положительной 
диэлектрической анизотропией НЖК-1289 (�� � �∥ � �� � �), где �∥  и ��  – 
параллельная и перпендикулярная составляющие диэлектрической 
проницаемости, соответственно).  

На ячейку с комбинированной ориентацией подаётся импульсный сигнал, 
удовлетворяющий условиям, описанным в статье [1].  

Теоретически искомая амплитуда отклика определяется эффективной 
диэлектрической проницаемостью в соответствии с соотношением: 

�� �
���
�������

���

���
�������

��� ,     (1) 

где величины ������ и ������  вычисляются по формулам, приведённым в [1] для 

значений �∥  и ��   и θ – угла наклона директора ЖК.�������  – эффективная 
диэлектрическая проницаемость пары областей с вертикальной ориентацией,  

������ – эффективная диэлектрическая проницаемость пары областей с планарной 
ориентацией (рис. 2).  

 

 

Рис. 2. Матричная ячейка с комбинированной ориентацией. 
 

3. Результаты эксперимента и их обсуждение 
Зависимость отклика ЖК ячеек ΔU от температуры показана в [1]. Однако в 

большой серии экспериментов с широким рядом матричных ячеек с 
неидеальной ориентацией (рис. 2) были получены результаты, существенно 
отличающиеся от приведённых в [1] для практически идеально 
ориентированных.  

В ходе эксперимента для гибридных ЖК ячеек получаются результаты, 
значительно отличающиеся от результатов для ячеек, имеющих области с чисто 
планарной и гомеотропной ориентациями директора ЖК. Гибридные ЖК 
ячейки показаны на рис. 3. 

Гибридная ориентация ЖК ячеек обеспечивается [10–15] созданием 
различных приповерхностных углов наклона директора ЖК путём нанесения 
различных ориентирующих покрытий и / или различной их поверхностной 
обработкой, формирующей различные типы ориентирующего микрорельефа. 

Если же углы , то тогда получаем несимметричный случай 
распределения углов. 

Идеальная ориентация

Реальная ориентация 



100

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 3

 

 

 

Рис. 3. Разносторонние ЖК ячейки с несимметричными углами преднаклона 
директора ЖК на противоположных сторонах (гибридные ЖК ячейки). Слева 

направо: HybH, HybS (Splay), HybB (Bend). 
 

4. Моделирование гибридных ЖК ячеек 
Были смоделированы ячейки ЖК как с симметричным (для S и В 

распределений), так и с асимметричным (для HybH) распределением директора 
ЖК по толщине ячейки. На рис. 4а показано распределение директора ЖК по 
толщине HybH ячейки с несимметричными приповерхностными углами, при 
угле директора от 0º до 90º и отношением коэффициентов упругости К33/К11 от 
0,5 до 3. На рис. 4б показано распределение директора ЖК по толщине HybS 
ячейки с симметричными приповерхностными углами, при приповерхностных 
углах 90º и К33/К11 от 0,5 до 3. На рис. 4в показано распределение директора ЖК 
по толщине HybB ячейки с симметричными приповерхностными углами, при 
приповерхностных углах 0º и К33/К11 от 0,5 до 3. 

 
5. Моделирование зависимости диэлектрических свойств гибридных ЖК 

ячеек от ориентационных и диэлектрических параметров ЖК 
Для схемы с ячейками, представленной на рис. 1, рис. 2, на рис. 5 показана 

зависимость величины εV (см. формулу 1) от углов наклона ЖК и от 
диэлектрических констант �∥, ��, значения которых соответствуют различным 
значениям температуры в соответствии с зависимостью диэлектрических 
констант от температуры такого вида, как приведенная в [1]. Моделируемые 
ячейки имеют HybH ориентацию с симметричными краевыми углами.  

По одной из осей показан приповерхностный угол одной из пар ячеек, по 
другой оси показан приповерхностный угол другой пары ячеек.  
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Рис. 4а. Распределение директора ЖК по 

толщине HybH ячейки с 
несимметричными приповерхностными 
углами при угле директора от 0º до 90º и 

К33/К11 от 0,5 до 3. 

Рис. 4б. Распределение директора ЖК по 
толщине HybS ячейки с симметричными 
приповерхностными углами при К33/К11 

от 0,5 до 3. 

 

 

Рис. 4в. Распределение директора ЖК по толщине HybB ячейки с симметричными 
приповерхностными углами, при приповерхностных углах 0º и К33/К11 от 0,5 до 3. 
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Рис. 4б. Распределение директора ЖК по 
толщине HybS ячейки с симметричными 
приповерхностными углами при К33/К11 
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Рис. 4в. Распределение директора ЖК по толщине HybB ячейки с симметричными 
приповерхностными углами, при приповерхностных углах 0º и К33/К11 от 0,5 до 3. 
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По вертикальной оси показан отклик εV. Справа – его же профили 
относительно одной из осей приповерхностных углов, значения по другой оси 
(краевые углы второй пары ячеек) показаны в подписях к линиям графиков. 

 
Рис. 5а. Зависимость отклика εV от углов наклона ЖК при значениях  �∥=10,2; ��=3,7. 

 

 
Рис. 5б. Зависимость отклика εV от углов наклона ЖК при значениях ε// =8,24, ε+=5,4 

 
Как видно из рисунков, с ростом температуры вид зависимости отклика от 

приповерхностных углов в схеме с ЖК ячейками HybH типа с симметричными 
приповерхностными углами остаётся качественно тем же, хотя некоторые 
количественные изменения очевидны.  

В то же время необходимо отметить, что величина отклика, в зависимости от 
приповерхностных углов в ячейках, может изменяться в широких пределах. 

В теоретической модели [10–15] использовалось одноконстантное 
приближение (константы упругости Франка для нематических ЖК K11=K33) для 
упрощения расчётов. Условие K11=K33 означает линейное распределение угла 
наклона директора ЖК по оси координат, перпендикулярной поверхностям ЖК 
ячейки. 

 

При одноконстантном приближении, упругая энергия ЖК не зависит от 
локального угла наклона директора, и угол линейно зависит от координаты по 
толщине ячейки. Углы рассматривались в диапазоне от 0º до 90º. 

Однако в практическом применении важен случай нематических ЖК с 
К11≠К33. В связи с этим необходимо уточнить, каковы диапазоны параметров 
ячеек нематических ЖК с К11≠К33, при которых актуальна испольуемая в данной 
работе модель.  

Типичная зависимость εeff(К33/К11) для HybS, HybB и HybH распределений 
изображена на рис. 6.1, рис. 6.2 и рис. 6.3. для ε// =14,4, ε+=5,6 (ЖК-1289 при 23ºС) 

 

Рис. 6.1. Зависимость εeff(К33/К11) для 
HybS распределения с симметричными 

приповерхностными углами от 15º до 90º 
и К33/К11 от 0,5 до 3. 

Рис. 6.2. Зависимость εeff(К33/К11) для 
HybВ распределения с симметричными 

приповерхностными углами  от 0º до 75º 
и К33/К11 от 0,5 до 3.  

 
Хорошо видно, что εeff остаётся близка к случаю К33/К11=1 для многих 

смоделированных распределений, например, S15/0/15, S30/0/30, B60/90/60, 
B75/90/75. Отсюда можно сделать вывод, что при разнице приповерхностных 
углов и угла посередине ячейки до 30º предложенная в [10-15] модель 
(одноконстантная) вполне пригодна.  

Таким образом, предложенная методика определения диэлектрических 
свойств ЖК ячеек мостовым методом адекватна для реально существующих ЖК 
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Рис. 6.1. Зависимость εeff(К33/К11) для 
HybS распределения с симметричными 

приповерхностными углами от 15º до 90º 
и К33/К11 от 0,5 до 3. 
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систем в диапазоне разности приповерхностных углов и угла посередине ячейки 
не менее, чем в 30º.  

В то же время необходимо отметить, что зависимость εeff(К33/К11) для B0/90/0 
и для S90/0/90 распределения демонстрирует изменение на 10% при изменении 
К33/К11 от 0,5 до 3. Таким образом, показана возможность задания 
диэлектрических свойств ЖК ячейки HyS и HybB типов путём задания величины 
приповерхностного угла.  

 

 
Рис. 6.3. Зависимость εeff(К33/К11) для HybH распределения с несимметричными 

приповерхностными углами (ориентационными) от 0º до 90º и К33/К11 от 0,5 до 3. ε// 
=14,4, ε+=5,6 (ЖК-1289 при 23ºС). 
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Хорошо видно, что εeff остаётся близка к случаю К33/К11=1 для многих 
смоделированных распределений, например, Н15/0, Н30/0, Н30/15, Н45/15, 
Н45/30, Н60/30, Н60/45, Н75/45, Н75/60, Н90/60, Н90/75. Из этого можно сделать 
вывод, что при разнице приповерхностных углов до 30º предложенная в работах 
[10-15] модель (одноконстантная) вполне пригодна.  

В то же время необходимо отметить, что зависимость εeff(К33/К11) для HybH 
распределения демонстрирует изменение на 10% при изменении К33/К11 от 0,5 до 
3, например для гомеопланарной ячейки (H90/0).  

Таким образом, показана возможность задания диэлектрических свойств ЖК 
ячейки HybH типа путём задания величины приповерхностного угла.  

На рис. 7 показана величина εV для различных HybS и HybB распределений, 
рассмотренных выше. Над каждым графиком указана величина К33/К11. 

 

Рис. 7. Величина εV для различных HybS и HybB распределений при значениях 
К33/К11 от 0,5 до 3. ε// =14,4, ε+=5,6 (ЖК-1289 при 23ºС). 
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конфигурация. Таким образом, наиболее вероятные варианты пар ячеек для 
расчёта отклика приведены на рис. 7. В таблице 1 приведены данные для 
отклика, рассчитанного по одноконстантной модели ЖК ячеек. Они же 
использованы для соответствующего из графиков на рис. 7. 

Таблица 1. 
Величина εV, рассчитанная при значении К33/К11 =1, ε// =14,4, ε+=5,6 (ЖК-1289 при 23ºС). 

 S15/0/15 S30/0/30 S45/0/45 S60/0/60 S75/0/75 S90/0/90 

B0/90/0 0,27 0,21 0,15 0,09 0,04 0 

B15/90/15 0,31 0,25 0,19 0,13 0,08 0,04 

B30/90/30 0,35 0,29 0,23 0,17 0,12 0,08 

B45/90/45 0,38 0,32 0,26 0,20 0,15 0,11 

B60/90/60 0,40 0,34 0,28 0,22 0,17 0,14 

B75/90/75 0,41 0,36 0,29 0,24 0,19 0,15 

 
6. Выводы 

Показано экспериментально, что предложенная структура с 
комбинированной ориентацией ЖК даёт возможность формировать сигналы 
высокого уровня в мезофазе и низкого уровня в изотропной фазе при изменении 
температуры.  

Построена модель, которая позволяет определить, какие краевые углы в ЖК 
ячейках следует задать для формирования заданных ёмкостных свойств и 
значения отклика. 

Это моделирование также может использоваться для произвольных слоев 
жидкого кристалла с большим диапазоном их краевых углов. Таким образом 
можно построить новые конструкции ЖК экранов с активной 
жидкокристаллической матрицей.  
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диспергировании слоёв конденсированного вещества, нанесённых на 
непроницаемую подложку. Такие явления широко распространены в природе, а 
также происходят в некоторых технологических процессах. Актуальность 
исследования определяется его практическими приложениями в физике 
газодисперсных систем, в статистической газодинамике, а также теоретическим 
интересом. Эволюция облаков, образованных дисперсными частицами, 
теоретически мало исследована. Теоретическое рассмотрение вихревых течений 
в газах обычно исходит из уравнений динамики сплошной среды, не углубляясь 
в её молекулярную структуру. Поэтому остаётся актуальным исследование таких 
движений на основе микроскопической теории. Предлагаемая ниже модель 
применима как к облакам атомарно-молекулярного состава, так и к системам 
более крупных дисперсных частиц.  

 
2. Рассматриваемая модель 

В отличие от ранее решённых задач [1–4] используются формулы для 
плотности и плотности потока среды, найденные для случая полуограниченного 
газоподобного облака в [5–7]. Как и в указанных работах, рассматривается 
нестационарная газоподобная система частиц, образованная весьма быстрым 
разрушением плоского слоя конденсированного вещества массой М и толщиной 
L в вакууме, причём подложка (далее – стенка) сохраняется и является 
непроницаемой. Площадь слоя S считается столь большой, что для характерных 
интегралов Пуассона в его плоскости XY пределы можно принять бесконечными 
с хорошим приближением. Слой объёмом V0=LS принят однородным, его 
объёмная плотность 0 – константа. Пусть в момент t = 0 происходит весьма 
быстрое разрушение слоя вследствие некоторого воздействия, и вещество 
превращается в расширяющееся газоподобное облако, которое может состоять 
как из молекулярных, так и из более крупных дисперсных частиц. Считаем 
образовавшиеся частицы массы m однородными и бесструктурными. Поскольку 
межчастичные силы – короткодействующие, а с расширением облака быстро 
уменьшается его плотность, полагаем в дальнейшей эволюции частицы не 
взаимодействующими иначе, как через упругие столкновения, как в модели 
идеального газа. Внешние поля отсутствуют, но облако не является 
изолированным, так как находится в контакте со стенкой. Столкновения частиц 

 

со стенкой считаем упругими. Данная модель отличается от рассмотренных в [1–
4] именно полуограниченностью, то есть распространением облака в полуобъём. 

 
3. Случай с начальной скоростью облака ортогональной стенке 

Ранее для задачи полуограниченного расширения была получена формула 
плотности облака, которая имеет вид[5]: 
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где: x, y. z – координаты точки в физическом пространстве, причём z - 
ортогональна плоскости стенки XY, �����√�� – интеграл вероятности,  
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� � ����

�  – координата сдвига максимума; �� � ���, �� – начальная массовая 

скорость слоя в момент его отрыва от стенки, ортогональная к стенке;
 
a, b и c – 

масштабные константы, введенные из соображений размерности и 
определяемые из дополнительных условий. 

Формула (1) отлична от формул, полученных ранее для неограниченного 
двустороннего расширения облака наличием интеграла вероятности в 
знаменателе. 

Проекции плотности потока массы, найденные при решении предыдущей 
задачи, имеют вид: 
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Найдём компоненты вектора вихря плотности потока массы для выбранной 
модели. Отметим, что этот вектор не только не тождественен, но, вообще, даже 
не пропорционален обычно рассматриваемому в динамике сплошных сред 
вихрю скорости. Такая пропорциональность имеет место лишь в частном случае 
движения несжимаемой среды без учёта неконвективного движения. 
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Компоненты вектора вихря выражаются через частные производные от 
проекций исходного вектора. Находя частные производные по координатам от 
(2), получим проекции вихря плотности потока вещества: 

�� � ��������
�� �� ���������� � �� � �� � �������
�� � �������√��� ��� �� � ���������������� 

�� � ��������� �� ���������� � �� � �� � �������
�� � �������√��� ��� �� � ���������������� 

�� � ������������������������������������������������������������� 
где ��  – начальная массовая скорость облака, принятая ортогональной стенке. 

Заметим, что для неограниченного двустороннего расширения облака все 
компоненты вихря равны нулю. Искомый вихрь определяется совокупностью 
всех 3-х компонент (3–5) и лежит в плоскости, ортогональной OZ. Его проекции 
пропорциональны плотности вещества, кроме того имеют дополнительную 
зависимость от координат перед экспонентой. Вектор вихря:  

����� � �� � �� � �� � �� . 
Так как найденные величины (3) и (4) есть функции времени, то для данной 

модели теория описывает возникновение, развитие и затухание вихревых 
движений среды в ходе эволюции системы. Физической причиной эволюции 
вихрей является перераспределение импульса и массы среды вследствие 
одновременно присутствующих хаотического и направленного движения её 
частиц (молекул или мелкодисперсных частиц), а также характерного для 
данной задачи влияния стенки.  

 
4. Случай с дополнительной начальной скоростью, параллельной стенке 
Рассмотрим более сложный случай, когда облако, помимо начальной 

массовой скорости, направленной ортогонально стенке, обладает также 
начальной массовой скоростью V, параллельной стенке и направленной по оси 
OX. Этот случай может соответствовать наличию бокового «ветра» вдоль OX. В 
таком случае z-компонента вихря плотности потока среды не равна нулю:  

�� � �����
�� �� ���������� � ���� � �� � �� � ����������� � �����

��� �� ��� �� � �������√���
� ��� 

где �� – как и ранее, начальная скорость облака, ортогональная стенке. Таким 
образом, боковой «ветер» приводит для полуограниченного облака к появлению 

 

компоненты вихря, ортогональной плоскости стенки, и возникающей 
вследствие влияния стенки на движение среды. Выражение (6) меняет знак на 
линии y=0, так что в полуплоскостях y>0 и y<0 имеем пару противоположно 
ориентированных вихрей.  

Формула аналогичная (6) получается также для случая, когда по оси Z нет 
начальной скорости, но на все частицы действует однородное внешнее поле. В 
этом случае ��� заменяется на ��� ��⁄ : 

�� � �
������ �⁄ ���� ��� ��� � ���� � �� � �� � ���

���
�
����

��� �⁄ � �� � ��� ����√��� �� �� � �������√���
� ��� 

В обоих случаях эффект появления z-компоненты вихря возникает только при 
наличии непроницаемой стенки. 
 

5. Графическое представление полученных результатов 
Для нахождения рельефа z-проекции вихря над плоскостью XY для случая с 

дополнительной начальной скоростью, параллельной стенке, в полученной 
ранее формуле (6) примем z=1. Будем рассматривать зависимость RZ, от 
переменных x и y в последовательные моменты времени. Аналогично построены 
рельефы вихря над двумя другими плоскостями (рис. 1–3). 

Для построения графиков принята удобная система единиц a=1, b=1, c=1, в 
соответствии с ней определялись масштабы и размерности других величин. 
Значения координат x, y и z, равные 1, мы выбираем, исходя из удобства 
сравнения полученных графиков, а также чтобы исключить случай 
аннулирования рельефов и случай весьма малых значений амплитуд при 
больших координатах. Время выбираем, исходя из соображений удобства 
масштабирования. 

Для всех трёх рассмотренных случаев очевиден сдвиг максимума по оси x, а 
также уменьшение амплитуды вихря для случаев а) и б). Из рис. 1в, 2в, 3в видно, 
что в процессе эволюции z-проекция вихря меняет знак. Это происходит за счёт 
изменения знака множителя, содержащего k3. Сначала вихрь обнуляется, а 
потом меняет свое направление, соответственно бугры и ямы в полуплоскостях 
меняются местами. Следует отметить, что сдвиг максимума происходит только 
по оси x. По оси y такого сдвига нет ввиду отсутствия скорости по этой оси.  
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Рис. 1. Рельеф вихря над плоскостью XY при а) z=1, t=0; б) z=1, t=4/5; в) z=1, t=2. 

 

Рис. 2. Рельеф вихря над плоскостью YZ при а) x=1, t=0; б) x=1, t=4/5; в) x=1, t=2. 

 

Рис. 3. Рельеф вихря над плоскостью XZ при а) y=1, t=0; б) y=1, t=4/5; в) y=1, t=2. 

 

6. Заключение 
В отличие от ранее решённых задач, в данном случае были использованы 

формулы для плотности и плотности потока массы, найденные для случая 
полуограниченного газоподобного облака в [5; 6]. 

Показано, что в случае, когда облако имеет начальную массовую скорость 
ортогональную к пластине (или находится во внешнем поле, ортогональном к 
пластине), вихрь плотности потока среды для принятой модели имеет только 
компоненты параллельные плоскости пластины. В случае же, когда облако имеет 
также начальную массовую скорость параллельную плоскости пластины, 
возникает компонента вихря плотности потока среды, ортогональная плоскости 
пластины. Получена строгая аналитическая формула для этой компоненты. 

Если расширение по оси z идет без начальной массовой скорости, но в 
силовом поле, то, при наличии ветра по оси x, так же будет возникать третья (z-
я) компонента вихря, которая отсутствует для случая без бокового ветра. 
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Рис. 1. Рельеф вихря над плоскостью XY при а) z=1, t=0; б) z=1, t=4/5; в) z=1, t=2. 

 

Рис. 2. Рельеф вихря над плоскостью YZ при а) x=1, t=0; б) x=1, t=4/5; в) x=1, t=2. 

 

Рис. 3. Рельеф вихря над плоскостью XZ при а) y=1, t=0; б) y=1, t=4/5; в) y=1, t=2. 
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Аннотация. Авторы делятся опытом использования возможностей интерактивных 
компьютерных систем MathCAD и MatLab при решении математических задач в процессе 
обучения будущих инженеров. Авторы утверждают, что применение математических 
пакетов в обучении существенно активизирует освоение математических понятий, теорем 
и методов решения задач, а также способствует дальнейшему их применению для 
выполнения инженерных и научных расчётов. 

Ключевые слова: MathCAD, MatLab, модульно-рейтинговая система, операционная среда, 
методы вычислений. 
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Abstract. We share our experience in the use of interactive computer MathCAD and MatLab 
systems in solving mathematical problems in the training process of future engineers. The 
application of mathematical packages in education significantly stimulates the development of 
mathematical concepts, theorems and methods for solving problems, and also contributes to 
their further application to perform engineering and scientific calculations 
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Целью данной работы является описание опыта применения в учебном 

процессе интерактивных компьютерных систем MathCAD и MatLab в рамках 
дисциплин математического образования.  

На факультете фундаментальных наук МГТУ им. Н.Э. Баумана проводится 
экспериментальная работа по использованию возможностей математических 
пакетов (МП) при решении математических задач в процессе обучения будущих 
инженеров. Посредством систематического решения задач в значительной 
степени решаются важные дидактические задачи при обучении математике – 
овладение студентами глубокими и прочными знаниями, формирование у них 
сознательных и прочных умений и навыков, развитие продуктивного, 
эвристического, творческого мышления. Использование МП существенно 
активизирует освоение математических понятий, теорем и методов решения 
задач, а также способствует дальнейшему применению МП для выполнения 
инженерных и научных расчётов. В совокупности с модульно-рейтинговой 
системой организации учебного процесса использование МП эффективно 
способствует развитию мотивационных стимулов обучения студентов [1–3].  

Надо отметить, что с точки зрения использования в обучении математики, 
наиболее перспективными в настоящий момент мы считаем интенсивно 
развивающиеся системы MathCAD и MatLab, обладающие следующими 
преимуществами: 
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Целью данной работы является описание опыта применения в учебном 

процессе интерактивных компьютерных систем MathCAD и MatLab в рамках 
дисциплин математического образования.  

На факультете фундаментальных наук МГТУ им. Н.Э. Баумана проводится 
экспериментальная работа по использованию возможностей математических 
пакетов (МП) при решении математических задач в процессе обучения будущих 
инженеров. Посредством систематического решения задач в значительной 
степени решаются важные дидактические задачи при обучении математике – 
овладение студентами глубокими и прочными знаниями, формирование у них 
сознательных и прочных умений и навыков, развитие продуктивного, 
эвристического, творческого мышления. Использование МП существенно 
активизирует освоение математических понятий, теорем и методов решения 
задач, а также способствует дальнейшему применению МП для выполнения 
инженерных и научных расчётов. В совокупности с модульно-рейтинговой 
системой организации учебного процесса использование МП эффективно 
способствует развитию мотивационных стимулов обучения студентов [1–3].  

Надо отметить, что с точки зрения использования в обучении математики, 
наиболее перспективными в настоящий момент мы считаем интенсивно 
развивающиеся системы MathCAD и MatLab, обладающие следующими 
преимуществами: 
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 содержат встроенную матричную и комплексную арифметику; 
 поддерживают выполнение операций с векторами, матрицами и массивами 

данных, реализуют спектральное и сингулярное разложения, расчёт ранга 
матриц, поддерживают работу с алгебраическими полиномами, решение 
нелинейных уравнений и задач оптимизации, интегрирование функций в 
квадратурах, численное интегрирование дифференциальных и разностных 
уравнений, построение разнообразных видов графиков функций, 
трехмерных поверхностей и линий уровня; 

 используют общепринятый способ изображения математических объектов и 
удобную операционную среду, которая позволяет формулировать проблемы 
и получать решения в обычной математической форме, не прибегая к 
рутинному программированию; 

 позволяют решать многие вычислительные задачи с высокой точностью и за 
значительно меньшее время, чем то, которое необходимо для написания 
соответствующих программ на языках программирования; 

 отличаются «открытостью», то есть легкостью их модификаций и адаптации 
к конкретным задачам пользователя; пользователь может ввести в систему 
любую новую команду, оператор или функцию и пользоваться потом ими так 
же просто, как и встроенными операторами и функциями. 

 имеют собственные весьма простые пользовательские языки 
программирования, близкие к языку BASIC, посильному любому 
начинающему;  

 дают возможность редактировать программы при помощи любого 
текстового редактора, в том числе Word;  

 обладают широкими возможностями создания разнообразных плоских и 
пространственных графиков с их последующим форматированием и 
просмотром, а также получения в одной графической области комбинации 
нескольких кривых или поверхностей разного типа с быстрым построением 
трёхмерных графиков. 

Так, работа в среде MatLab может осуществляться в двух режимах: 
1) в режиме калькулятора, когда вычисления осуществляются сразу после 

набора очередного оператора или команды MatLab; 

 

2) путём вызова имени программы, написанной на языке MatLab, 
предварительно составленной и записанной на диске, которая содержит все 
необходимые команды, обеспечивающие ввод данных, организацию 
вычислений и вывод результатов на экран (программный режим). 

В обоих режимах пользователю доступны практически все вычислительные 
возможности системы, в том числе по выводу информации в графической 
форме.  

Возможности такой системы огромны, а по скорости выполнения задач она 
опережает многие другие подобные системы. Все эти особенности делают 
систему MatLab весьма привлекательной для использования в учебном процессе 
высших учебных заведений. 

На начальном этапе эксперимента стояли вопросы, связанные с 
методологией использования математических пакетов в учебном процессе: 
излагать или не излагать на лекциях принципы работы МП; как должно 
проходить ознакомление и приобретение навыков работы с МП (в частности, с 
MatLab); как, где и при решении каких математических задач надо оправданно 
использовать возможности МП; какие цели должны быть достигнуты при 
разумной интеграции традиционных учебных занятий и занятий с 
использованием современных компьютерных средств.  

Ещё одна проблема, которую нужно было решать, состояла в том, что многие 
преподаватели, включая даже тех, кто был знаком с МП, использовали их в своих 
узких сиюминутных целях, далёких от учебного процесса, не знали всех 
возможностей математических пакетов. В этих условиях пришлось обратиться 
за помощью в представительство разработчиков MatLab и организовать для 
преподавателей курсы по освоению возможностей этой системы. Такие занятия, 
несомненно, принесли огромную пользу не только в изучении тонкостей 
системы MatLab, но и помогли обрисовать сферы применимости её в учебном 
процессе. 

Стало понятным, что для того, чтобы сохранить уровень знаний студентов, 
который мы имеем на сегодняшний день, нужно постепенно внедрять в учебный 
процесс новые методы преподавания, включающие использование современных 
компьютерных средств. Если форсировать процесс широкого применения МП в 
учебном процессе, то можно скатиться к обучению тупому нажиманию на 
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 содержат встроенную матричную и комплексную арифметику; 
 поддерживают выполнение операций с векторами, матрицами и массивами 

данных, реализуют спектральное и сингулярное разложения, расчёт ранга 
матриц, поддерживают работу с алгебраическими полиномами, решение 
нелинейных уравнений и задач оптимизации, интегрирование функций в 
квадратурах, численное интегрирование дифференциальных и разностных 
уравнений, построение разнообразных видов графиков функций, 
трехмерных поверхностей и линий уровня; 

 используют общепринятый способ изображения математических объектов и 
удобную операционную среду, которая позволяет формулировать проблемы 
и получать решения в обычной математической форме, не прибегая к 
рутинному программированию; 

 позволяют решать многие вычислительные задачи с высокой точностью и за 
значительно меньшее время, чем то, которое необходимо для написания 
соответствующих программ на языках программирования; 

 отличаются «открытостью», то есть легкостью их модификаций и адаптации 
к конкретным задачам пользователя; пользователь может ввести в систему 
любую новую команду, оператор или функцию и пользоваться потом ими так 
же просто, как и встроенными операторами и функциями. 

 имеют собственные весьма простые пользовательские языки 
программирования, близкие к языку BASIC, посильному любому 
начинающему;  

 дают возможность редактировать программы при помощи любого 
текстового редактора, в том числе Word;  

 обладают широкими возможностями создания разнообразных плоских и 
пространственных графиков с их последующим форматированием и 
просмотром, а также получения в одной графической области комбинации 
нескольких кривых или поверхностей разного типа с быстрым построением 
трёхмерных графиков. 

Так, работа в среде MatLab может осуществляться в двух режимах: 
1) в режиме калькулятора, когда вычисления осуществляются сразу после 

набора очередного оператора или команды MatLab; 

 

2) путём вызова имени программы, написанной на языке MatLab, 
предварительно составленной и записанной на диске, которая содержит все 
необходимые команды, обеспечивающие ввод данных, организацию 
вычислений и вывод результатов на экран (программный режим). 

В обоих режимах пользователю доступны практически все вычислительные 
возможности системы, в том числе по выводу информации в графической 
форме.  

Возможности такой системы огромны, а по скорости выполнения задач она 
опережает многие другие подобные системы. Все эти особенности делают 
систему MatLab весьма привлекательной для использования в учебном процессе 
высших учебных заведений. 

На начальном этапе эксперимента стояли вопросы, связанные с 
методологией использования математических пакетов в учебном процессе: 
излагать или не излагать на лекциях принципы работы МП; как должно 
проходить ознакомление и приобретение навыков работы с МП (в частности, с 
MatLab); как, где и при решении каких математических задач надо оправданно 
использовать возможности МП; какие цели должны быть достигнуты при 
разумной интеграции традиционных учебных занятий и занятий с 
использованием современных компьютерных средств.  

Ещё одна проблема, которую нужно было решать, состояла в том, что многие 
преподаватели, включая даже тех, кто был знаком с МП, использовали их в своих 
узких сиюминутных целях, далёких от учебного процесса, не знали всех 
возможностей математических пакетов. В этих условиях пришлось обратиться 
за помощью в представительство разработчиков MatLab и организовать для 
преподавателей курсы по освоению возможностей этой системы. Такие занятия, 
несомненно, принесли огромную пользу не только в изучении тонкостей 
системы MatLab, но и помогли обрисовать сферы применимости её в учебном 
процессе. 

Стало понятным, что для того, чтобы сохранить уровень знаний студентов, 
который мы имеем на сегодняшний день, нужно постепенно внедрять в учебный 
процесс новые методы преподавания, включающие использование современных 
компьютерных средств. Если форсировать процесс широкого применения МП в 
учебном процессе, то можно скатиться к обучению тупому нажиманию на 
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кнопки, после которого интеграл в голове студента, кроме как ассоциации с 
крючком, ничего не вызовет.  

В связи с этим было решено: 
1. На лекциях по курсам математики принципы работы математических 

пакетов не излагать, но изыскать возможность включить в лекции темы: 
численные методы решения нелинейных уравнений, аппроксимация 
функций, СЛАУ, численное интегрирование, численное решение 
дифференциальных уравнений. 

2. Разработать краткие инструкции по использованию математических пакетов, 
дать ссылки на интернет-ресурсы, обучающие программы и т.д. 

3.  Решать проблемы с техническими средствами обучения – увеличить 
количество персональных компьютеров, переоборудовать аудитории под 
возможность использовать ПЭВМ в учебном процессе. 

4. Ознакомление студентов с математическими пакетами, их возможностями и 
принципами работы с ними должно проходить на специальных тематических 
факультативных лекциях-семинарах и закрепляться в ходе их 
самостоятельной работы при консультативной поддержке со стороны 
преподавателей. 

5. По теме каждого занятия часть задач необходимо решать в среде MathCAD 
или MatLab.  

6. Выполнение домашних заданий (типовых и текущих) предполагает 
применение МП.  
Решение математических задач с использованием MathCAD и MatLab 

позволяет проанализировать возможность либо точного решения задачи, либо 
применение численного метода на основе оценки степени сложности такого 
решения. При возможности точного решения задачи системы имеют средства её 
решения, а при решении задачи только численным методом системы допускают 
как прямые, так и итерационные методы вычислений.  

При использовании МП открылась возможность уделять больше времени 
методологии решения математической задачи (обсуждать условия задачи, 
возможные методы её решения, полученные результаты), переложив 
выполнение рутинных операций на вычислительную среду. 

Применение МП позволило создавать для некоторых типов задач шаблоны 
решения, позволяющие изменяя исходные данные задачи, получать полное 

 

решение с изменением промежуточных и конечных результатов в виде 
аналитических зависимостей или графических изображений. 

Есть интересные задачи, включающие иллюстрацию теоретического 
материала (техника « », геометрический смысл теоремы Лагранжа, теоремы 
о среднем и т.д.) [4].  

В качестве иллюстрации применения МП в учебном процессе рассмотрим 
выполнение типового домашнего задания по исследованию функций и решение 
прикладных задач на экстремум.  

 
Исследование функций и построение графиков 

Рассмотрим типовое домашнее задание по исследованию функций. 
Постановка задачи: дана функция f(x), нужно найти её область определения, 
область значений, интервалы постоянного знака и нули, асимптоты, 
промежутки монотонности и точки экстремума, промежутки выпуклости и 
точки перегиба.  

Все эти пункты удобно выполняются при помощи MathCAD. В случае 
трансцендентных уравнений, когда корень не удается найти аналитически, 
MathCAD позволяет найти его с высокой точностью. 

 
Пример. Исследовать функцию и построить график 

 

Область определения D(f) = R\{2}. Сначала построим график . В меню 
axes (оси) выберем crossed («крестовина») и grid lines (координатная сетка). 
Рамки графика удобно задавать двумя параметрами a и b: –a < x < a, –b < y < b 
(рис.1). График помогает найти нули функции  и интервалы постоянного 
знака. К сожалению, команда solve, имеющаяся в MathCAD, не всегда даёт 
правильный ответ. Например, для рассматриваемой функции solve нашла 
только точку x2 = 0, хотя, как видно по графику, есть еще две точки x1 ≈ – 4 и x3 ≈ 
4. Чтобы найти значения x1 и x3 с интересующей нас точностью, нужно 
рассмотреть поведение функции  в их окрестностях. 
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кнопки, после которого интеграл в голове студента, кроме как ассоциации с 
крючком, ничего не вызовет.  

В связи с этим было решено: 
1. На лекциях по курсам математики принципы работы математических 

пакетов не излагать, но изыскать возможность включить в лекции темы: 
численные методы решения нелинейных уравнений, аппроксимация 
функций, СЛАУ, численное интегрирование, численное решение 
дифференциальных уравнений. 

2. Разработать краткие инструкции по использованию математических пакетов, 
дать ссылки на интернет-ресурсы, обучающие программы и т.д. 

3.  Решать проблемы с техническими средствами обучения – увеличить 
количество персональных компьютеров, переоборудовать аудитории под 
возможность использовать ПЭВМ в учебном процессе. 

4. Ознакомление студентов с математическими пакетами, их возможностями и 
принципами работы с ними должно проходить на специальных тематических 
факультативных лекциях-семинарах и закрепляться в ходе их 
самостоятельной работы при консультативной поддержке со стороны 
преподавателей. 

5. По теме каждого занятия часть задач необходимо решать в среде MathCAD 
или MatLab.  

6. Выполнение домашних заданий (типовых и текущих) предполагает 
применение МП.  
Решение математических задач с использованием MathCAD и MatLab 

позволяет проанализировать возможность либо точного решения задачи, либо 
применение численного метода на основе оценки степени сложности такого 
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решения, а при решении задачи только численным методом системы допускают 
как прямые, так и итерационные методы вычислений.  

При использовании МП открылась возможность уделять больше времени 
методологии решения математической задачи (обсуждать условия задачи, 
возможные методы её решения, полученные результаты), переложив 
выполнение рутинных операций на вычислительную среду. 

Применение МП позволило создавать для некоторых типов задач шаблоны 
решения, позволяющие изменяя исходные данные задачи, получать полное 

 

решение с изменением промежуточных и конечных результатов в виде 
аналитических зависимостей или графических изображений. 

Есть интересные задачи, включающие иллюстрацию теоретического 
материала (техника « », геометрический смысл теоремы Лагранжа, теоремы 
о среднем и т.д.) [4].  

В качестве иллюстрации применения МП в учебном процессе рассмотрим 
выполнение типового домашнего задания по исследованию функций и решение 
прикладных задач на экстремум.  

 
Исследование функций и построение графиков 

Рассмотрим типовое домашнее задание по исследованию функций. 
Постановка задачи: дана функция f(x), нужно найти её область определения, 
область значений, интервалы постоянного знака и нули, асимптоты, 
промежутки монотонности и точки экстремума, промежутки выпуклости и 
точки перегиба.  

Все эти пункты удобно выполняются при помощи MathCAD. В случае 
трансцендентных уравнений, когда корень не удается найти аналитически, 
MathCAD позволяет найти его с высокой точностью. 

 
Пример. Исследовать функцию и построить график 

 

Область определения D(f) = R\{2}. Сначала построим график . В меню 
axes (оси) выберем crossed («крестовина») и grid lines (координатная сетка). 
Рамки графика удобно задавать двумя параметрами a и b: –a < x < a, –b < y < b 
(рис.1). График помогает найти нули функции  и интервалы постоянного 
знака. К сожалению, команда solve, имеющаяся в MathCAD, не всегда даёт 
правильный ответ. Например, для рассматриваемой функции solve нашла 
только точку x2 = 0, хотя, как видно по графику, есть еще две точки x1 ≈ – 4 и x3 ≈ 
4. Чтобы найти значения x1 и x3 с интересующей нас точностью, нужно 
рассмотреть поведение функции  в их окрестностях. 
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Рис. 1

 
При этом, чтобы чётче видеть точку пересечения графика с осью Ox, 

деформируем график по вертикали, заменив значение � � ���� на его 
кубический корень, тогда пересечение кривой с осью Ox будет 
перпендикулярным (рис. 2). 
 

 

Рис. 2
Получаем x1 ≈ –3,974, x3 ≈ 3,974. Интервалы постоянного знака: f(x)>0 на (x1;0), 
(0;2) и (x3;+∞); f(x) < 0 на (–∞; x1) и (2; x3). 

Очевидно, вертикальная асимптота – прямая � � 2 Найдем уравнения 
горизонтальных и/или наклонных асимптот � � ��� � ��y: 

� � �������
����
� � �;������ � ������������ � ��� � 2 � ��

2 ; 

 

Построим график � � ���� вместе с асимптотами (рис. 3) в более мелком 
масштабе. 
 

 

Рис. 3
 

Далее исследуем функцию с помощью производных. 

���� ≔ �
�� ���� �

�� � ��� � ��� � �� � ������������ � ��
�� � ������ � ��  

Построим график производной (рис. 4). 
 

 
Рис. 4
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Производная обращается в нуль при x = 0 и при x = x1' ≈ – 2. Найдем x'1 таким 
же способом, как нули самой функции f(x) (рис. 5). Получаем x'1 ≈ – 1,919. Как 
видно по графику, x'1 – точка максимума, 0 – точка минимума. 
 

 

Рис. 5
 
Промежутки монотонности: f(x) возрастает на промежутках (-∞; x1'), [0; 2) и (2; 
+∞); убывает на [x1'; 0]. Теперь найдем вторую производную: 

���� ≔ ��
��� ���� � � � ��

� � ��� � ��� � �� � � � ������������ � ���
�� � ������ � ��� . 

 
На рис. 6 показано, как находится точка перегиба x1" ≈ – 0,615. 
 

 

Рис.6 
 
Функция выпукла вниз на промежутке [x1"; 2) и выпукла вверх на (–∞; x1"] и (2; 
+∞). 

 

Прикладные задачи на экстремум 
Решение прикладной задачи на экстремум (геометрической, физической, 

экономической и т.п.) состоит из следующих этапов: 
1. Выбор параметра x, который нужно будет оптимизировать (если этот 

параметр не указан в задаче явно). 
2. Нахождение промежутка D допустимых значений параметра x. 
3. Определение целевой функции f(x). 
4. Нахождение максимума или минимума f(x) на D. 

Как правило, функция f непрерывна. Если D – отрезок, то на нем обязательно 
f достигает минимума и максимума. Если D – интервал, то для удобства к нему 
добавляют концы, чтобы иметь дело с отрезком. 

Применить MathCAD можно только на 4-м этапе решения, тогда как первые 
три этапа требуют творческого подхода, и здесь уместно вспомнить слова 
П.Л. Чебышёва: «правильно поставить задачу – значит наполовину её решить». 

Пример. В полушар радиуса 1 вписать усечённый конус максимального 
объёма (рис. 7). 

 

Рис. 7 
 

В качестве параметра x можно взять либо высоту усеченного конуса h (0 < h 
< 1), либо радиус верхнего основания r (0 < r < 1). Выберем второй вариант: 

� � �� ��� � �1 � ��� �������� � ��1� � 1 � � � ����
3 � �

3 �1 � � � ����1 � ��. 
К интервалу допустимых значений � � � � 1 добавим концы: x = 0 (конус не 
усеченный) и x = 1 (усеченный конус выродился в круг). Построим график 
зависимости объёма от x и его производной (рис. 8) 
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Рис.8 
 

По графику мы видим, что точка максимума расположена между x = 0,6 и x = 0,7. 
Увеличив фрагмент графика, находим с точностью 0,001 значение x1 ≈ 0,646. 
Максимальный объём усеченного конуса: 

���� � ����� � ������ 
Поскольку функция ���� дважды дифференцируема, погрешность ����  

имеет 2-й порядок малости по сравнению с погрешностью x1. 
Подводя итог, заметим, что использование математических пакетов при 

решении математических задач приводит к их непрерывному применению в 
обучении математики. Целесообразно проводить часть практических занятий по 
математике в форме вычислительного практикума или лабораторных работ, что 
позволяет научить студентов самостоятельно решать математические задачи с 
помощью МП.  
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1. Введение 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n неизвестными  

�
����� � ����� � �� ����� � ��,……………………………………… ,
����� � ����� � �� ����� � ��,

   (1) 

где � � �. Пусть  � � �
��� � ���⋮ ⋱ ⋮
��� � ���

� - матрица этой системы, � � �
��…
��
�, �� - i-

й столбец матрицы A, т.е. � � ���,… , ��, … , ���. Определим n матриц 
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���� � ��� � � ��, где матрица �� получена из матрицы A путём замены i-го 
столбца на столбец B. При � � � и � � � эти матрицы имеют вид �� �
��� ��� � � ���, �� � ���� � � ����� ��. В случае � � � остальные � � � матрицы 
имеют вид �� � ���� � � ����� �� ����� � � ���, где � � � � �. Пусть ∆� ���� – 
определитель матрицы A. Если ∆� �, то система уравнений (1) имеет 
единственное решение и неизвестные ��  могут быть вычислены по формулам 
Крамера [1] �� � ∆� ∆⁄ , где ∆�� �����. Если вычисления проводить с 
использованием программы Excel, то объём работы по формированию матриц 
���� � ��� � � �� и вычислению их определителей быстро растет с ростом n, 
следовательно, нужна более простая вычислительная схема для реализации 
правила Крамера.  
 

2. Вычислительная схема для реализации правила Крамера 
Рассмотрим матрицу � � ���� � � ��� �� ��� � � ��� с размерами ����� � ��. 

Определим n квадратных матриц ��� � � ��� � � ��, где матрица ��  состоит из 
первых n столбцов матрицы, полученной из матрицы C путём вычеркивания 
первых i её столбцов. При � � � и � � � эти матрицы имеют вид �� �
���� � � ��� ��, �� � ��� ���� � �����. В случае � � � остальные � � � матрицы 
имеют вид �� � ������ � � ��� �� ��� � � �����, где � � � � �. Пусть ∆��� ����� . 
Покажем, что ∆�� ��������∆��. Пусть � � � � �. Матрицу �� �
���� � � ����� �� ����� � � ��� можно получить из матрицы �� �
������� � ��� �� ��� � � �����, используя перестановки двух соседних столбцов. 
Для этого, используя � � � перестановок соседних столбцов матрицы �� , 
выведем столбец B в позицию первого столбца. В результате получим матрицу 
��� ����� � � ��� ��� � � �����. Аналогично, в позицию первого столбца 
последовательно выведем � � � столбцов ����� � � ��, используя для этого 
каждый раз � � � перестановок. Таким образом, после выполнения � � � �
�� � ���� � �� � �� � � � �� перестановок соседних столбцов получим матрицу 
�� � ���� � � ����� �� ����� � � ���. Так как при перестановке двух столбцов 
определитель меняет знак [1], то ∆�� �����������∆�� при � � � � �. При � � � и 
� � � матрицу �� можно получить из матрицы ��  путём � � � перестановок двух 
соседних столбцов, т.е. ∆�� �������∆�� при � � � и � � �. Так как при � � � 

 

����������� � ������� и при � � �  ����������� � ���������� � �������, то 
∆�� �����������∆��� ���������������∆��� ��������∆�� при � � � � �. 

Перейдем к описанию вычислительной схемы в программе Excel, основанной 
на формуле ∆�� ��������∆��. Так как �� � ∆� ∆⁄ , а ∆�� ��������∆��, то �� �
��������∆�� ∆⁄ . В первой строке свободного листа, начиная со второй ячейки, 
отведем блок из n ячеек для номеров неизвестных ��� ��� � � ��. Эти ячейки легко 
заполнить с помощью функции «Автозаполнение». В первую ячейку первой 
строки введем символ Δ. Во второй строке, начиная с первой ячейки, отведём 
блок из � � � ячеек для определителя системы Δ и для искомых значений 
неизвестных ��� ��� � � ��: 

Таблица 1 

 A B C … N’ 

1 Δ 1 2 … n 

2      

 
Пусть, для определённости, значение n расположено в ячейке N’1. После всех 

вычислений в ячейке A2 будет значение определителя системы Δ, а в ячейках B2, 
C2, …, N’2 - искомые значения неизвестных ��� ��� � � ��. На этом же рабочем 
листе, ниже второй строки, отведем блок ячеек с размерами ���� � �� для 
матрицы ���� � � ��� ��. Если ввести в эти ячейки исходные данные 
���� � � ��� ��, а затем копию матрицы � � ����� � ��� � � ��� расположить 
справа от столбца B в тех же строках, то получим матрицу � �
����� � ��� �� ���� � ���. Поставим курсор в ячейку A2 и введём в эту ячейку 
функцию МОПРЕД, вычисляющую определитель системы Δ. Для этого нажмем 
кнопку «Вставка функции» (��). В появившемся диалоговом окне «Мастер 
функций» в рабочем поле «Категория» выберем «Математические», а в рабочем 
поле «Функция» – имя функции МОПРЕД. После этого нажмем кнопку ОК. В 
появившемся диалоговом окне МОПРЕД в рабочее поле «Массив» введем 
диапазон матрицы � � ����� � ��� � � ��� и нажмем кнопку ОК. В результате в 
ячейке А2 появится значение определителям Δ. Если ∆� �, то правило Крамера 
применимо. Пусть ∆� �. Формулу, введенную в ячейку A2, скопируем в ячейку 
B2. В ячейке В2 появится значение ∆�� � �����. Поставим курсор в ячейку B2 и в 
строке формул перед функцией МОПРЕД поставим дополнительный 
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множитель (-1)^($N’$1*B1+1)/$A$2. Заметим, что в формуле используются 
абсолютные адреса ячеек, в которых находятся значения Δ и n, т.е. адреса $A$2 и 
$N’$1, а перед дополнительным множителем и исходной функцией МОПРЕД 
ставится знак умножения «*». После нажатия кнопки ОК в ячейке В2 получим 
значение ��. Формулу, введенную в ячейку B2, скопируем в остальные ячейки 
C2, …, N’2. В результате в ячейках второй строки под номерами 1,2,…,n  получим 
значения неизвестных ��� ��� � � ��, так как �� � ��������∆�� ∆⁄ . Ответ легко 
проверить, используя функцию СУММПРОИЗВ.  
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На свободном листе в ячейку А1 введем символ Δ, а в ячейки B1, C1, D1, E1, F1 
введем номера неизвестных ��� ��� ��� ��� ��. Ячейку А2 отведём для значения 
определителя системы Δ, а ячейки B2, C2, D2, E2, F2 – для значений неизвестных 
��� ��� ��� ��� ��:   

Таблица 2. 

 A B C D E F 

1 Δ 1 2 3 4 5 

2       

 
На этом же рабочем листе, в блок ячеек B4:F8 введем матрицу A, а в блок ячеек 

G4:G8 – вектор-столбец B. Скопируем блок ячеек B4:F8 и расположим эту копию 
справа от столбца B в блоке ячеек H4:L8:  

Поставим курсор в ячейку A2 и введем в эту ячейку функцию МОПРЕД, 
вычисляющую определитель матрицы системы Δ (�� → категория 
«Математические» → функция «МОПРЕД» → массив B4:F8 → ОК). В ячейке A2 
получим значение ∆� ���. Формулу МОПРЕД (B4:F8), введённую в ячейку A2, 
скопируем в ячейку B2. Поставим курсор в ячейке B2 и в строке формул перед 

 

формулой для ячейки B2 поставим множитель (-1)^($F$1*B1+1)/$A$2. В 
результате для ячейки В2 получим окончательную формулу: 

(-1)^($F$1*B1+1)/$A$2*МОПРЕД(C4:G8). 
После нажатия кнопки ОК в ячейке B2 появится значение �� � �1�,0�7. 
Формулу, введенную в ячейку B2, скопируем в остальные ячейки C2, D2, E2, F2. 
В результате в этих ячейках появятся значения остальных неизвестных: �� �
192,907, �� � ���, �� � ���,7��, �� � ��1. Ответ проверяем с помощью 
функции СУММПРОИЗВ. 

Таблица 3. 

 A B C D E F G H I J K L 

1 Δ 1 2 3 4 5   

2    

3    

4  5 -6 10 -7 -2 12 5 -6 10 -7 -2 

5  -3 4 -2 2 -2 4 -3 4 -2 2 -2 

6  -2 2 -4 5 -3 9 -2 2 -4 5 -3 

7  6 -8 7 -4 -1 -2 6 -8 7 -4 -1 

8  2 1 7 0 5 -15 2 1 7 0 5 

 
4. Заключение 

В стандартной схеме решения системы n линейных уравнений с n 
неизвестными, основанной на вычислении определителей ∆�, ∆�, . . . , ∆�, 
выполняется n копирований матрицы n-го порядка. Приведенная нами 
вычислительная схема показывает, что эту задачу можно решить, используя 
только одно копирование этой матрицы. Такая схема полезна и для проведения 
математического практикума в компьютерных классах по теме «Правило 
Крамера». В некоторых вузах такой практикум на базе Excel вводится как 
продолжение стандартного курса высшей математики. Целью такого 
практикума [2] является не только формирование навыков использования 
процедур и функций программы Excel, но и изучение эффективных 
вычислительных схем для решения математических задач, требующих большой 
объём вычислений. 
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Аннотация. В статье проанализированы некоторые исторические аспекты возникновения 
статистического метода на примере научных трудов известных учёных-физиков. 
Отражены этапы ознакомления со статистическим методом при изучении различных 
разделов курса физики основной и профильной школы, а также его значение в 
формировании вероятностного стиля мышления обучающихся. Показана 
последовательность изучения статистического метода с использованием приёмов, 
характерных для него, и теоретической схемы, включающей факты, модель, понятия, 
закономерности, практические применения, идеи естественнонаучной картины мира. 
Приведены примеры способов деятельности обучающихся на уровне учебных действий 
как средства достижения результатов освоения статистического метода в курсе физики 
средней школы.  

Ключевые понятия: случайное событие, вероятность, микросостояние, макросостояние, 
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Abstract. We analyze some historical aspects of the emergence of the statistical method by 
example of research papers of famous physicists. We consider the stages of familiarization with 
the statistical method for the study of various topics of physics at general and specialised 
schools, as well as its importance in the formation of the probabilistic style of thinking of 
students. We show the sequence of study of the statistical method with the use of characteristic 
techniques, and a theoretical scheme that includes facts, models, concepts, regularities, 
practical applications, and ideas of the natural-scientific picture of the world. Examples are 
presented of students ' activities at the level of educational activities as a means of mastering 
the statistical method in physics at a secondary school. 

Keywords: random event, the probability, microstate, macrostate, law of statistical distribution, 
ways of activity, educational actions. 

 
Федеральные государственные образовательные стандарты основного и 

среднего (полного) общего образования ориентированы на становление 
личностных характеристик выпускника, отражающих направленность на 
образование и самообразование в течение всей своей жизни. Примером таких 
характеристик являются владение основами научных методов познания 
окружающего мира, мотивированность на творчество и современную 
инновационную деятельность. Действительно, любой метод познания является 
одним из факторов творческой деятельности человека, которая включает в себя 
и другие факторы, например, глубину воображения исследователя, его 
способность к интуиции. Поэтому изучение методов познания природы 
становится актуальной проблемой при изучении курса физики средней школы 
[5; 6].  

В философии метод трактуется как способ деятельности, совокупность 
приёмов, применяемых исследователем для получения определённого 
результата. Как определённый вид деятельности метод включает объект, 
субъект, цель познания, средства познания, условия познания, результат 
познавательной деятельности. Основательность метода обусловлена глубиной и 
адекватностью знаний об объекте, так как любое знание выступает, во-первых, 
как информация об объекте, а, во-вторых, как метод познания. Наиболее 
глубоким основанием научного метода является теория [1]. 

Основная функция метода состоит в организации и регулировании процесса 
познания или практического преобразования объекта исследования. Метод 
представляет собой систему правил, предписаний, которые служат средствами 

 

дальнейшего познания и изменения действительности, и направлен на 
выявление способов и механизмов его исследования [2]. 

С.П. Капица, отмечая вклад американского физика-теоретика Дж. Гиббса в 
становление и развитие статистического метода, писал: «Метод, развитый 
Гиббсом в термодинамике, стал основным методом статистической физики, и 
появление позднее квантовой механики и квантовой статистики сохранило и 
лишь развило подход, указанный Гиббсом» [3]. Однако сам Дж. Гиббс в 
предисловии к своей работе «Элементарные принципы статистической 
механики» утверждает: «Такие исследования Максвелл называл 
статистическими. Они принадлежат к отрасли механики, обязанной своим 
происхождением стремлению объяснить законы термодинамики, исходя из 
механических принципов, и основанной главным образом Клаузиусом, 
Максвеллом и Больцманом. <…> В дальнейшем статистические исследования 
были распространены на фазы (или состояния по конфигурации и скорости), 
сменяющие одна другую в данной системе с течением времени. Явное 
рассмотрение большого числа систем, их распределения по фазам и постоянства 
или изменения этого распределения с течением времени приведено в статье 
Больцмана «О связи между теоремой об отношении теплоёмкости 
многоатомных молекул газа и принципом последнего множителя Якоби» [3]. 

Современная естественнонаучная картина мира основана на 
фундаментальном вероятностном принципе обобщения закономерностей.  

Статистические законы формулируются на языке вероятностных 
распределений и проявляются как законы массовых явлений на базе больших 
чисел. Считается, что их действие обнаруживается там, где на фоне множества 
случайных причин существуют глубокие необходимые связи. Они не дают 
абсолютной повторяемости, однако, в общем случае правомерна их оценка как 
закономерностей постоянных величин [4; 7].  

Статистический метод используется при рассмотрении систем, состоящих из 
большого числа частиц, ансамблей частиц. Статистический ансамбль относится 
к понятиям статистической физики, изучающей свойства макроскопических 
систем, состоящих из очень большого числа одинаковых частиц, обладающих 
определёнными свойствами и взаимодействующих друг с другом. 
Статистическая физика применяет к решению физических задач методы теории 
вероятностей. 
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Новым качественным скачком познавательной деятельности учащихся 
основной школы является переход от усвоения динамических закономерностей, 
отражающих причинно-следственные связи механических явлений (законы 
Ньютона), к особенностям статистических закономерностей. Такими 
закономерностями, например, являются пропорциональная зависимость между 
давлением газа и числом молекул в единице объёма, средней кинетической 
энергии движения молекул; между средней кинетической энергией 
поступательного хаотического движения молекул газа и абсолютной 
температурой.  

Ознакомление со статистическим методом при изучении курса физики 
основной школы начинается с изучения броуновского движения, что позволяет 
ввести представление о беспорядочном (хаотическом) движении молекул 
вещества. Движение броуновских частиц может быть использовано как модель 
теплового движения молекул.  

На рис. 1 приведены примеры использования статистического метода при 
изучении основных вопросов молекулярной физики в основной школе.  
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явление, происходящее в данный момент времени и в данной точке 
пространства. При этом какое-либо событие может произойти, а может и не 
произойти по тем или иным причинам. Такие события принято называть 
случайными. Так, столкновение молекул газа – случайное событие. Появление 
того или иного события часто бывает непредсказуемо. Направление скоростей 
молекул газа и их модули можно рассматривать как случайные величины. 

Для изучения свойств реального газа в курсе физики используется 
физическая модель – идеальный газ. Эта модель удовлетворяет определённым 
условиям, например, предполагается, что расстояния между молекулами много 
больше их размеров, средняя кинетическая энергия частиц много больше 
энергии их взаимодействия. В ней направления и значения скоростей молекул 
имеют случайный непредсказуемый характер. Представление о распределении 
скоростей теплового движения молекул газа в курсе физики восьмого класса 
формируются на основе анализа данных таблицы [9], в которой приведены 
интервалы скоростей и относительное число молекул, движущихся с 
соответствующими этим интервалам скоростями. Из анализа таблицы следует, 
что для описания свойств макроскопических тел важно знать не поведение 
отдельных молекул, а средний результат их совокупного движения. Система из 
большого числа молекул характеризуется средними величинами: средним 
квадратом скорости и средней кинетической энергией молекул газа. Физическая 
величина – давление идеального газа – связана со средней кинетической 
энергией движения молекул, а абсолютная температура рассматривается как 
мера средней кинетической энергии молекул. Таким образом, учащиеся при 
изучении курса физики восьмого класса знакомятся с элементами 
статистического метода [9; 10].  

В курсе физики десятого класса большое внимание уделено изучению 
методов познания природы, в том числе статистическому методу. Развивая 
понятие случайного события, рассматривается его характеристика – 
вероятность случайного события, определяемая как количественная мера 
возможности его появления. Вероятность случайного события – исходное 
понятие, поэтому нельзя указать родовое понятие, к которому оно принадлежит, 
формально-логическое определение дать невозможно. Вероятность относится к 
общенаучным понятиям. 
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Различают вероятность термодинамическую и вероятность математическую. 
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может быть реализовано данное состояние макроскопической системы. 
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системы зависит от распределения её частиц, например, по объёму. Вероятность 
термодинамическая определяется числом микросостояний, поэтому она всегда 
больше или равна единице. Вероятность того, что данный исход произойдёт, на 
шкале вероятностей лежит между 0 и 1. Если вероятность по шкале ближе к 
нулю, менее вероятно, что данный исход произойдёт, а если ближе к 1 – более 
вероятно [8]. 

Существует несколько подходов к определению вероятности случайного 
события как количественной меры того, что событие произойдёт или не 
произойдёт. Наиболее доступным для обучающихся является частотное 
определение, применимое для равновесных систем. При этом рассматривается 
идеальный газ, заключённый в некотором сосуде объёмом V. Допускается, что 
можно отследить перемещение одной молекулы газа. Определяется вероятность 
появления молекулы в некотором малом объёме V , являющемся частью 
объёма V, как их отношение. Затем понятие вероятности используется для 
характеристики распределения частиц газа по объёму сосуда. Для этого 
проводится серия мысленных экспериментов по распределению молекул 
идеального газа в двух равных частях сосуда. Сначала предполагается, что в 
сосуде находится одна частица, затем – две, четыре. Изучение способов 
размещения молекул идеального газа между двумя частями сосуда позволяет 
сделать два ключевых вывода: 1) каждое макросостояние системы может быть 
реализовано определённым числом различных микросостояний; 2) равномерное 
распределение молекул газа в сосуде является наиболее вероятным состоянием. 
В качестве примера предлагается таблица, в которой приведены интервалы 
скоростей молекул кислорода и вероятность микросостояний молекул 
кислорода, имеющих скорости в данных интервалах [8]. Анализируется 
распределение молекул кислорода по скоростям с помощью графиков 
зависимостей вероятности того, что число молекул кислорода находится в 
данном интервале, от интервалов скоростей. Это позволяет сделать вывод, что 

 

распределение молекул газа по скоростям зависит от температуры. При 
повышении температуры кривая смещается в область больших значений 
скоростей. 

Наглядно статистическую закономерность распределения молекул можно 
проиллюстрировать с помощью механической модели – доски Гальтона. Если 
всыпать в воронку дробинку и предоставить ей возможность падать в отсеки 
сквозь заслон гвоздей, то она будет испытывать множество столкновений с 
гвоздями и, в конце концов, попадёт в одну из ячеек. Предсказать, в какую 
ячейку попадёт частица, невозможно из-за множества случайных факторов, 
влияющих на её движение. Можно лишь утверждать, что попадание частицы в 
центральные ячейки более вероятно, чем в крайние. Если насыпать в воронку 
множество частиц, то оказывается, в центральные ячейки попадает наибольшее 
число частиц, а в крайние – наименьшее. При очень большом числе частиц, 
прошедших через воронку, наблюдается статистическая закономерность 
распределения их по ячейкам. Процесс распределения случайных отклонений 
координаты дробинок от некоторого среднего значения подчиняется закону 
распределения.  

Изучая основы термодинамики, обучающиеся на примере явления диффузии 
двух газов знакомятся с необратимыми процессами при переходе 
термодинамической системы из упорядоченного состояния в неупорядоченное, 
характеризующееся взаимным проникновением молекул и отсутствием границ 
между молекулами разных газов. При этом трактуется, что система 
самостоятельно переходит из менее вероятного состояния в более вероятное 
состояние. Это позволяет ознакомить обучающихся со вторым законом 
термодинамики как статистическим законом необратимых процессов. Второй 
закон термодинамики является фундаментальным законом природы, 
охватывающим многочисленные явления окружающего мира [11]. 

Развитие знаний о статистическом методе осуществляется при изучении 
других разделов курса физики. Так, при изучении понятия электронной 
проводимости металлов вводится физическая величина – средняя скорость 
упорядоченного движения электронов под действием электрического поля – 
скорость дрейфа.  

При изучении физики атомного ядра обучающиеся усваивают, что 
радиоактивный распад является самопроизвольным процессом, который носит 
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статистический характер. В нём нельзя предсказать, какие именно ядра атомов в 
радиоактивном образце, состоящем в начальный момент времени из 
определённого числа радиоактивных атомов, распадутся за указанное время. 
Любое из ядер с одинаковой вероятностью может распасться в любой момент 
времени. Физический смысл имеют утверждения о поведении в среднем 
большой совокупности атомов. Закон радиоактивного распада определяет 
среднее число атомов, распадающееся за данный интервал времени. Однако 
всегда имеются неизбежные отклонения от среднего значения.  

Если поднести радиоактивный образец с малой активностью к счётчику 
Гейгера, то звуковые сигналы (щелчки) будут следовать один за другим 
нерегулярно, хаотически. Это означает, что один из большой совокупности 
атомов образца самопроизвольно взрывается, выбрасывая быструю частицу. 
Щелчки, следуя друг за другом беспорядочно, хаотически, на опыте 
непосредственно подтверждают вероятностный характер распада. 

При изучении волновых свойств частиц, анализируя дифракцию фотонов, 
обучающиеся знакомятся с тем, что при их движении невозможно заранее 
установить, в какую точку после дифракции на узкой щели попадёт фотон. В 
этом случае можно лишь говорить о вероятности попадания фотона в 
окрестность определённой точки. При ознакомлении с двойственной природой 
света, показано, как с учётом волновых свойств микрочастиц немецкий физик В. 
Гейзенберг пришёл к выводу о том, что невозможно одновременно с заданной 
точностью измерить координату частицы и проекцию её импульса на ту же ось. 
Результат опыта можно предсказать только в вероятностной форме [12]. 

Вероятностные представления формируются при выполнении лабораторных 
работ. Каждая лабораторная работа включает формулировку гипотезы 
исследования, а гипотеза – это всегда вероятностное знание, она может 
подтвердиться, а может и не подтвердиться. Кроме того, в каждой лабораторной 
работе, в которой необходимо измерить физическую величину, результат 
измерения записывается с учётом максимальной абсолютной погрешности, а это 
означает, что никакое измерение не даёт точного значения измеряемой 
величины. Оно находится в некотором интервале, границами которого служит 
эта погрешность [10; 11]. 

Таким образом, при изучении статистического метода в курсе физики 
средней школы можно выделить следующую последовательность: факты → 

 

модель → понятия → закономерности → практические применения → идеи 
естественнонаучной картины мира (рис. 2). 
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при изучении молекулярно-кинетической теории идеального газа в курсе 
физики основной школы обучающиеся освоят следующие элементы 
статистического метода. Они научатся:  
 распознавать и объяснять основные свойства тепловых явлений, например, 

таких, как диффузия, большая сжимаемость газов, испарение, конденсация, 
кипение; 

Статистический метод

Факты – случайное явление 

Модель – ансамбль частиц (на примере модели идеального газа) 

Понятия: вероятность случайного события, микросостояние, 
макросостояние, плотность вероятности, интервал, средние значения 

физических величин (например, скорости молекул, кинетической энергии 
поступательного движения молекул), наиболее вероятная скорость, 

средняя квадратичная скорость молекул газа 

Закон статистического распределения 

Применение – при изучении разделов курса физики

Идеи естественнонаучной картины мира – формирование 
вероятностного стиля мышления 
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 описывать свойства тел и тепловые явления, используя физические 
величины: температура, среднее значение квадрата скорости молекул 
идеального газа, средняя кинетическая энергия молекул идеального газа;  

 анализировать тепловые явления, используя статистический метод познания 
природы; 

 формулировать основные признаки физических моделей, например, модель 
теплового движения молекул вещества (броуновское движение), модель 
идеального газа. 
Принимая за основу системно-деятельностный подход, обеспечивающий 

формирование готовности к саморазвитию, активную познавательную 
деятельность учащихся, при ознакомлении со статистическим методом в курсе 
физики основной школы можно выделить следующие способы деятельности на 
уровне учебных действий [10]: 
 ознакомиться со статистическим методом исследования огромной 

совокупности частиц; 
 наблюдать движение броуновских частиц на модели; 
 изучать модель идеального газа; 
 оценивать средние значения величин, характеризующих тепловое движение 

молекул; 
 анализировать зависимости относительного числа молекул идеального газа 

от интервала скоростей с помощью таблиц; 
 вычислять средний квадрат скорости и среднюю кинетическую энергию 

поступательного движения молекул одноатомного газа; 
 наблюдать зависимость давления идеального газа от концентрации молекул с 

помощью механической модели; 
 объяснять зависимости давления идеального газа от средней кинетической 

энергии молекул и температуры от средней кинетической энергии молекул 
идеального газа. 
Учитывая преемственность основных образовательных программ основного 

общего и среднего общего образования по физике и их вариативность [13], 
развитие знаний о статистическом методе в курсе физики средней школы 
осуществляется в соответствии с планируемыми результатами. Так, выпускник 
средней школы научится: 

 

 анализировать модель идеального газа, исходя из термодинамического и 
статистического методов исследования; 

 наблюдать и объяснять на механической модели броуновское движение, 
зависимость давления газа от концентрации и средней кинетической энергии 
движения молекул; 

 устанавливать связи между макроскопическими параметрами 
термодинамической системы и её микроскопическими параметрами; 

 изучать понятия случайного события, вероятности случайного события и 
использовать их для характеристики распределения частиц газа по объёму 
сосуда; 

 различать макросостояния и микросостояния термодинамической системы; 
 анализировать графики распределения молекул по скоростям при разных 

температурах; 
 наблюдать и объяснять распределение молекул газа по скоростям с помощью 

механической модели – доски Гальтона; 
 анализировать результаты опыта Перрена – график зависимости 

распределения броуновских частиц в эмульсии от высоты; 
 анализировать результаты опытов Штерна и пользоваться соответствующим 

графиком распределения молекул по скоростям при определённой 
температуре; 

 исследовать зависимость давления от средней кинетической энергии 
движения молекул газа и его концентрации на механической модели; 

 обсуждать понятие температуры как меры средней кинетической энергии 
движения частиц вещества; 

 устанавливать формулу пропорциональной зависимости средней 
кинетической энергии поступательного хаотического движения молекул 
идеального газа и абсолютной температуры; 

 обсуждать границы применимости модели идеального газа; 
 различать среднюю квадратичную и среднюю скорости молекул; 
 выводить формулу связи среднего квадрата проекции скорости молекул и 

среднего квадрата скорости;  
 объяснять результаты опытов Штерна, исходя из закона распределения числа 

молекул по скоростям, полученного теоретически Дж. Максвеллом; 
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 описывать свойства тел и тепловые явления, используя физические 
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 объяснять зависимости давления идеального газа от средней кинетической 

энергии молекул и температуры от средней кинетической энергии молекул 
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развитие знаний о статистическом методе в курсе физики средней школы 
осуществляется в соответствии с планируемыми результатами. Так, выпускник 
средней школы научится: 

 

 анализировать модель идеального газа, исходя из термодинамического и 
статистического методов исследования; 
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термодинамической системы и её микроскопическими параметрами; 

 изучать понятия случайного события, вероятности случайного события и 
использовать их для характеристики распределения частиц газа по объёму 
сосуда; 

 различать макросостояния и микросостояния термодинамической системы; 
 анализировать графики распределения молекул по скоростям при разных 

температурах; 
 наблюдать и объяснять распределение молекул газа по скоростям с помощью 

механической модели – доски Гальтона; 
 анализировать результаты опыта Перрена – график зависимости 

распределения броуновских частиц в эмульсии от высоты; 
 анализировать результаты опытов Штерна и пользоваться соответствующим 

графиком распределения молекул по скоростям при определённой 
температуре; 

 исследовать зависимость давления от средней кинетической энергии 
движения молекул газа и его концентрации на механической модели; 

 обсуждать понятие температуры как меры средней кинетической энергии 
движения частиц вещества; 

 устанавливать формулу пропорциональной зависимости средней 
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 различать среднюю квадратичную и среднюю скорости молекул; 
 выводить формулу связи среднего квадрата проекции скорости молекул и 

среднего квадрата скорости;  
 объяснять результаты опытов Штерна, исходя из закона распределения числа 

молекул по скоростям, полученного теоретически Дж. Максвеллом; 
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объяснять с помощью статистического метода второе начало 
термодинамики. 
Изучение статистического метода имеет большое практическое значение, так 

как вероятностные методы широко используются не только наукой о природе, 
но и об обществе, где также исследуются сложные системы.  
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Основные направления модернизации образования, отраженные в 

Концепции Федеральной целевой программы развития образования на 2013-
2020 года, в Национальном проекте «Образование», в модели «Российское 
образование 2020», в Федеральных государственных образовательных 
стандартах (ФГОС ВО), указывают на необходимость обеспечения современного 
качества образования в рамках существующих образовательных систем, при 
этом определяя результат подготовки выпускников в виде необходимости 
формирования общекультурных (ОК) и профессиональных компетенций (ПК). 

Современная трактовка структуры и содержания профессиональной 
компетентности будущего учителя у различных авторов представлена 
неоднозначно. На основе анализа ряда исследований можно выделить 
следующие компоненты в профессиональной компетентности будущего учителя 
информатики: предметная, методическая и ИКТ. 

ИКТ-составляющая определяется необходимостью применения педагогом в 
своей деятельности современных информационных и коммуникационных 
технологий. В Профессиональном стандарте педагога [4] также подчёркивается 
важность формирования ИКТ-компетентности. 

При этом постоянно актуализируются и повышаются требования к ИКТ-
компетентности современного педагога в связи с непрерывным развитием 
информационных и коммуникационных технологий, необходимостью 
реализации федеральных и региональных программ в области информатизации 
образования. Сформированная компетентность в области ИКТ позволит 
будущему специалисту быть конкурентоспособным на рынке труда, быть 
готовым к постоянному профессиональному росту и профессиональной 
мобильности в соответствии с потребностями современной системы 
образования [4]. Как показывает анализ компетенций, представленных в ФГОС 
ВО, существующих методических подходов и дидактических разработок явно 
недостаточно для обеспечения современных и постоянно возрастающих 
требований к ИКТ-компетентности будущего учителя.  

 

Одной из актуальных и перспективных информационных технологий, 
которой практически не уделяется внимание в сфере образования, а 
использование которой подразумевается существующей Концепцией развития 
единой информационной образовательной среды в Российской Федерации, 
является технология облачных вычислений.  

Согласно определению из Концепции развития, единой информационной 
образовательной среды в Российской Федерации [2], под облачными 
технологиями (вычислениями) понимается инфраструктура, предназначенная 
для обеспечения повсеместного доступа, с использованием сети Интернет, к 
устройствам хранения данных, приложениям и сервисам. 

Исходя из требований ФГОС ВО и в соответствии с современными 
направлениями модернизации системы образования, считаем целесообразным 
формирование специальных компетенций, направленных на использование 
облачных технологий в образовательной деятельности будущего учителя 
информатики, которые выделяются нами в структуре ИКТ-компетентности. В 
выделенных специальных компетенциях основное внимание уделяется 
использованию облачных технологий в образовательной деятельности и 
обучению на их основе. 

Выделение таких компетенций в отдельную группу и их формирование в 
образовательном процессе является целесообразным, так как такие 
компетенции будут включать в себя систему базовых теоретических знаний, 
способов практической деятельности (умений и навыков) и мотивационно-
ценностных отношений (личностные качества), которые необходимы для 
продуктивной профессиональной деятельности выпускника. 

Перечислим специальные компетенции будущего учителя информатики, 
формированию которых должно быть уделено особое внимание:  
1. Способность отбирать сетевые сервисы на основе облачных технологий в 

соответствии с поставленными образовательными задачами (СК-1). 
2. Способность применять средства облачных технологий для организации и 

реализации образовательного процесса на различных образовательных 
уровнях в различных образовательных организациях (СК-2). 

3. Способность использовать облачные технологии для осуществления 
образовательной деятельности в рамках дистанционного обучения (СК-3). 
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2. Способность применять средства облачных технологий для организации и 

реализации образовательного процесса на различных образовательных 
уровнях в различных образовательных организациях (СК-2). 

3. Способность использовать облачные технологии для осуществления 
образовательной деятельности в рамках дистанционного обучения (СК-3). 
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4. Способность проводить анализ безопасности сетевых сервисов на основе 
облачных технологий с учётом требований информационной безопасности 
для сферы образования (СК-4). 
Согласно ФГОС ВО результаты освоения дисциплины определяются 

приобретаемыми выпускником компетенциями, то есть его способностью 
применять полученные знания, умения и навыки в соответствии с выбранными 
видами профессиональной деятельности. Исходя из этого сформированные 
специальные компетенции будут являться планируемыми результатами 
освоения дисциплины и характеризовать будущего учителя информатики как 
компетентного в области использования облачных технологий в 
образовательном процессе. 

Использование облачных технологий и сетевых сервисов на их основе в 
процессе обучения, а также построение методической системы обучения на их 
основе будет являться эффективным инструментом формирования 
нормативных компетенций (ОК, ПК) и выделенных специальных компетенций. 

Проанализировав различные источники, описывающие уровни 
сформированности компетенций будущих выпускников вузов, можно сделать 
вывод о целесообразности использования трёх уровней сформированности 
специальных компетенций: базового, среднего и высокого. Раскроем 
содержание каждого уровня. 

Низкий уровень – уровень, обязательный для всех обучающихся. 
Предполагает способность обучающихся воспроизводить базовые понятия в 
области облачных технологий и выполнять задания, предусматривающие 
умения действовать по образцу в качестве исполнителя в строго определённых 
условиях и получающие определённый, заранее известный результат. 

Средний уровень – предполагает способность обучающихся выполнять 
задания, выявляющие умение самостоятельно организовать свою деятельность 
в соответствии с поставленной целью в различных условиях, а также 
самостоятельно выявлять проблему и определять пути её решения. 

Высокий уровень – предполагает способность обучающихся выполнять задачи 
повышенной сложности, принимать решения в условиях неполной 
определённости при недостаточном документальном, нормативном и 
методическом обеспечении. 

 

Раскроем основные признаки каждого уровня для выделенных специальных 
компетенций. Ниже представлена таблица (Таблица 1), отражающая уровни 
сформированности компетенций и основные признаки уровня.  

Таблица 1 
Содержание и уровни сформированности специальных компетенций 

Низкий Средний Высокий 

СК-1 «Способность отбирать сетевые сервисы на основе облачных технологий 
в соответствии с поставленными образовательными задачами» 

Знать: 
– базовые понятия и 
классификации 
облачных технологий; 
– основные 
характеристики и 
функциональные 
возможности 
современных облачных 
сервисов. 
 
Уметь: 
– выявлять 
функциональность, 
определяющую 
инструментальные 
возможности сетевых 
сервисов; 
– отбирать сетевые 
сервисы на основе 
облачных технологий 
целесообразно 
поставленным 
образовательным 
задачам.  
 
Владеть: 

Знать:
– основные модели 
предоставления облачных 
услуг и их особенности; 
– критерии отбора 
сетевых сервисов на 
основе облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– осуществлять 
сравнительный анализ 
функциональных 
возможностей сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– оценивать перспективы 
использования облачных 
сервисов с учётом 
решаемых 
образовательных задач. 
 
Владеть: 
– навыками 
использования облачных 
сервисов в 

Знать:
– методические требования к 
разработке учебных 
материалов с 
использованием средств 
облачных технологий; 
– основные этапы 
проектирования ЭОР с 
применением сетевых 
сервисов на основе 
технологии облачных 
вычислений. 

 
Уметь: 
– определять наиболее 
функционально подходящие 
облачные сервисы в 
соответствии с видами и 
формами организации 
учебной деятельности; 
– проектировать и 
разрабатывать учебные 
материалы с использованием 
средств облачных 
технологий. 
 
Владеть: 
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4. Способность проводить анализ безопасности сетевых сервисов на основе 
облачных технологий с учётом требований информационной безопасности 
для сферы образования (СК-4). 
Согласно ФГОС ВО результаты освоения дисциплины определяются 

приобретаемыми выпускником компетенциями, то есть его способностью 
применять полученные знания, умения и навыки в соответствии с выбранными 
видами профессиональной деятельности. Исходя из этого сформированные 
специальные компетенции будут являться планируемыми результатами 
освоения дисциплины и характеризовать будущего учителя информатики как 
компетентного в области использования облачных технологий в 
образовательном процессе. 

Использование облачных технологий и сетевых сервисов на их основе в 
процессе обучения, а также построение методической системы обучения на их 
основе будет являться эффективным инструментом формирования 
нормативных компетенций (ОК, ПК) и выделенных специальных компетенций. 

Проанализировав различные источники, описывающие уровни 
сформированности компетенций будущих выпускников вузов, можно сделать 
вывод о целесообразности использования трёх уровней сформированности 
специальных компетенций: базового, среднего и высокого. Раскроем 
содержание каждого уровня. 

Низкий уровень – уровень, обязательный для всех обучающихся. 
Предполагает способность обучающихся воспроизводить базовые понятия в 
области облачных технологий и выполнять задания, предусматривающие 
умения действовать по образцу в качестве исполнителя в строго определённых 
условиях и получающие определённый, заранее известный результат. 

Средний уровень – предполагает способность обучающихся выполнять 
задания, выявляющие умение самостоятельно организовать свою деятельность 
в соответствии с поставленной целью в различных условиях, а также 
самостоятельно выявлять проблему и определять пути её решения. 

Высокий уровень – предполагает способность обучающихся выполнять задачи 
повышенной сложности, принимать решения в условиях неполной 
определённости при недостаточном документальном, нормативном и 
методическом обеспечении. 

 

Раскроем основные признаки каждого уровня для выделенных специальных 
компетенций. Ниже представлена таблица (Таблица 1), отражающая уровни 
сформированности компетенций и основные признаки уровня.  

Таблица 1 
Содержание и уровни сформированности специальных компетенций 

Низкий Средний Высокий 

СК-1 «Способность отбирать сетевые сервисы на основе облачных технологий 
в соответствии с поставленными образовательными задачами» 

Знать: 
– базовые понятия и 
классификации 
облачных технологий; 
– основные 
характеристики и 
функциональные 
возможности 
современных облачных 
сервисов. 
 
Уметь: 
– выявлять 
функциональность, 
определяющую 
инструментальные 
возможности сетевых 
сервисов; 
– отбирать сетевые 
сервисы на основе 
облачных технологий 
целесообразно 
поставленным 
образовательным 
задачам.  
 
Владеть: 

Знать:
– основные модели 
предоставления облачных 
услуг и их особенности; 
– критерии отбора 
сетевых сервисов на 
основе облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– осуществлять 
сравнительный анализ 
функциональных 
возможностей сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– оценивать перспективы 
использования облачных 
сервисов с учётом 
решаемых 
образовательных задач. 
 
Владеть: 
– навыками 
использования облачных 
сервисов в 

Знать:
– методические требования к 
разработке учебных 
материалов с 
использованием средств 
облачных технологий; 
– основные этапы 
проектирования ЭОР с 
применением сетевых 
сервисов на основе 
технологии облачных 
вычислений. 

 
Уметь: 
– определять наиболее 
функционально подходящие 
облачные сервисы в 
соответствии с видами и 
формами организации 
учебной деятельности; 
– проектировать и 
разрабатывать учебные 
материалы с использованием 
средств облачных 
технологий. 
 
Владеть: 
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– навыками работы с 
некоторыми сетевыми 
сервисами сети 
Интернет; 
– умениями определять 
функциональные 
возможности и целевое 
назначение сетевых 
сервисов. 

образовательной 
деятельности;  
– приёмами отбора 
сетевых сервисов на 
основе облачных 
технологий в 
соответствии с 
поставленными 
образовательными 
задачами. 

– умениями работы с 
платформами для разработки 
и использования облачных 
сервисов; 
– технологиями разработки 
учебных материалов с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
технологии облачных 
вычислений. 

 
СК-2 «Способность применять средства облачных технологий для 

организации и реализации образовательного процесса на различных 
образовательных уровнях в различных образовательных организациях» 

Знать: 
– возможности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий 
для организации 
образовательной 
деятельности; 
– способы 
взаимодействия 
педагогического 
работника с 
различными 
субъектами 
образовательного 
процесса в сетевой 
среде средствами 
облачных технологий. 
 
Уметь: 
– использовать 
возможности облачных 
технологий в учебной и 
внеурочной 

Знать:
– основы 
профессионально-
педагогического общения 
и ведения диалога в 
различных 
коммуникативных 
ситуациях на основе 
сетевой среды; 
– основные модели 
построения сетевого 
взаимодействия с 
применением облачных 
сервисов. 
 
Уметь: 
– анализировать учебную 
ситуацию и 
проектировать 
дальнейшую 
деятельность на основе 
использования облачных 
технологий; 

Знать:
– практические способы 
организации сотрудничества 
обучающих и обучаемых в 
разных видах 
образовательной 
деятельности посредством 
сетевого взаимодействия с 
использованием облачных 
сервисов; 
– возможности облачных 
технологий для разработки 
учебных материалов для 
обучения. 
 
Уметь: 
– интегрировать 
современные сетевые 
сервисы в образовательную 
деятельность при разработке 
учебных материалов с 
использованием облачных 
технологий; 

 

деятельности для 
решения 
образовательных задач; 
– проектировать и 
организовывать сетевое 
взаимодействие 
педагогического 
коллектива и 
обучающихся на основе 
использования 
облачных сервисов. 
 
Владеть: 
– навыками 
организации общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
помощи сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– приёмами 
использования 
облачных сервисов и 
веб-приложений в 
образовательном 
процессе. 

– организовать 
проектную и 
инновационную 
деятельность в 
образовательной среде 
средствами облачных 
сервисов. 
 
Владеть: 
– умениями 
взаимодействия с 
субъектами 
образовательного 
процесса для реализации 
конкретных видов 
образовательной 
деятельности с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– способами, 
стимулирующими и 
поддерживающими 
активность обучающихся 
средствами сетевых 
технологий. 

– совместно решать учебно-
воспитательные и 
организационные вопросы с 
представителями 
педагогического коллектива, 
обучающимися и их 
родителями при сетевом 
взаимодействии с 
применением облачных 
сервисов. 
 
Владеть: 
– умениями обобщения и 
адаптации учебного 
материала в соответствии с 
возрастными особенностями 
обучающихся, а также 
достижениями науки и 
практики с использованием 
современных облачных 
технологий; 
– методами активизации 
аудитории с использованием 
современных сетевых 
технологий, 
обеспечивающими интерес к 
информатике. 

СК-3 «Способность использовать облачные технологии для осуществления 
образовательной деятельности в рамках дистанционного обучения» 

Знать: 
– особенности 
организации системы 
дистанционного 
обучения средствами 
сетевых технологий; 
– функциональные 
возможности сетевых 

Знать:
– методические 
требования к 
организации 
дистанционного 
обучения с 
использованием сетевых 

Знать:
– практические способы 
сетевого взаимодействия при 
дистанционном обучении с 
использованием облачных 
технологий; 
– особенности 
использования 
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– навыками работы с 
некоторыми сетевыми 
сервисами сети 
Интернет; 
– умениями определять 
функциональные 
возможности и целевое 
назначение сетевых 
сервисов. 

образовательной 
деятельности;  
– приёмами отбора 
сетевых сервисов на 
основе облачных 
технологий в 
соответствии с 
поставленными 
образовательными 
задачами. 

– умениями работы с 
платформами для разработки 
и использования облачных 
сервисов; 
– технологиями разработки 
учебных материалов с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
технологии облачных 
вычислений. 

 
СК-2 «Способность применять средства облачных технологий для 

организации и реализации образовательного процесса на различных 
образовательных уровнях в различных образовательных организациях» 

Знать: 
– возможности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий 
для организации 
образовательной 
деятельности; 
– способы 
взаимодействия 
педагогического 
работника с 
различными 
субъектами 
образовательного 
процесса в сетевой 
среде средствами 
облачных технологий. 
 
Уметь: 
– использовать 
возможности облачных 
технологий в учебной и 
внеурочной 

Знать:
– основы 
профессионально-
педагогического общения 
и ведения диалога в 
различных 
коммуникативных 
ситуациях на основе 
сетевой среды; 
– основные модели 
построения сетевого 
взаимодействия с 
применением облачных 
сервисов. 
 
Уметь: 
– анализировать учебную 
ситуацию и 
проектировать 
дальнейшую 
деятельность на основе 
использования облачных 
технологий; 

Знать:
– практические способы 
организации сотрудничества 
обучающих и обучаемых в 
разных видах 
образовательной 
деятельности посредством 
сетевого взаимодействия с 
использованием облачных 
сервисов; 
– возможности облачных 
технологий для разработки 
учебных материалов для 
обучения. 
 
Уметь: 
– интегрировать 
современные сетевые 
сервисы в образовательную 
деятельность при разработке 
учебных материалов с 
использованием облачных 
технологий; 

 

деятельности для 
решения 
образовательных задач; 
– проектировать и 
организовывать сетевое 
взаимодействие 
педагогического 
коллектива и 
обучающихся на основе 
использования 
облачных сервисов. 
 
Владеть: 
– навыками 
организации общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
помощи сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– приёмами 
использования 
облачных сервисов и 
веб-приложений в 
образовательном 
процессе. 

– организовать 
проектную и 
инновационную 
деятельность в 
образовательной среде 
средствами облачных 
сервисов. 
 
Владеть: 
– умениями 
взаимодействия с 
субъектами 
образовательного 
процесса для реализации 
конкретных видов 
образовательной 
деятельности с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– способами, 
стимулирующими и 
поддерживающими 
активность обучающихся 
средствами сетевых 
технологий. 

– совместно решать учебно-
воспитательные и 
организационные вопросы с 
представителями 
педагогического коллектива, 
обучающимися и их 
родителями при сетевом 
взаимодействии с 
применением облачных 
сервисов. 
 
Владеть: 
– умениями обобщения и 
адаптации учебного 
материала в соответствии с 
возрастными особенностями 
обучающихся, а также 
достижениями науки и 
практики с использованием 
современных облачных 
технологий; 
– методами активизации 
аудитории с использованием 
современных сетевых 
технологий, 
обеспечивающими интерес к 
информатике. 

СК-3 «Способность использовать облачные технологии для осуществления 
образовательной деятельности в рамках дистанционного обучения» 

Знать: 
– особенности 
организации системы 
дистанционного 
обучения средствами 
сетевых технологий; 
– функциональные 
возможности сетевых 

Знать:
– методические 
требования к 
организации 
дистанционного 
обучения с 
использованием сетевых 

Знать:
– практические способы 
сетевого взаимодействия при 
дистанционном обучении с 
использованием облачных 
технологий; 
– особенности 
использования 
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сервисов на основе 
облачных технологий 
для организации 
взаимодействия 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
дистанционном 
обучении. 
 
Уметь: 
– организовывать 
взаимодействие 
субъектов 
образовательного 
процесса при 
дистанционном 
обучении с 
применением облачных 
средств; 
– использовать сетевые 
сервисы на основе 
облачных технологий в 
качестве объекта и 
средства 
дистанционного 
обучения. 
 
Владеть: 
– приемами 
организации 
образовательной 
деятельности с 
применением сетевых 
сервисов и веб-
приложений в рамках 

сервисов на основе 
облачных технологий; 
– современные тенденции 
развития системы 
дистанционного 
обучения на основе 
современных облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– разрабатывать учебные 
материалы для 
дистанционного 
применения с 
использованием 
облачных технологий;  
– интегрировать 
облачные сервисы и веб-
приложения в 
существующую среду 
системы дистанционного 
обучения. 
 
Владеть: 
– облачными средствами 
для адаптации 
существующих курсов к 
условиям 
дистанционного 
обучения средствами 
облачных технологий;  
– способами проектной и 
инновационной 
деятельности на основе 
облачных технологий в 
дистанционном 
обучении. 

разработанных учебных 
материалов на основе 
облачных сервисов и веб-
технологий в рамках 
дистанционного подхода к 
обучению. 
 
Уметь: 
– использовать возможности 
облачных платформ в 
реализации задач 
инновационной 
образовательной политики в 
области дистанционного 
обучения; 
– проектировать, 
разрабатывать и размещать 
ЭОР в облачной среде для 
дистанционного обучения. 
 
Владеть: 
– технологиями разработки и 
реализации учебных 
материалов на основе 
облачных сервисов и веб-
приложений для системы 
дистанционного обучения; 
– методами активизации 
самостоятельной 
деятельности в сетевой среде 
при дистанционном 
обучении с применением 
облачных сервисов. 

 

дистанционного 
подхода к обучению; 
– навыками 
использования средств 
облачных технологий 
для сетевого общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
дистанционном 
обучении. 

СК-4 «Способность проводить анализ безопасности сетевых сервисов на 
основе облачных технологий с учётом требований информационной 

безопасности для сферы образования» 
Знать: 
– нормативно-правовые 
документы, 
обеспечивающие 
соблюдение 
информационной 
безопасности 
образовательной 
деятельности; 
– основные типы угроз 
информационной 
безопасности в сети 
Интернет. 
 
Уметь: 
– осознавать опасности и 
угрозы, возникающие при 
работе с сетевыми 
сервисами при 
осуществлении 
образовательной 
деятельности;  

Знать:
– требования к 
соблюдению 
информационной 
безопасности при работе с 
сетевыми сервисами на 
основе облачных 
технологий в сети 
Интернет; 
– основные подходы к 
безопасному 
взаимодействию в 
компьютерных сетях с 
применением облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– проводить анализ 
безопасности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий 
согласно предъявляемым 

Знать:
– организационно-
технические и режимные 
меры и методы 
обеспечения 
информационной 
безопасности при работе с 
облачными сервисами и 
веб-приложениями; 
– основные этапы 
проведения анализа 
безопасности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий с 
учётом требований 
информационной 
безопасности для сферы 
образования. 
 
Уметь: 
– проектировать 
основные этапы сетевого 
взаимодействия всех 
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сервисов на основе 
облачных технологий 
для организации 
взаимодействия 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
дистанционном 
обучении. 
 
Уметь: 
– организовывать 
взаимодействие 
субъектов 
образовательного 
процесса при 
дистанционном 
обучении с 
применением облачных 
средств; 
– использовать сетевые 
сервисы на основе 
облачных технологий в 
качестве объекта и 
средства 
дистанционного 
обучения. 
 
Владеть: 
– приемами 
организации 
образовательной 
деятельности с 
применением сетевых 
сервисов и веб-
приложений в рамках 

сервисов на основе 
облачных технологий; 
– современные тенденции 
развития системы 
дистанционного 
обучения на основе 
современных облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– разрабатывать учебные 
материалы для 
дистанционного 
применения с 
использованием 
облачных технологий;  
– интегрировать 
облачные сервисы и веб-
приложения в 
существующую среду 
системы дистанционного 
обучения. 
 
Владеть: 
– облачными средствами 
для адаптации 
существующих курсов к 
условиям 
дистанционного 
обучения средствами 
облачных технологий;  
– способами проектной и 
инновационной 
деятельности на основе 
облачных технологий в 
дистанционном 
обучении. 

разработанных учебных 
материалов на основе 
облачных сервисов и веб-
технологий в рамках 
дистанционного подхода к 
обучению. 
 
Уметь: 
– использовать возможности 
облачных платформ в 
реализации задач 
инновационной 
образовательной политики в 
области дистанционного 
обучения; 
– проектировать, 
разрабатывать и размещать 
ЭОР в облачной среде для 
дистанционного обучения. 
 
Владеть: 
– технологиями разработки и 
реализации учебных 
материалов на основе 
облачных сервисов и веб-
приложений для системы 
дистанционного обучения; 
– методами активизации 
самостоятельной 
деятельности в сетевой среде 
при дистанционном 
обучении с применением 
облачных сервисов. 

 

дистанционного 
подхода к обучению; 
– навыками 
использования средств 
облачных технологий 
для сетевого общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при 
дистанционном 
обучении. 

СК-4 «Способность проводить анализ безопасности сетевых сервисов на 
основе облачных технологий с учётом требований информационной 

безопасности для сферы образования» 
Знать: 
– нормативно-правовые 
документы, 
обеспечивающие 
соблюдение 
информационной 
безопасности 
образовательной 
деятельности; 
– основные типы угроз 
информационной 
безопасности в сети 
Интернет. 
 
Уметь: 
– осознавать опасности и 
угрозы, возникающие при 
работе с сетевыми 
сервисами при 
осуществлении 
образовательной 
деятельности;  

Знать:
– требования к 
соблюдению 
информационной 
безопасности при работе с 
сетевыми сервисами на 
основе облачных 
технологий в сети 
Интернет; 
– основные подходы к 
безопасному 
взаимодействию в 
компьютерных сетях с 
применением облачных 
технологий. 
 
Уметь: 
– проводить анализ 
безопасности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий 
согласно предъявляемым 

Знать:
– организационно-
технические и режимные 
меры и методы 
обеспечения 
информационной 
безопасности при работе с 
облачными сервисами и 
веб-приложениями; 
– основные этапы 
проведения анализа 
безопасности сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий с 
учётом требований 
информационной 
безопасности для сферы 
образования. 
 
Уметь: 
– проектировать 
основные этапы сетевого 
взаимодействия всех 
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– проводить отбор 
наиболее безопасных 
сервисов на основе 
облачных технологий для 
их использования в 
учебном процессе. 
 
Владеть: 
– знаниями в области 
информационных и 
коммуникационных 
технологий, 
позволяющими 
обеспечить приемлемый 
уровень информационной 
безопасности при работе с 
сетевыми сервисами, 
– приёмами работы с 
информацией, имеющей 
определённую степень 
защиты и требующей 
безопасного обращения 
при работе с ней в 
компьютерной сети. 

требованиям к сетевым 
ресурсам; 
– пользоваться 
программными 
средствами для 
обеспечения безопасного 
взаимодействия в сети 
Интернет при работе с 
облачными ресурсами. 
 
Владеть: 
– способами защиты 
конфиденциальной 
информации при работе с 
ней в среде сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– навыками принятия 
обоснованных решений и 
действия в конкретной 
опасной ситуации при 
обнаружении угрозы 
информационной 
безопасности в сети 
Интернет с учётом своих 
возможностей. 

участников 
образовательного 
процесса с применением 
облачных сервисов и веб-
приложений; 
– создавать учебные 
материалы с учётом 
требований по 
информационной 
безопасности с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий. 
 
Владеть: 
– практическими 
способами обеспечения 
безопасного общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при работе с 
неизвестными ранее 
ресурсами сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий в 
сети Интернет; 
– технологией разработки 
содержательного, 
доступного и безопасного 
учебного материала на 
основе использования 
облачных технологий. 

 
Уровень сформированности специальных компетенций оценивается по 

трем критериям: ценностно-мотивационному, когнитивному и 
деятельностному.  

 

Ценностно-мотивационный критерий включает мотивы, цели, потребности 
в активной познавательной деятельности в образовательном процессе на основе 
использования облачных технологий, саморазвитии, самосовершенствовании. 
Он предполагает наличие интереса и стремления личности заниматься 
выбранной профессиональной деятельностью.  

В когнитивном критерии обычно выделяется несколько групп знаний, 
включенных в ФГОС ВО: базовые знания по информационным и 
коммуникационным технологиям; знания в области стандартного 
программного обеспечения; знания из области специальных программных 
продуктов, характерных для области профессиональной деятельности будущего 
учителя информатики. Кроме того, сюда же можно добавить и знания в области 
использования в образовательной деятельности облачных технологий. К таким 
знаниям можно отнести знания:  

 базовых понятий и классификаций облачных технологий; 
 основных моделей предоставления облачных услуг и их особенности; 
 основных характеристик и функциональных возможностей 

современных облачных сервисов; 
 возможностей сетевых сервисов на основе облачных технологий для 

организации образовательной деятельности; 
 критериев отбора сетевых сервисов на основе облачных технологий; 
 методических требований к разработке учебных материалов с 

использованием средств облачных технологий; 
 возможности облачных технологий для разработки учебных материалов 

для обучения; 
 основных этапов проектирования ЭОР с применением сетевых сервисов 

на основе технологии облачных вычислений; 
 способов взаимодействия педагогического работника с различными 

субъектами образовательного процесса в сетевой среде средствами облачных 
технологий; 

 особенностей организации системы дистанционного обучения 
средствами сетевых технологий; 
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– проводить отбор 
наиболее безопасных 
сервисов на основе 
облачных технологий для 
их использования в 
учебном процессе. 
 
Владеть: 
– знаниями в области 
информационных и 
коммуникационных 
технологий, 
позволяющими 
обеспечить приемлемый 
уровень информационной 
безопасности при работе с 
сетевыми сервисами, 
– приёмами работы с 
информацией, имеющей 
определённую степень 
защиты и требующей 
безопасного обращения 
при работе с ней в 
компьютерной сети. 

требованиям к сетевым 
ресурсам; 
– пользоваться 
программными 
средствами для 
обеспечения безопасного 
взаимодействия в сети 
Интернет при работе с 
облачными ресурсами. 
 
Владеть: 
– способами защиты 
конфиденциальной 
информации при работе с 
ней в среде сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий; 
– навыками принятия 
обоснованных решений и 
действия в конкретной 
опасной ситуации при 
обнаружении угрозы 
информационной 
безопасности в сети 
Интернет с учётом своих 
возможностей. 

участников 
образовательного 
процесса с применением 
облачных сервисов и веб-
приложений; 
– создавать учебные 
материалы с учётом 
требований по 
информационной 
безопасности с 
использованием сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий. 
 
Владеть: 
– практическими 
способами обеспечения 
безопасного общения 
обучающихся и 
педагогических 
работников при работе с 
неизвестными ранее 
ресурсами сетевых 
сервисов на основе 
облачных технологий в 
сети Интернет; 
– технологией разработки 
содержательного, 
доступного и безопасного 
учебного материала на 
основе использования 
облачных технологий. 

 
Уровень сформированности специальных компетенций оценивается по 

трем критериям: ценностно-мотивационному, когнитивному и 
деятельностному.  

 

Ценностно-мотивационный критерий включает мотивы, цели, потребности 
в активной познавательной деятельности в образовательном процессе на основе 
использования облачных технологий, саморазвитии, самосовершенствовании. 
Он предполагает наличие интереса и стремления личности заниматься 
выбранной профессиональной деятельностью.  

В когнитивном критерии обычно выделяется несколько групп знаний, 
включенных в ФГОС ВО: базовые знания по информационным и 
коммуникационным технологиям; знания в области стандартного 
программного обеспечения; знания из области специальных программных 
продуктов, характерных для области профессиональной деятельности будущего 
учителя информатики. Кроме того, сюда же можно добавить и знания в области 
использования в образовательной деятельности облачных технологий. К таким 
знаниям можно отнести знания:  

 базовых понятий и классификаций облачных технологий; 
 основных моделей предоставления облачных услуг и их особенности; 
 основных характеристик и функциональных возможностей 

современных облачных сервисов; 
 возможностей сетевых сервисов на основе облачных технологий для 

организации образовательной деятельности; 
 критериев отбора сетевых сервисов на основе облачных технологий; 
 методических требований к разработке учебных материалов с 

использованием средств облачных технологий; 
 возможности облачных технологий для разработки учебных материалов 

для обучения; 
 основных этапов проектирования ЭОР с применением сетевых сервисов 

на основе технологии облачных вычислений; 
 способов взаимодействия педагогического работника с различными 

субъектами образовательного процесса в сетевой среде средствами облачных 
технологий; 

 особенностей организации системы дистанционного обучения 
средствами сетевых технологий; 
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 особенностей использования разработанных учебных материалов на 
основе облачных сервисов и веб-технологий в рамках дистанционного подхода 
к обучению; 

 требований к соблюдению информационной безопасности при работе с 
сетевыми сервисами на основе облачных технологий в сети Интернет; 

 основных этапов проведения анализа безопасности сетевых сервисов на 
основе облачных технологий с учётом требований информационной 
безопасности для сферы образования. 

В деятельностный критерий включены умения и практические навыки 
использования обучающимися информационных и коммуникационных 
технологий, в частности, облачных технологий, в своей профессиональной 
деятельности. Так, обучающиеся по направлению подготовки «Педагогическое 
образование» должны уметь не только сами использовать современные 
информационные и коммуникационные технологии в своей профессиональной 
деятельности, но и уметь обучить их использованию обучающихся 
общеобразовательных организаций. 

Ниже представлена таблица 2, которая отражает взаимосвязь критериев, 
показателей и методов диагностики уровня сформированности специальных 
компетенций в области облачных технологий у будущих учителей информатики. 

Таблица 2 
Критерии и показатели сформированности специальных компетенций у 

будущих учителей информатики 
№ 

Критерии Показатели 
Методы 

диагностики 

1 Мотивационный Наличие мотива к изучению 
современных информационных 
и коммуникационных 
технологий, в частности, 
облачных технологий, 
познавательная потребность. 

Анкетирование 

2 Когнитивный Наличие знаний в области 
использования в 
образовательной деятельности 
облачных технологий. 

Тестирование 

 

№ 
Критерии Показатели 

Методы 
диагностики 

3 Деятельностный Наличие умений в области 
использования в 
образовательной деятельности 
облачных технологий. 

Проверка отчетов 
по лабораторным 
работам, проект 

 
Выделение специальных компетенций в сфере облачных технологий в 

структуре ИТК-компетентности будущего учителя информатики, а также 
поэтапный контроль их формирования позволит подготовить будущих 
учителей информатики не только к работе с профессионально-
ориентированными программными продуктами, но и сформировать у студентов 
целостное представление о современных облачных технологиях и возможностях 
их применения в профессиональной педагогической деятельности, что особенно 
важно для преодоления трудностей, обусловленных необходимостью 
применения современных информационных технологий в практико-
ориентированной профессиональной деятельности учителя информатики.  
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основе облачных технологий с учётом требований информационной 
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В деятельностный критерий включены умения и практические навыки 
использования обучающимися информационных и коммуникационных 
технологий, в частности, облачных технологий, в своей профессиональной 
деятельности. Так, обучающиеся по направлению подготовки «Педагогическое 
образование» должны уметь не только сами использовать современные 
информационные и коммуникационные технологии в своей профессиональной 
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№ 
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диагностики 

1 Мотивационный Наличие мотива к изучению 
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