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ÐÀÇÄÅË I.
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

УДК 004.94
DOI: 10.18384/2310-7251-2018-1-6-15

ÌÎÄÅËÜ «Ó×ÈÒÅËÜ–Ó×ÅÍÈÊÈ» Â ÐÀÌÊÀÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß 
ÊËÅÒÎ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Адамсон Н.Н., Калашников Е.В.
Московский государственный областной университет

105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация

Аннотация. Изучается поведение коллектива «учеников» и влияние этого коллектива на его 
отдельные персоны под воздействием внешнего возбуждения – «учителя». Строится модель 
«учитель-ученики». Рассмотрение ведётся в рамках представления клеточных автоматов.

Ключевые слова: массив состояний, параметр состояний, клеточный автомат, самосо-
гласование, эволюция состояний. 

A ‘TEACHER–STUDENTS’ MODEL WITHIN THE FRAMEWORK 
OF CELLULAR AUTOMATA

N. Adamson, E. Kalashnikov
Moscow Region State University

ul. Radio 10A, 100500 Moscow, Russian Federation

Abstract. The behavior of the collective of ‘students’ and the influence of this collective on its individual 
persons under the influence of external excitement − ‘teacher’ are studied. A ‘teacher – students’ 
model is constructed. A cellular automata idea is used to present the behavior of the model.

Keywords: massive of states, parameter of states, cellular automata, self-consistence, evolution 
of states.

Введение
Качество процесса обучения представляет собой всеобщий интерес, как в образо-

вательном, так и в исследовательском и теоретическом аспектах. В настоящее время 
наблюдается резкий рост числа студентов в высших учебных заведениях. При этом 
современные технологии предъявляют высокие требования к качеству образования. 
Примирить эти две противоположные тенденции непросто. Решение этой пробле-

© Адамсон Н.Н., Калашников Е.В., 2018.
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мы, традиционно, ищется в разработке различных методик обучения, которые пред-
полагают поиск средств, обеспечивающих наиболее доступные способы получения 
знаний [1–7]. (При этом забывают или игнорируют, что обучение это всегда насилие 
над собой и каких-то особых или специальных путей к получению знаний нет). В 
классической методической теории главный вопрос сводится к простому обучению 
учителя знаниям, которые он впоследствии будет передавать ученикам. В работе 
[1] утверждается, что обучение не пассивный, направленный извне процесс потре-
бления информации, но активный, созидательный и самонаправленный процесс, в 
котором учитель выстраивает своё внутреннее видение, отражающее собственный 
образовательный опыт. Также на образование оказывает влияние и коллектив уче-
ников. Например, в [2] говорится о недостатке классового сознания в случае соци-
альной дифференциации учеников. Эта социальная дифференциация может быть 
обусловлена культурными, экономическими или интеллектуальными факторами.

В [3] рассматривается влияние «оперативности» учителя на эмоциональное об-
разование, что, в свою очередь, влияет на познавательный процесс. Объяснение 
находят с помощью основополагающей теории притяжения (по-другому, про-
сто, дрессуры) [4]: люди положительно относятся к стимулам, сулящим награду, 
избегают или нейтрально относятся к стимулам, не сулящим награду или обе-
спечивающим наказание. Тот же вывод следует из работ других авторов [5–7]. 

В [7], в частности, отмечена сильная связь между типами обучения и моти-
вацией студентов. Классический подход к образованию с акцентом на внешнее 
регулирование работает лишь с небольшим количеством студентов. Наиболее 
эффективный подход заключается в формировании у студента определённой 
стратегии с элементами саморегулирования.

Саморегулирование предполагает, что ученики представляют собой подобие 
активной среды, способной со временем менять состояние каждого ученика и 
состояние коллектива учеников. Можно сказать, что каждый ученик – это эле-
мент активной среды, и каждый ученик проходит через одни и те же состояния. 
Такая формулировка предполагает идею клеточного автомата (КА). Каждый 
ученик представляет собой клетку в пространстве. Каждая клетка снабжена 
определённым числом состояний и взаимодействует с соседними клетками. 

Модель, основанная на клеточных автоматах, представляет собой сетку, клет-
кам (ячейкам) которой задаётся состояние и правила перехода. 

Клеточные автоматы (КА) предполагают дискретность. Это означает, что на 
каждом шаге рассчитывается состояние каждой ячейки, связанное с её состо-
янием и состояниями окружающих ячеек. Расчёт проводится последовательно 
для требуемого количества шагов. Фон Нейман [8] был первым, кто принял во 
внимание подобную модель, включив КА в свой «универсальный конструктор». 
Этот «универсальный конструктор» представляет собой устройство, воспроиз-
водящее самоё себя при движении.

Главное преимущество данного вида моделей – возможность их повсеместного 
применения во многих областях [9], включая биологию и химию. С их помощью 
можно наглядно продемонстрировать, как изначально простые структуры самоор-
ганизуются и приходят к совершенно другому виду. КА могут быть разных форм и 
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видов. Одно из основных свойств – вид сетки, на котором рассчитывается модель. 
Простейший вариант – одномерная сетка, представляющая собой линию. В таком 
случае у клетки есть соседи только слева и справа. В двухмерном пространстве 
могут быть использованы квадратная, треугольная и гексагональная сетки. Также 
можно использовать декартову сетку произвольного числа измерений.

Число состояний КА, которое он может принимать, также должно быть за-
дано. Простейший вариант – два состояния (для этой бинарной опции тради-
ционно обозначают ноль белым цветом, а единицу – чёрным). Тем не менее, КА 
модель с непрерывным интервалом возможных значений состояния тоже имеют 
место быть. Также количество соседних ячеек, оказывающих влияние на исход-
ную, должно быть задано. В простейшем случае это ближайшие соседи, т.е. чьи 
ячейки имеют общую сторону с данной. 

Пример использования клеточных автоматов, а именно, вероятностных кле-
точных автоматов, можно увидеть в работе [10], где рассматривается процесс 
формирования общественного мнения через модель вероятностных клеточных 
автоматов. Клеточные автоматы – математическая система, демонстрирующая 
самоорганизацию. По состоянию системы можно «распознать» информацию о 
начальном её состоянии. Таким образом, по видам изменения структуры можно 
создать языки. Структуры, «слова» в языках распознаются, и компьютер возвра-
щает им заданный символ [11]. 

Модели обучения с помощью клеточных автоматов рассматриваются в [12]. 
Здесь представлены две модели обучения. 

Первая модель основана на вероятностных клеточных автоматах:
− В ней задаётся правила вычисления вероятностей понять или не понять ма-

териал (помимо образовательных процессов эта модель может быть применима 
к созданию роботов и систем искусственного интеллекта). 
− По мере прохождения курса ученик увеличивает свою вероятность к усво-

ению уроков. Однако недостаток модели в том, что в ней отсутствует коллектив-
ное взаимодействие. 

Вторая модель делает акцент на контакт учителя с учеником и также использу-
ет вероятностный подход. Но главной целью автор ставит прохождение учеником 
последовательности операций и вмешательства учителя при ошибке подопечного. В 
модели учитель присутствует как внешнее, детерминированное воздействие.

В обоих случаях процесс обучения индивидуализирован.
Ситуация, которая исследуется в настоящей работе, рассматривает взаимодей-

ствие «учителя» с коллективом «учеников» так, что, помимо «учителя», сам этот 
коллектив воздействует на каждого «ученика» этого коллектива. Воздействие 
коллектива может ограничить развитие состояния клетки или, наоборот, спо-
собствовать её развитию. 

Модель
2а. Построение массива состояний
1) Рассматриваем коллектив учеников. N – число учеников. Для определён-

ности возьмём N = 15. Коллектив учеников представляет собой конкурентную 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2018 / № 1

9

среду, в которой ученики взаимодействуют между собой путём обмена мнением 
(информацией)

2) Учитель взаимодействует со всеми учениками сразу. Учитель – источник 
внешнего воздействия на ученика. Считаем это внешнее воздействие детерми-
нированным. Это значит, что воздействие выступает как параметр состояния 
каждого ученика. 

3) Для учителя исходное состояние каждого ученика в коллективе неизвест-
но. Все ученики в исходном состоянии для учителя одинаковы и независимы. 
На этом этапе изучения поведения коллектива основную роль играет состояние 
ученика. 

4) Для анализа поведения такого коллектива удобнее перейти на «язык» со-
стояний. Коллективу из N объектов будет теперь отвечать массив состояний 
N × N. Каждый ученик может находиться в любом из пятнадцати состояний 
(N = 15). Поэтому общее число независимых состояний равно 15 × 15 состоя-
ний. Исходный массив состояний 15 × 15 представлен на (рис. 1). Этот массив 
состояний можно рассматривать как однородную среду. Такую среду можно раз-
бить на клетки так, что каждая клетка соответствует одному из 225 возможных 
состояний ученика.

Рис. 1. Исходный массив для N = 15.

2b. Свойства и развитие клеток
a) Каждая клетка (её состояние) характеризуется двумя позициями. Первая 

позиция означает «вес» W клетки, который она набирает в процессе обучения 
(рис. 1) от нуля баллов до какого-то количества баллов. Вторая позиция указы-
вает на готовность клетки к развитию и переходу в другое, следующее состоя-
ние – на другой уровень таких же состояний и зависит от ближайших соседей 
(рис. 2).
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b) Каждая клетка может транслироваться по строке и по столбцу. Поэтому 
максимальное число соседей равно четырём (рис. 1). Соответственно, число со-
седей у клетки, прилегающей к стороне квадрата массива, равно трём, а число 
соседей у клетки в углу массива равно двум.

Рис. 2. Развитие состояния клетки. Первый (нижний) уровень: 
Вход на первый уровень характеризуется вероятностью p1 = 1/2 и принимает «0» 
или «1». Клетка, получив «1» пробегает позиции a, b, c. Клетка выходит с первого 

уровня с вероятностью p1 = 0,7, соответствующей усвоению информации, получает 
вес W = +1 и переходит на следующий уровень состояния клетки в позицию a. Второй 

(и следующие) уровень начинается с весом клетки W = +1 и свойством a попадает 
в состояние «b». Переход в состояние «с» происходит при условии, что окружающие, 
ближайшие клетки находятся в состояниях a, b, c. Клетка выходит с этого уровня с 
вероятностью p2 = 0,7, получает вес W = +1 и переходит на следующий уровень, но 

теперь с весом W = +2, в состояние a

c) Первоначальный массив строится произвольно: с вероятностью 1/2 первая 
позиция в клетках заполняется «1» и «0». Состояние «1» соответствует состоя-
нию, при котором ученик понял материал со слов учителя, «0» – не понял. 

Сразу же второй позиции всех клеток массива присваивается «состояние» 
клетки «а».

d) Каждая клетка массива получает шанс на обучение и переходит в новое со-
стояние со способностью «b».Последующее полное состояние клетки зависит от 
ближайшего окружения:

e) Клетка переходит из «b» в состояние «с», если «вес» ближайших соседей от-
личен от нуля (число соседей в углу равно 2, у стенки – 3, в середине массива – 4).

f) Если в состоянии «с» «вес» ближайших соседей отличен от нуля, то клетка 
увеличивает «вес» на «1» переходит на следующий свой внутренний уровень в 
состояние «а», иначе, переходит в состояние «а» без увеличения «веса».
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Решение
В исходном (рис. 1) массиве задаём случайную генерацию состояний клеток. 

Результат приведён на рис. 3. После 10-ти шагов в массиве возникли области с 
весом клеток, превышающем «1». Они заштрихованы на рис. 4. Начальные ста-
дии развития клеток из заштрихованных областей приведены на рис. 5. Здесь 
рассмотрены особенности развития состояний клеток в зависимости от коли-
чества ближайших соседей. Как видно, на начальных стадиях развитие клеток 
зависит от числа соседей. В частности, клетка (в углу), имеющая только двух со-
седей, развивается медленнее других.

Рис. 3. Случайно генерированный массив. Каждой клетке был дан шанс 
выбрать одно из состояний «1» или «0».

Рис. 4. Массив после 10-ти шагов.
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Рис. 5. Начальная стадия развития клеток, имеющих разное число ближайших соседей. 
Сплошная линяя – клетка в углу, число соседей равно 2; пунктирная линяя – 

клетка прилегает к «стороне» массива, число соседей равно 3; линяя из точек – 
клетка в середине массива, число ближайших соседей равно 4. W – «вес» клетки 
по оси ординат. По оси абсцисс отложено количество шагов – время, в течение 

которого наблюдались клетки.

Рис. 6. Массив на 100-ом шаге.

После 100 шагов структура массива не изменилась. Отличие его от предыду-
щих в том, что «вес» клеток W в заштрихованных областях существенно вырос 
(рис. 6), а характер эволюции состояний клеток с разным количеством соседей 
приобрёл одинаковый вид (рис. 7).
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Рис. 7. Эволюция состояний клеток на 100-ом шаге.
Обозначения кривых те же, что и на рис. 5.

Обсуждение
Одна из задач, которая ставилась при моделировании системы «учитель – уче-

ники», состояла в исследовании влияния ближайших соседей (коллектива) на 
процесс восприятия информации учеником и её переработки. Наиболее под-
ходящим для этих целей оказался конечный массив состояний 15 × 15 для 15 
учеников. На таком массиве все клетки, находящиеся в углах массива, обладают 
двумя соседями, а клетки, прилегающие к «сторонам» массива, имеют трёх со-
седей, и, наконец, клетки внутри массива обладают четырьмя соседями.

Оказалось, что в рамках построенной модели, взаимодействия клеток при-
водят к возникновению «очагов» повышенной восприимчивости новой инфор-
мации. Раз возникнув, эти «очаги» не затухают. Достигают не очень больших 
размеров (3–4 клетки рядом). Эти клетки продолжают развиваться дальше. Но 
ближайшие к ним соседние клетки работают только на поддержание своего не-
высокого уровня, обеспечивая интенсивный набор «веса» успешным клеткам 
состояний. Таким образом, на массиве состояний возникают самосогласован-
ные «очаги» успешного развития состояний. 

Выявлено, что на начальных шагах развития состояний (рис. 4) клетки с мень-
шим числом соседей развиваются немного медленнее, чем клетки с максималь-
ным числом соседей. Но по прошествии значительного периода эволюции ха-
рактер дальнейшего развития для клеток с разным числом соседей становится 
мало различимым друг от друга.

Другой важной особенностью явилась сопоставимость количества учеников и ко-
личества успешно развитых клеток состояний. Поскольку каждая клетка всего лишь 
одно из возможных состояний ученика, то количество успешно развитых клеток (их 
26) вполне предоставляет возможность всем 15 ученикам успешно в коллективе ос-
воить новую информацию вне зависимости от количества соседей.

Для воспроизведения эксперимента был сделан web-интерфейс, который до-
ступен по адресу: http://nikola9r.bget.ru/mgou/ka.php.

Статья поступила в редакцию 06.12.2017 г.
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Федерация

Аннотация. В данной работе рассматривается задача Куэтта о течении газа и теплопередаче 
между двумя параллельными бесконечными пластинами на расстоянии h друг от друга, одна 
из которых покоится, а другая движется в собственной плоскости с постоянной скоростью W, 
температуры пластин T0 и T1. В задаче вычисляются нормальная и касательная составляющие 
тензора напряжений и поток тепла к поверхности пластин Q. Результаты, полученные мето-
дом прямого статистического моделирования, сравниваются с аналитическими результатами, 
полученными с помощью метода самоподобной интерполяции. Результаты исследований 
показывают, что в переходной области между свободномолекулярным и сплошносредным 
пределами кроме касательной составляющей тензора напряжений присутствует нормальная 
составляющая, которой нет ни в свободномолекулярном случае, ни в случае сплошной среды. 
Необходимо отметить, что нормальная и касательная составляющие существенно немонотон-
ны по числам Кнудсена. Тепловой поток также имеет немонотонное поведение и меняет знак 
при изменении степени разреженности газа (числа Кнудсена Kn).

Ключевые слова: течение Куэтта, эффекты разреженности газа, метод прямого статисти-
ческого моделирования, метод самоподобной интерполяции.

NONLINEAR KINETIC EFFECTS IN THE COUETTE PROBLEM FOR 
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Abstract. We consider the Couette problem of a gas flow and heat transfer between two parallel 
infinite plates located at a distance h from each other, with one plate resting and the other 
moving in its own plane at a constant velocity W. The temperatures of the plates are T0 and T1, 
respectively. The normal and tangential components of the stress tensor and the heat flux to the 
surface of the plates are calculated. The results obtained by the direct simulation Monte-Carlo 
method are compared with the analytical ones using the self-similar interpolation method. The 
results show that in the transition region between the free-molecular flow and continuous flow, 
the stress tensor has two components: the tangent one and the normal one, which is absent 
both in the free-molecular case and in the case of a continuous flow. Moreover, the normal and 
tangential components are essentially non-monotonic in the range of Knudsen numbers. The 
heat flux also has a non-monotonic behavior and changes its sign with a change in the Knudsen 
number (gas rarefaction factor Kn).

Key words: Couette flow, rarefaction effects of gas, direct simulation Monte-Carlo method, self-
similar interpolation method.

В данной работе рассматривается течение между двумя бесконечными па-
раллельными пластинами [1; 2], которые имеют разные температуры T0 и T1 и 
движутся относительно друг друга со скоростью W в широком диапазоне числа 
Кнудсена.

Введём некоторые безразмерные параметры:

0
0 1

1 1
, , , 1, ,

2
xy yy

W xy yy
p pT Wt S P P p nk T T

T p pkT
= = = = − =

( ) 1 12
1 1

1

2 1 21 1 , ,
2 w

q kTQ t t S t q nkT
q m

−⎛ ⎞= = − − + =⎜ ⎟⎝ ⎠π

где t − отношение температур пластин, SW − относительная скорость, Pxy, Pyy – 
безразмерные касательная и нормальная составляющая тензора напряжений, 
соответственно, Q − безразмерный тепловой поток.

Рассматриваем течение при больших числах Кнудсена, тогда столкновениями 
между молекулами газа можно пренебречь. 

Напряжение трения (касательная составляющая тензора напряжений) опре-

деляется формулой: 2 .
1

W
xy

SP
t

= −
+ π

Нормальная составляющая тензора напряжений Pyy = 0.

Поток тепла к пластинам запишем в виде: 22 11 .
21 W

tQ t S
t
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠π +

При малых числах Кнудсена для вязкого несжимаемого газа можно записать 
напряжение трения в виде: Pxy = −KnSW. 

Нормальная составляющая тензора напряжений Pyy = 0.
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Тепловой поток к нижней пластине (при y = 0) равен:

( ) 2

1

15 11 .
8 2 w

qQ Kn t S
q

⎡ ⎤= = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

При переходном режиме нет никаких аналитических решений, поэтому в 
данной работе расчёты в широком диапазоне чисел Кнудсена и при различных 
значениях отношения температур и скоростей движения пластин получены ме-
тодом прямого статистического моделирования и методом самоподобной ин-
терполяции [4].

По методу самоподобной интерполяции тепловой поток в зависимости от 
числа Кнудсена Kn получается в виде:

*

1
,cm cm hchc

cm cm hchc

q q q Kn q q KnQ
q q q Kn q q Kn

+ + − −

+ + − −

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ + +⎝ ⎠

где ( )( ) ( ) ( )21 21 , ,
2 1

cm cm w
tq a t t q a t S a t
t

+ −= − = =
π +

 и ( ) 215 11 , .
8 2hc whcq t q S+ −= − =

Были проведены расчёты для параметров касательной Pxy и нормальной Pyy 
составляющих тензора напряжений и потока энергии к движущей стенке Q при 
определённой относительной скорости SW и определённом отношении темпера-
тур между пластинами t в зависимости от числа Кнудсена Kn. Для теплового 
потока результаты, полученные методом прямого статистического моделирова-
ния, сравнивались с результатом, полученным методом самоподобной интерпо-
ляции.

На рис. 1, 2 показаны зависимости значений касательной Pxy/Sxy от числа 
Кнудсена при некоторых значениях соотношений температур между пластина-
ми t и относительной скорости SW. Видно, что касательные составляющей тензо-
ра напряжений существенно немонотонны по числам Кнудсена Kn.

Рис. 1. Зависимость Pxy/SW от числа Кнудсена при t = 0 и разных значениях 
относительной скорости SW.
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Рис. 2. Зависимость Pxy/SW от числа Кнудсена при SW = 10 и разных значениях 
отношений температур t.

На рис. 3, 4 показаны зависимости нормальной составляющей Pyy тензора на-
пряжений от числа Кнудсена Kn при некоторых значениях отношений темпера-
тур t между пластинами и скорости SW. Установлено, что в переходной области 
между свободномолекулярным и сплошносредным пределами кроме касатель-
ной составляющего тензора напряжений присутствует нормальная составля-
ющая (которой нет ни в свободномолекулярном случае, ни в случае сплошной 
среды). Этот эффект показывает, что при переходном режиме две пластины не 
просто движутся относительно друг от друга, а ещё и отталкиваются. При этом и 
нормальная, и касательная составляющие существенно немонотонны по числам 
Кнудсена. Величина максимума этих напряжений зависит от скорости движе-
ния пластин SW.

Рис. 3. Зависимость Pyy от числа Кнудсена при t = 1 и разных значениях 
относительной скорости SW.
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Рис. 4. Зависимость Pyy от числа Кнудсена при SW = 10 и разных 
значениях отношений температур t.

На рис. 5 представлены результаты расчётов теплового потока для разных 
отношений температур пластин t при разных значениях числа Кнудсена Kn и 
относительной скорости пластин SW = 0,5. Из рисунка видно, что при фиксиро-
ванных значениях отношений температур и скоростей пластин тепловой поток 
к движущей пластине в зависимости от числа Кнудсена меняет знак. Впервые 
этот эффект был обнаружен в [3] численно при решении задачи Куэтта мето-
дом прямого статистического моделирования. Сплошными кривыми нанесены 
результаты, полученные методом самоподобной интерполяции [4; 5], точками – 
методом прямого статистического моделирования.

Рис. 5. Зависимость теплового потока Q от числа Кнудсена 
при относительной скорости SW = 0,5.

Статья поступила в редакцию 13.12.2017 г.
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ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÅ ÈÌÏÅÄÀÍÑÛ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÑËÎß ÑÐÅÄÛ 
Ñ ÇÅÐÊÀËÜÍÎ-ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÄÈÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ 
ÎÒÊËÈÊÀ

Зверев Н.В.
Московский государственный областной университет,

105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация

Аннотация. Рассмотрено электромагнитное поле плоской монохроматической волны вну-
три плоского слоя однородной среды, обладающей пространственной дисперсией и име-
ющей зеркально-симметричную функцию ди

электрического отклика. Использован метод разложения в ряд Фурье для вычисления 
поверхностных импедансов данного слоя среды в случаях P- и S-волны. Полученные 
формулы для поверхностных импедансов совпадают с формулами в работах Кливера 
и Фукса для плоского слоя электронной плазмы, а также правильно описывают поверх-
ностные импедансы плоского слоя среды без пространственной дисперсии.

Ключевые слова: электромагнитное поле, диэлектрическая проницаемость, поверхност-
ный импеданс

SURFACE IMPEDANCES OF A FLAT LAYER OF A MEDIUM WITH 
A MIRROR-SYMMETRIC DIELECTRIC RESPONSE FUNCTION

N. Zverev
Moscow Region State University 

ul. Radio 10A, 100500 Moscow, Russian Federation

Abstract. The electromagnetic field of a plane monochromatic wave inside a flat layer of a uniform 
medium possessing a spatial dispersion and having a mirror-symmetric dielectric response 
function is considered. The method of Fourier series decomposition is used to evaluate the 
surface impedance of the layer in the cases of P- and S-waves. The obtained equations for 
the surface impedances coincide with those from works of Kliewer and Fuchs for a flat layer 
of electron plasma and describe correctly the surface impedances of a flat layer of a medium 
without spatial dispersion.

Key words: electromagnetic field, dielectric permittivity, surface impedance.

Введение
В настоящее время в связи с бурным развитием био- и нанотехнологий боль-

шое внимание уделяется исследованиям материалов и систем, имеющих размеры 
порядка от одного до нескольких сот нанометров. Одним из таких исследований 

© Зверев Н.В., 2018.
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является изучение взаимодействия электромагнитного излучения с вещества-
ми, размеры которых меньше или сопоставимы с длиной волны излучения 
(см. [1–6]).

В случае веществ обычных размеров часто не учитывают пространствен-
ную дисперсию диэлектрической проницаемости среды, то есть зависимость 
диэлектрической проницаемости от волнового вектора [7]. Это обусловлено 
тем, что отклик среды на электромагнитные волны отличен от нуля только на 
расстояниях порядка размеров атомов или молекул. Однако при исследова-
нии объектов достаточно малых размеров, таких как тонкие металлические 
плёнки (см. [3; 5; 6; 8–10]), а также при изучении оптически активных веществ 
[7], пространственная дисперсия может играть важную роль. Поэтому в слу-
чае данных объектов необходимо принимать во внимание пространственную 
дисперсию.

В настоящей работе рассматривается плоская монохроматическая электро-
магнитная волна внутри плоского слоя однородной изотропной среды, имею-
щей пространственную дисперсию. При этом предполагаем, что функция диэ-
лектрического отклика данной среды обладает зеркальной симметрией. Целью 
данной работы является вычисление поверхностных импедансов рассматривае-
мой волны для указанного слоя среды. Для вычисления этих импедансов исполь-
зуем метод разложения величин электромагнитного поля в ряд Фурье. Следует 
отметить, что поверхностные импедансы играют важную роль при изучении 
взаимодействия излучения с разными средами и распространения излучения в 
этих средах [1; 8–11].

Функция отклика и диэлектрическая 
проницаемость среды

Рассмотрим плоский слой однородной изотропной немагнитной среды тол-
щиной d, к тому же не обладающей оптической активностью. Выберем правую 
прямоугольную систему координат таким образом, что слой занимает область 
0 < z < d (рис. 1). При этом координатные оси X и Y оказываются параллельными 
границам слоя.

Уравнения Максвелла и материальное уравнение для магнитного поля внутри 
рассматриваемого слоя среды имеют вид (в системе СИ):

 
0rot , rot , .

t t
∂ ∂= − = = μ
∂ ∂
B DE H B H  (1)

Здесь ток проводимости учтён в электрическом смещении D. При этом мате-
риальное уравнение для электрического поля внутри слоя в координатном виде 
выглядит следующим образом (ср. с [7]):

 

0

0
0

( , , , ) ( , , , )

( , ; , ; )

( , , , )d d d d .

d t

D x y z t E x y z t

f x x y y z z t t

E x y z t x y z t

α α

αβ
β−∞

β

= ε +

+ ε − − − ×′ ′ ′ ′

× ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

∑∫∫ ∫ ∫
 (2)



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2018 / № 1

25

В данной формуле fαβ (x, y; z, z′; t) – функция диэлектрического отклика среды, 
расположенной в плоском слое 0 < z < d. Интегрирование по координатам x′ и y′ 
выполняется от –∞ до +∞, а индексы α, β = x, y, z.

Рис. 1. Схема расположения слоя среды

Пусть диэлектрический отклик среды внутри рассматриваемого слоя облада-
ет зеркальной симметрией относительно границ слоя z = 0 и z = d, то есть функ-
ция отклика имеет следующий вид:

 

{

}
( , ; , ; ) ( , , 2 , )

( , , 2 , ) .
m

f x y z z t g x y z z md t

g x y z z md t

+∞

αβ αβ
=−∞

αβ

= − + +′ ′

+ + +′

∑
 (3)

В формуле (3) функция gαβ (x, y, z, t) есть функция диэлектрического откли-
ка среды, заполняющей всё пространство. Однородность рассматриваемой сре-
ды отражена в зависимости функции отклика от одной точки с координатами 
x, y, z и одного момента времени t. Далее, точки с координатами ±z′ – 2md есть 
результат всевозможных отражений точки с координатой z′ относительно пло-
скостей z = 0 и z = d. Свойство зеркальной симметрии функции диэлектрическо-
го отклика (3) может быть обусловлено зеркальным отражением электронов или 
ионов среды (см. [1; 8–11]), а также упругих волн или возбуждений атомов, от 
границ слоя.

Фактически мы заменяем слой бесконечным набором параллельных 
слоёв одинаковой толщины d. При этом поле в точке z′ совпадает с полем в точке 
±z′ – 2md. Если предположить, что физической границы между слоями нет, то 
есть электроны пересекают границы слоёв без рассеяния, то движение электро-
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нов в такой среде будет совпадать с движением электронов в слое толщиной d с 
зеркальными граничными условиями на границе.

Фурье-образ функции gαβ(x, y, z, t), соответствующий монохроматической 
волне с частотой ω и волновым вектором k, даёт тензор диэлектрической про-
ницаемости среды εαβ(ω, k) (см. [7]):

 

i( )

0

( , ) ( , , , )e d d d d .tg x y z t x y z t
+∞

ω −
αβ αβ αβε ω = δ + ∫∫∫ ∫ krk  (4)

где δαβ – символ Кронекера. Данный тензор в случае изотропной и не оптически 
активной среды выглядит следующим образом [7; 11]:

 
2 2( , ) ( , ) ( , ).tr l

k k k kk k
k k
α β α β

αβ αβ
⎛ ⎞ε ω = δ − ε ω + ε ω⎜ ⎟⎝ ⎠

k  (5)

В формулах (4) и (5) r = (x, y, z), k = (kx, ky, kz), k = | k |, а интегрирование по 
координатам x, y, z выполняется от –∞ до +∞. Функции εl(ω, k) и εtr(ω, k) –про-
дольная и поперечная диэлектрические проницаемости среды, соответственно. 
Зависимость тензора диэлектрической проницаемости среды εαβ от волнового 
вектора k есть пространственная дисперсия среды.

Плоская монохроматическая волна внутри слоя среды
Предположим, что электромагнитная волна вне слоя среды является плоской 

монохроматической и распространяется в плоскости XZ. Тогда в случае P-волны, 
когда напряжённость электрического поля E волны лежит в плоскости распро-
странения XZ, а напряжённость магнитного поля H параллельна оси Y, внутри 
слоя 0 < z < d имеют место соотношения:

 

( )i( )

( )i( )

( )i( )

e ( ),

e ( ),

e ( ),

x

x

x

jk x t
x x

jk x t
z z

jk x t
y y

E E z
E E z
H H z

−ω

−ω

−ω

=

=

=  (6)

где индекс j обозначает чётную или нечётную моду, которые будут описаны 
ниже. В этом случае из уравнений (1) следует, что электрическое смещение D 
волны лежит в плоскости распространения волны XZ. И тогда из (2) и (6) следу-
ют соотношения:

 
( ) ( )i( ) i( )e ( ), e ( ),x xj jk x t k x t

x x z zD D z D D z−ω −ω= =  (7)

где

 

( ) ( ) ( )
0 0

,0

( ) ( ) ( , , , ) ( )d ,
d

j j j
x

x z
D z E z F k z z E z zα α αβ β

β=
= ε + ε ω ′ ′ ′∑∫  (8)

и α = x, z.
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В случае же S-волны, когда составляющая H лежит в плоскости распростра-
нения XZ, а составляющая E параллельна оси Y, внутри рассматриваемого слоя 
среды 0 < z < d справедливы формулы:

 

( )i( )

( )i( )

( )i( )

e ( ),

e ( ),

e ( ).

x

x

x

jk x t
x x

jk x t
z z

jk x t
y y

H H z
H H z
E E z

−ω

−ω

−ω

=

=

=  (9)

Тогда из (1) следует, что смещение D параллельно оси Y, а из (2) и (9) следует 
формула:

 
( )i( )e ( ),x jk x t

y yD D z−ω=  (10)

где

 

( ) ( ) ( )
0 0

0

( ) ( ) ( , , , ) ( )d .
d

j j j
y y yy x yD z E z F k z z E z z= ε + ε ω ′ ′ ′∫  (11)

В формулах (8) и (11) введено обозначение:

 

i( )

0

( , , , ) ( , ; , ; )e d d d .xt k x
xF k z z f x y z z t x y t

+∞
ω −

αβ αβω =′ ′∫∫ ∫  (12)

Здесь и далее интегрирование по x и y выполняется в пределах от –∞ до +∞. 
Тогда из (3) и (12) следует формула:

 

{
}
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m

x

F k z z L k z z md
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где
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0
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+∞
ω −

αβ αβω = ∫∫ ∫  (14)

Для P-волны внутри слоя в области 0 < z < d из (1), (6) и (7) следует система 
уравнений:
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( ) ( )
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( ) ( )
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d i i ,
d

i i ,

d
i .

d
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j j
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k H D
H

D
z

⎧
− = ωμ⎪

⎪⎪ = − ω⎨
⎪
⎪− = − ω
⎪⎩

 (15)

А в случае S-волны в рассматриваемой области формулы (1); (9) и (10) приво-
дят к системе:
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d
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d
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x y z

j
y j

x

j
x j j

x z y

k E H
E

H
z
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⎪
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⎪
⎪
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Ряды Фурье для электромагнитного поля
Для дальнейшего исследования величин электромагнитного поля внутри 

рассматриваемого слоя среды удобно продолжить функции ( )( )jE zα  на область 
–d < z < 0 следующим образом:

 
( ) ( )( ) ( ), (0 ),j jE z E z z dα α− = < <  (17)

где α = x, z в случае P-волны и α = y в случае S-волны. Отсюда следует, что данные 
функции являются непрерывными в области –d < z < d. Тогда функции ( )( )jH zα  
также продолжены на область –d < z < 0 согласно первому уравнению систе-
мы (15) в случае P-волны, а в случае S-волны – первому и второму уравнениям 
системы (16). Однако, как видно из этих уравнений, функции ( )( )j

yH z  и ( )( )j
xH z  в 

случае P-волны и S-волны соответственно имеют разрыв 1-го рода в точке z = 0.
Условие (17), на самом деле, необходимо для выполнения формулы (3). Это 

составная часть свойств зеркальной симметрии функции диэлектрического от-
клика.

Тогда с учётом (17) формулы (8) и (11) вместе с (13) приобретают в случае 
P-волны следующий вид:
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где α = x, z, а в случае S-волны:
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С помощью этих формул функции ( )( )jD zα  являются продолженными на 
область –d < z < 0.

После продолжения функций ( )( ),jE zα  
( )( )jH zα  и ( )( )jD zα   на область 

–d < z < 0 рассмотрим разложение этих функций в ряд Фурье в области 
–d < z < d (α = x, y, z):

 

( ) ( ) i /( ) e ,j j nz d
n

n
A z A

+∞
π

α α
=−∞

= ∑   (20)

где коэффициенты Фурье:
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а символ A обозначает функции E, D или H. Подставим (20) для E в правую часть 
(18) или (19), а затем левые части этих формул – в (21) для D. В результате полу-
чим для P-волны:
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и для S-волны:
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В (22) обозначено:
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Вычислим последнее выражение, используя формулы (4) и (14):

 

i ( )/
, '

(2 1)
i ( )/

(2 1)

i ( )/

i ( ) /

1 ( , , 2 )e d d
2

1 ( , , )e d d
2

1 ( , , )e d d
2

1 e d
2

d d
n z nz d

nn x
md d

m dd
n z nz d

x
md m d

d
n z nz d

x
d

d
n n z d

d

W L k z z md z z
d

L k z z z z
d

L k z z z z
d

z L
d

+∞
π −′ ′

αβ αβ
=−∞− −

++∞
π −′ ′

αβ
=−∞− −

+∞
π −′ ′

αβ
− −∞

π −′
αβ

−

= ω − − =′ ′

= ω − =′ ′

= ω − =′ ′

=

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∫ ∫

∫
[ ]

i /( , , )e d

( , ,0, / ) .

n z d
x

nn x

k z z

k n d

+∞
− π ′ ′

−∞

αβ αβ′

ω =′ ′

= δ ε ω π −δ

∫
 (24)

Подставляя (24) в (22) и (23), получим соотношения для P-волны:
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и для S-волны:
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0 ,j j
yn yyn ynD E= ε ε   (26)

где обозначено:

 ( , ,0, / ).n xk n dαβ αβε = ε ω π  (27)

Далее, интегрируя по частям и учитывая формулы (15)–(17), получим соот-
ношения:
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где
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Здесь для P-волны α = x, β = y, ξα = 1, а для S-волны α = y, β = x, ξα = –1.

Моды электромагнитного поля внутри слоя среды
Теперь рассмотрим чётную и нечётную моды электромагнитного поля вну-

три слоя среды в области 0 < z < d, обозначаемые индексом j. Для P-волны эти 
моды, согласующиеся с первым уравнением системы (15), имеют следующий вид 
(j = 1, 2):
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А для S-волны данные моды, согласующиеся с первыми двумя уравнениями 
системы (16), выглядят так (j = 1, 2):
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Тогда из (30) и (31) следует:

 

( ) ( )
1d d( 0) ( 1) ( 0),

dz dz

j j
jE Edα α+− = − +  (32)

где α = x для P-волны и α = y для S-волны.
Запишем теперь уравнения систем (15) и (16) в коэффициентах Фурье по фор-

муле (21). В результате, используя соотношения (28), (29) и (32), получим систе-
му для P-волны:
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( ) ( ) ( )
0

( ) ( )

( )
( ) ( )

0

i i i ,

i i ,

i ( 1) 1 d ( 0) i ,
i dz

j j j
xn x zn yn

j j
x yn zn

jn j
xj j

yn xn

n E k E H
d

k H D

n EH D
d d

+

⎧ π − = ωμ⎪
⎪
⎪⎪ = − ω⎨
⎪
⎪ π − +− + ⋅ + = − ω⎪

ωμ⎪⎩

  

 

   (33)

и для S-волны:

 

( ) ( )
0

( ) ( )
0

( )
( ) ( ) ( )

0

,

,

( 1) 1 ( 0) .

j j
x yn zn

j j
yn xn

jn j yj j j
xn x zn yn

ik E i H

i n E i H
d

dEi n H ik H i D
d i d dz

+

⎧
= ωμ⎪

⎪
⎪ π⎪ = − ωμ⎨
⎪
⎪ π − +− + ⋅ + = − ω⎪

ωμ⎪⎩

 

 

    (34)

Поверхностный импеданс P-волны
Рассмотрим сначала случай P-волны. Из первых двух уравнений (33) и 

соотношения (25) для ( )j
znD  следует формула:

 

2 2
( ) ( )

2

( / ) /
,

( / )
zxn xj j

zn xn
x zzn

n d k c
E E

k c
ε + π ω

=
ω − ε

   (35)

где c – скорость света в вакууме:

 0 0

1 .c =
ε μ

 (36)

Далее, из первого и третьего уравнений (33) и соотношения (25) для ( )j
xnD  

получаем уравнение:

 

22 2
( ) ( )

2 2

( )2

2
d( 1) 1 ( 0).

d

xj j
xxn xn xzn zn

j
xn j

c n c k nE E
d d

c E
d z

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤π π⎛ ⎞ε − + ε + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ω ω⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + ⋅ +⎣ ⎦ ω

 

 (37)

Из (27) и (5) следуют формулы:
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2 2
, ,

2 2

2 2
, ,
2 2

, ,2 2

( / ) ,
( / )
( / ) ,
( / )
( / ) ( ),

( / )

tr n x l n
zzn

x

x tr n l n
zzn

x

x
xzn zxn l n tr n

x

n d k
k n d

k n d
k n d

n d k
k n d

π ε + εε =
+ π

ε + π εε =
+ π

πε = ε = ε − ε
+ π

 (38)

где обозначено:

 

2
2

, ,( , ), ( , ), .l n l n tr n tr n n x
nk k k k
d
π⎛ ⎞ε = ε ω ε = ε ω = + ⎜ ⎟⎝ ⎠  (39)

Подставляя (35) в (37) и используя формулы (38), после преобразований най-
дём:

 

( )2
( )

2 2 2

2 2

2 2 2 2
, ,

( 1) 1 d ( 0)
( / ) d

( / ) .
[ ( / ) ] /

jn j
xj

xn
x

x

l n x tr n

c EE
k n d d z

k n d
k n d c

+− += ⋅ ⋅ + ×
+ π ω

⎧ ⎫π× −⎨ ⎬ε + π ω − ε⎩ ⎭



 (40)

Из этой формулы с учётом обозначений (39) видно, что ( ) ( )
, .j j

x n xnE E− =   Тогда из 
(35) с учётом нижней формулы (38) следует соотношение ( ) ( )

, .j j
z n znE E− = −   Отсюда с 

использованием разложения Фурье (20) получим:

 

( ) ( )( 0) 0.j j
z zn

n
E E

+∞

=−∞
+ = =∑ 

Используя это соотношение, из первой формулы системы (15) найдём:

 

( )
( )

0

1 d( 0) ( 0).
i d

j
xj

y
EH
z

+ = ⋅ +
ωμ

 (41)

Определим теперь поверхностный импеданс моды плоской гармонической 
P-волны на поверхности z = 0 слоя, считаемой нами поверхностью падения вол-
ны:

 

( )
( )

( )
0

1 ( 0) ,
( 0)

j
xj

P j
y

EZ
Z H

+=
+

 (42)

где Z0 – импеданс вакуума в системе СИ:

 

0
0

0
.Z μ=

ε
 (43)

Подставляем выражение (40) в разложение Фурье (20) для ( )( 0) :j
xE +
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( ) ( )( 0) ,j j
x xn

n
E E

+∞

=−∞
+ = ∑ 

а затем полученное выражение и формулу (41) – в определение (42). В результа-
те, учитывая формулы (36), (39) и (43), получим формулу для поверхностного 
импеданса P-волны:

 

2 2
( )

2 2 2 2 2
2i [( 1) 1]/ 2 ( / ) ,

( , ) ( , )

n j
xj

P
n l n tr n nn

c k n dZ
d k k k c k

+∞ +

=−∞

⎧ ⎫ω − + π= +⎨ ⎬ω ε ω ω ε ω −⎩ ⎭
∑  (44)

где j =1, 2 и 2 2( / ) .n xk k n d= + π

Данная формула совпадает с формулой, полученной Кливером и Фуксом 
[8–10] в случае плоского слоя электронной плазмы при зеркальном отражении 
электронов от поверхностей слоя. Из (44) видно, что в случае нечётной моды 
(j = 1) суммирование ведётся по всем нечётным n = ±1, ±3, ±5, …, а в случае чёт-
ной моды (j = 2) – по всем чётным n = 0, ±2, ±4, ….

Формула (44) справедлива и в случае однородной изотропной среды без про-
странственной дисперсии, когда функция отклика gαβ (x, y, z, t) имеет структуру:

 ( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),g x y z t g t x y zαβ αβ= δ δ δ δ  (45)

где δ(ξ) – дельта-функция Дирака. Действительно, подставляя (45) в (3), полу-
чим, что при 0 < z, z′ < d функция отклика слоя среды равна:

 ( , ; , ; ) ( , , , ).f x y z z t g x y z z tαβ αβ= −′ ′

Тогда, подставляя (45) в (4) и учитывая (5), получим, что продольная и по-
перечная диэлектрические проницаемости среды равны:

 ( , ) ( , ) ( ),l trk kε ω = ε ω = ε ω  (46)

где

 

i

0

( ) 1 ( )e d .tg t t
+∞

ωε ω = + ∫
Подставляя (46) в (44) и выполняя суммирование с использованием формул 

[12]:

 
2 2 2 2

1 1tg , ctg ,
(2 1) 2 2 (2 ) 2 2n nn n

+∞ +∞

=−∞ =−∞

π πξ π πξ= = −
− −ξ ξ − ξ ξ∑ ∑  (47)

получим формулу для поверхностного импеданса P-волны в случае среды без 
пространственной дисперсии (j = 1, 2):

2
( ) 2 3 3 2 2( ) ( / )i tg ( ) ( / ) .

( ) 2
xj j j

xP
dk cZ k c
c

− − ω⎛ ⎞ε ω − ω= ε ω − ω⎜ ⎟ε ω ⎝ ⎠
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Эта формула может быть получена другим, более простым способом, из рас-
смотрения мод плоской монохроматической P-волны внутри слоя среды без 
пространственной дисперсии.

Поверхностный импеданс S-волны
Теперь обратимся к случаю S-волны. Из (27) и (5) с учётом (39) следует, что

 , .yyn tr nε = ε

Подставляя данное соотношение в (26), а затем (26) и выражения для ( )j
xnH  и 

( )j
znH  из первых двух уравнений системы (34) в третье уравнение этой системы, с 

учётом (36) получим:

 

( )2
( )

2 2 2 2 2
,

d( 1) 1 ( 0).
[ ( / ) ]/ d

jn j yj
yn

tr n x

EcE
d c k n d z

+− += ⋅ ⋅ +
ω ε − + π ω

  (48)

Далее, из второго уравнения (16) найдём:

 

( )
( )

0

d1( 0) ( 0).
i d

j
yj

x
E

H
z

+ = − ⋅ +
ωμ

 (49)

Поверхностный импеданс моды плоской гармонической S-волны на поверх-
ности z = 0 слоя определяем аналогично импедансу P-волны следующим обра-
зом:

 

( )
( )

( )
0

( 0)1 .
( 0)

j
yj

S j
x

E
Z

Z H
+

=
+

 (50)

Подставляя (48) в разложение Фурье (20) для ( )( 0) :j
yE +

 

( ) ( )( 0) ,j j
y yn

n
E E

+∞

=−∞
+ = ∑ 

затем полученное выражение и соотношение (49) – в (50), учитывая (36), (39) и 
(43), получим формулу для поверхностного импеданса S-волны:

 

( )
2 2 2

2i [( 1) 1]/ 2 .
( , )

n j
j

S
tr n nn

cZ
d k c k

+∞ +

=−∞

ω − += −
ω ε ω −∑  (51)

где j =1, 2 и 2 2( / ) .n xk k n d= + π

Как и в случае P-волны, эта формула совпадает с формулой из работ [8–10] в 
случае зеркального отражения электронов от поверхностей слоя электронной 
плазмы. Для нечётной моды (j = 1) суммирование ведётся по всем нечётным n 
= ±1, ±3, ±5, …, а в случае чётной моды (j = 2) – по всем чётным n = 0, ±2, ±4, ….

В случае однородной изотропной среды без пространственной диспер-
сии подставим поперечную диэлектрическую проницаемость (46) в формулу 
(51) и выполним суммирование с учётом формул (47). В результате получим 
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поверхностный импеданс S-волны для слоя среды без пространственной дис-
персии (j = 1, 2):

 

3 2
( ) 3 2 2

2
( ) ( / ) .

2( ) ( / )

j
j j

xS
x

diZ tg k c
ck c

−
− ω⎛ ⎞

= ε ω − ω⎜ ⎟⎝ ⎠ε ω − ω

К этой формуле можно прийти другим способом, рассматривая моды S-волны 
внутри слоя среды без пространственной дисперсии.

Заключение
В данной работе исследованы плоские монохроматические электромагнитные 

P- и S-волны внутри плоского слоя однородной изотропной немагнитной среды, 
обладающей пространственной дисперсией. При этом диэлектрическая функция 
отклика слоя среды обладает зеркальной симметрией относительно границ слоя. 
Для случаев чётной и нечётной моды электромагнитного поля внутри слоя сре-
ды с помощью разложения величин поля в ряд Фурье вычислены поверхностные 
импедансы данного слоя. Полученные формулы для поверхностных импедансов 
совпадают с формулами для импедансов, найденными ранее Кливером и Фуксом 
для плоского слоя электронной плазмы при зеркальном отражении электронов 
от поверхностей слоя. Отмечено, что полученные формулы для поверхностных 
импедансов пригодны также и в случае среды без пространственной дисперсии.

Полученные формулы для поверхностных импедансов целесообразно ис-
пользовать при исследовании взаимодействия электромагнитного излучения с 
плоскими тонкими слоями веществ, обладающих пространственной дисперси-
ей и имеющих зеркально-симметричную относительно границ слоя диэлектри-
ческую функцию отклика. Кроме того, данные формулы пригодны также и для 
изучения проблем возникновения и распространения излучения в таких слоях.
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ÎÄÍÎÇÀÐßÄÍÛÕ ÈÎÍÍÛÕ ÑÎÅÄÈÍÅÍÈÉ Â ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ

Сидоров А.В., Зайцев А.А., Кузнецов Д.В., Нарциссов Д.А.
Елецкий государственный университет имени И.А. Бунина

399770, Липецкая область, г. Елец, улица Коммунаров, д. 28, Российская Федерация

Аннотация. В работе рассматриваются термоэлектрические процессы в водных растворах 
однозарядных ионных соединений в условиях нестационарного теплопереноса и молеку-
лярного массопереноса. В рамках термодинамики необратимых процессов формулиру-
ется математическая модель явления. Сравнение результатов расчёта с экспериментом 
для водного раствора хлорида калия показывает хорошее количественное и качественное 
согласие. Определённые таким образом теплоты переноса ионов при бесконечном раз-
бавлении совпадают с известными из литературы с точностью до 6%.

Ключевые слова: термоэлектричество, термодиффузия, моделирование неравновесных 
процессов, перекрёстные явления.

EXPERIMENTAL AND NUMERICAL INVESTIGATION OF THE 
THERMOELECTRIC EFFECT IN AQUEOUS SOLUTIONS OF SINGLY 
CHARGED IONIC COMPOUNDS UNDER NONSTATIONARY CONDITIONS

A. Sidorov, A. Zaitsev, D. Kuznetsov, D. Narcissov
Yelets State Ivan Bunin University 

ul. Kommunarov 28, 399770 Yelets, Lipetsk region, Russian Federation

Abstract. The paper examined thermoelectric processes in aqueous solutions of singly charged 
ionic compounds under conditions of nonstationary heat transfer and molecular mass trans-
fer. The mathematical model of the phenomenon is based on the thermodynamics of irre-
versible processes. Comparison of calculation results with experiment for an aqueous solu-
tion of potassium chloride demonstrates quantitative and qualitative agreement. The heats of 
ion transport determined for infinite dilution coincide with those known from the literature to 
within 6%.

Key words: thermoelectricity, thermal diffusion, simulation of non-equilibrium processes, 
cross-kinetic phenomena

В работе В.М. Грабова [1] было предсказано существование в вязких электро-
проводящих жидкостях особого класса неравновесных явлений, обусловленных 
действием трёх термодинамических сил, названных впоследствии термоэлектро-
кинетическими. В статье «Термоэлектрический эффект в слабых водных раство-

© Сидоров А.В., Зайцев А.А., Кузнецов Д.В., Нарциссов Д.А., 2018.
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рах электролитов» [2] впервые были экспериментально исследованы термоэлек-
трокинетические явления в водных растворах сильных электролитов, в которых 
величина термоэлектрокинетической ЭДС достигает значений порядка десятых 
долей и даже единиц милливольт. Наш коллектив авторов ранее описал мате-
матическую модель формирования термоэлектрокинетической ЭДС на основе 
дифференциальных уравнений баланса массы, энергии и электрического заря-
да, записанных для непрерывной электропроводящей среды [3]. Вычисления на 
основе построенной модели позволили адекватно описать результаты натурных 
экспериментов. Однако для детального количественного согласия результатов 
вычислительного и натурного экспериментов необходимо иметь подробные 
данные по величинам теплоты переноса ионов и их подвижностей в широком 
интервале температур и концентраций. Значения теплоты переноса ионов игра-
ют важную роль в формировании величины термоэлектрической ЭДС в во-
дных растворах электролитов. С другой стороны, жидкие электролиты на ос-
нове водных или органических растворителей, вследствие высокого значения 
коэффициента термоэлектродвижущей силы, могут служить перспективными 
материалами для термоэлектрического преобразования энергии [4]. Поэтому 
экспериментальные и теоретические исследования термоэлектрических явле-
ний в жидких растворах электролитов актуальны и имеют большую практиче-
скую и научную значимость.

В данной работе на основе вычислений, базирующихся на математической мо-
дели [3], и сравнения результатов расчёта с результатами эксперимента прово-
дится исследование процесса формирования термоэлектрической ЭДС в водных 
растворах электролитов в случае их сильного разбавления. 

Величина термоэлектрической ЭДС измеряется с помощью эксперименталь-
ной установки (рис. 1), представляющей U-образную трубку, одно из колен ко-
торой нагревается электронагревателем, расположенным в верхней части колена. 
Благодаря такому расположению нагревателя процесс распространения тепла 
осуществляется в основном путём теплопроводности без значительного вкла-
да конвективных процессов, что облегчает теоретическое описание процесса. 
Величина термоэлектрической ЭДС измеряется как разность электрических по-
тенциалов хлорсеребряных электродов, помещённых в различные колена трубки 
1 и 2 (рис. 1). В случае неизотермической цепи итоговая разность потенциалов, 
регистрируемая электродами, равна сумме падения потенциалов на различных её 
участках. Для установки, представленной на рис. 1, она складывается из термо-
диффузионной разности потенциалов в неизотермическом растворе электролита, 
которая формируется термодиффузионными потоками ионов противоположного 
знака, и разности электрохимических потенциалов между электродами, находя-
щимися при различных температурах. Однако последней разностью в условиях 
эксперимента можно пренебречь, поскольку, как показывают измерения, за время 
эксперимента поверхности электродов и прилегающий к ним буферный раствор 
насыщенного хлористого калия не успевают заметно нагреться.

Термодиффузионная разность потенциалов, возникающая в неизотермиче-
ской среде водного электролита, распадающегося на два вида ионов разного зна-
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ка, может быть рассчитана из условия отсутствия электрического тока в разом-
кнутой цепи:

 
0.i i

i
z J =∑  (1)

Здесь zi – заряд ионов i-типа в единицах заряда электрона, Ji – их плотности 
потоков. Из уравнения (1) для случая бинарного электролита, распадающегося 
на два вида ионов, в пределе сильного разбавления с учётом соотношений для 
плотностей потоков ионов [5] можно выразить величину градиента электриче-
ского потенциала в виде:

 

( )2 2

1

(ln( )) ( )

(ln( )) ( ) .

F z a z a

Qz a RT c T
T

Qz a RT c T
T

+ ++ − −−

+
+ ++ +

−
− −− −

∇ϕ = ×
+

⎛ ⎛ ⎞× − ⋅∇ − ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝
⎞⎛ ⎞+ − ⋅∇ − ∇⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠

 (2)

В выражении (2) F – постоянная Фарадея, R – универсальная газовая постоян-
ная, T – абсолютная температура, c± − объёмные концентрации ионов соответ-
ствующих знаков, Q± − величины их теплоты переноса при бесконечном разбав-
лении. Феноменологические коэффициенты ионов a+, a– могут быть выражены 
через величины их подвижностей u± :

 
.c ua

Fz
± ±

±
±

=  (3)

Таким образом, для расчёта разности электрических потенциалов в случае 
эксперимента (рис. 1), проходящего в нестационарных условиях, необходимо 
определить зависимость от времени пространственного распределения темпе-
ратуры и концентрации ионов электролита. Поскольку диаметр трубки суще-
ственно превышает толщину приграничного слоя жидкости, то в расчёте можно 
пренебречь краевыми условиями и рассматривать задачу как одномерную. Тогда 
эволюцию пространственного профиля температуры в жидкости можно рас-
считать на основе одномерного уравнения теплопроводности:

 

2

2 ',T T
t x

∂ ∂= χ +ω −ω
∂ ∂

 (4)

где ω – мощность источников тепла, ω′ – мощность отрицательных источников 
тепла, обуславливающих отдачу теплоты стенками трубки окружающей среде, 
χ – коэффициент температуропроводности. Распределение концентраций ионов 
в электролите рассчитаем на основе уравнения диффузионного массопереноса с 
учётом вкладов, обусловленных градиентами электрического потенциала, кон-
центрации и температуры:
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Модель дополняется начальными условиями: температура электролита рав-
на температуре окружающей среды, а его концентрация – начальной концен-
трации. Граничные условия: температура на границе расчётной области равна 
температуре окружающей среды, а концентрация электролита – его начальной 
концентрации, что соответствует граничным условиям типа Дирихле и резуль-
татам экспериментальных измерений.

Расчёт по уравнениям модели производится на основе метода конечных раз-
ностей согласно четырёхточечной разностной схеме [6].

Представленная экспериментальная установка позволяет измерить в ре-
жиме реального времени разность электрических потенциалов между коле-
нами U-образной трубки в процессе нестационарного нагрева одного из них. 
На рис. 2 представлен график зависимости разности потенциалов между ко-
ленами трубки от разности температур для раствора KCl концентрацией 
0,015 моль/л.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки по измерению термоэлектродвижущей 
силы в водных растворах электролитов.

Полученная линейная зависимость позволила определить коэффициент тер-
моэлектродвижущей силы исследуемого раствора, равный 40,4 мкВ/К. Указанное 
значение соизмеримо с соответствующими коэффициентами твердотельных 
термоэлектрических преобразователей.

Воспользуемся математической моделью (2), (4), (5) и проведём вычислитель-
ный эксперимент на её основе. Из уравнения (4) определим распределение тем-
пературы вдоль U-образной трубки. 

В качестве теплофизических параметров модели выберем коэффициенты для 
чистой воды. Тогда основным подгоночным параметром будет мощность тепло-
вых источников ω в месте расположения электрического нагревателя и мощ-
ность отрицательных источников теплоты, обуславливающих отдачу тепла стен-
ками трубки окружающей среде.
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Рис. 2. Зависимость разности электрических потенциалов между 
коленами трубки от величины перепада температур между коленами 

в растворе KCl (c = 0,015 моль/л).

На рис. 3 представлено сравнение результатов вычислительного и натурного 
эксперимента по определению зависимости температуры нагреваемого колена 
от времени. Как следует из сравнения, результаты расчёта хорошо согласуются 
с экспериментом. 

Определённая в расчёте мощность тепловых источников была использована 
в итоговом расчёте временной эволюции разности электрических потенциалов 
между коленами нагреваемой трубки (рис. 4).

Рис. 3. Экспериментальная и расчётная зависимости температуры 
от времени в нагреваемом колене трубки для раствора KCl 0,015 моль/л

В расчёте были использованы имеющиеся в литературе данные для подвижно-
стей ионов в растворе KCl (uK = 7,6 ⋅ 10–8, м2 ⋅ В–1 ⋅ с–1 и uCl = 7,9 ⋅ 10–8, м2 ⋅ В–1 ⋅ с–1) [7], 
полученные в результате многочисленных независимых экспериментов. 

Подгоночными параметрами были значения теплоты переноса ионов, сведений 
о которых в литературе крайне мало. Известно, что в пределе бесконечного разбав-
ления их значения в различных растворах постоянны и не зависят от природы ио-
нов противоположного знака [8]. Абсолютные значения теплоты переноса измерить 
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невозможно. Однако термодиффузионные явления в электролитах определяются, 
прежде всего, разностью их величин. Поэтому для ионов любого вида их можно по-
ложить равными нулю и получить тогда определённые численные значения для те-
плоты переноса других ионов, сумма которых определяет величину коэффициента 
Соре раствора электролита, поддающуюся экспериментальному измерению. В соот-
ветствии с исследованием Пейтона и Тёрнера [9] величину теплоты переноса ионов 
хлора мы положили равной нулю, и в результате измерения коэффициента Соре в 
водных растворах KCl в пределе бесконечного разбавления для теплоты переноса 
ионов калия было получено значение 2890 Дж/моль. 

Рис. 4. Экспериментальная и расчётная зависимости разности потенциалов между 
коленами трубки от времени для раствора KCl 0,015 моль/л

Так же как и в работе Пейтона и Тёрнера [9], в нашем расчёте теплота переноса 
ионов хлора была положена равной нулю. В результате процедуры согласования 
расчётных и экспериментальных данных было получено следующее значение 
для теплоты переноса ионов калия: QK = 2390 Дж/моль, что на 15% отличается от 
значений у Пейтона и Тёрнера [9]. Указанное рассогласование может быть обу-
словлено тем, что значения теплоты переноса ионов довольно сильно зависят от 
концентрации электролита. Поэтому значение коэффициента термоэлектродви-
жущей силы для бесконечного разбавления было рассчитано путём линейной 
аппроксимации экспериментальной концентрационной зависимости на область 
нулевых концентраций (рис. 5).

Аппроксимация экспериментальной зависимости на область нулевых кон-
центраций даёт значение для коэффициента термоэлектродвижущей силы в 
пределе бесконечного разбавления, равное 43,4 мкВ/K. С помощью процедуры 
согласования для определённого выше значения коэффициента термоэдс было 
получено значение теплоты переноса ионов калия, равное 2710 Дж/моль, что со-
гласуется с данными у Пейтона иТёрнера [9] в пределах 6%.

Таким образом, на основании полученных результатов можно заключить, что:
− построенная в рамках феноменологической теории неравновесных про-

цессов математическая модель формирования термоэлектродвижущей разно-
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сти потенциалов в водных растворах однозарядных бинарных электролитов в 
пределе их разбавления показывает хорошее качественное и количественное со-
гласие с экспериментом (рис. 3, 4);

Рис. 5. Экспериментальная зависимость коэффициента термоэлектродвижущей 
силы в водном растворе KCl и её линейная аппроксимация.

− созданная методика согласования результатов расчёта с эксперименталь-
ными результатами измерения коэффициента термоэлектродвижущей силы по-
зволяет определить разность значений теплоты переноса ионов в разбавленных 
растворах электролитов с точностью не хуже, чем 6% в сравнении с имеющими-
ся литературными данными, полученными на основе независимых измерений 
коэффициента Соре;
− применение разработанной методики позволит определить значения теплоты 

переноса ионов в водных растворах электролитов для широкой области их концен-
траций и температур, необходимые для адекватного количественного описания тер-
моэлектрокинетического эффекта в вязких электропроводящих средах.
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ÄÈÑÏËÅÉ Ñ ÌÍÎÃÎÏÎËÜÇÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÌ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÛÌ 
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ ÂÈÇÓÀËÜÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ È ÏÐÎÅÊÒÎÐ 
Ñ ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ ËÓ×À ÑÂÅÒÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ 
ÆÈÄÊÈÕ ÊÐÈÑÒÀËËÎÂ Ñ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ 
ÄÈÐÅÊÒÎÐÀ

Соломатин А.C., Беляев В.В.
Московский государственный областной университет 

105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация 

Аннотация. В работе решена задача индикаторного ЖК устройства (дисплея), которое 
позволяет значительному числу зрителей просматривать одновременно индивидуально 
различный видеоряд на одной и той же отображающей поверхности. Зрители, регули-
руя параметры индивидуального видеоряда в интерактивном режиме, могут быть поль-
зователями многопользовательского компьютера с одной визуально отображающей 
информационной поверхностью вместо множества отдельных индивидуальных экранов 
для пользователей. Устройство может использоваться в кабинах самолётов с многомест-
ным экипажем, отображая для членов экипажа индивидуально различную информацию. 
Аналогично и в иных многоместных системах управления, приёма и обработки информа-
ции. В работе решена задача проекционного устройства, в котором число управляемых 
оптических элементов до двух порядков меньше, чем число пикселей в формируемом 
(проецируемом) изображении, что снижает стоимость оборудования. Предложены кон-
структивные решения для аккумуляторного проектора с улучшенной энергоэффективно-
стью проецирования.

Ключевые слова: линза ЖК, оптическая анизотропия, двулучепреломление, простран-
ственно неоднородные структуры, оптические свойства, фокусное расстояние, дисплей, 
проектор

MULTIUSER PERSONALLY DISTRIBUTING LC DISPLAY AND PROJECTION 
DEVICE WITH A CONTROLLED REFRACTION OF THE LIGHT BEAM ON THE 
BASIS OF LIQUID CRYSTALS WITH INHOMOGENEOUS DISTRIBUTION OF 
THE DIRECTOR

A. Solomatin, V. Belyaev
Moscow Region State University

ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation 

Abstract. The task of an indicator LCD device (display) is solved, which allows a significant 
number of users to simultaneously view individually different visuals on the same display surface. 

© Соломатин А.C., Беляев В.В., 2018.
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Viewers, adjusting the parameters of an individual video stream interactively, can be users of 
a multi-user computer with a single visual information surface instead of a set of individual 
displays. The device can be used in cockpits of airplanes with a multi-crew, displaying for the 
crew members individually different information. Similarly, the device can be employed in other 
multi-local control systems, as well as in information acquisition and processing systems. A 
projection device in which the number of controlled optical elements is two orders of magnitude 
smaller than the number of pixels in the (projected) image is developed, which reduces the cost 
of the equipment. Design solutions for a battery projector with improved energy efficiency of 
projection are proposed.

Keywords: LC lens, optical anisotropy, birefringence, spatially inhomogeneous structures, 
optical properties, focal length, display, projector.

Введение
Визуально отображающие информацию системы (экраны) используются 

чрезвычайно широко. Скопление большого числа потребителей визуально ото-
бражаемой и при этом индивидуально различной информации создаёт необхо-
димость в соответствующем количестве экранов индивидуального назначения. 
Это может создавать, в свою очередь, дополнительные технические требования 
к архитектуре помещений, их планировке и т.д. Возникает потребность в такой 
информационной визуально отображающей поверхности, которая могла бы по-
казывать различным пользователям индивидуально различную информацию 
(видеоряд). В данной работе предложено решение этой задачи.

Проекционные системы (проекторы) используются чрезвычайно широко: в 
рекламе, в том числе больших уличных экранах; в кинотеатрах; в образовании, 
науке и бизнесе при проведении докладов, лекций, презентаций и т.д., снабжён-
ных наглядной визуальной информацией. Актуальность развития проекцион-
ной техники вполне очевидна.

На стоимость проекционной техники существенно влияет количество управ-
ляемых оптических элементов, обычно соответствующее количеству пикселей в 
изображении. 

Характерными факторами, влияющими на качество изображения, являются: 
неравномерность постороннего освещения поверхности (экрана), на который 
осуществляется проецирование, то есть наличие областей с пониженной кон-
трастностью из-за интенсивного внешнего постороннего их освещения; неопти-
мальный угол (отношение дистанции до экрана к его ширине), отличающийся от 
расчётного для проектора, и вынуждающий настраивать проекционную оптику, 
пренебрегая снижением качества изображения; неоптимальное расположение 
проектора (не на нормали к середине экрана), формирующее трапециевидную 
спроецированную картинку с соответствующими искажениями; проецирование 
на криволинейную поверхность при размещении рекламного экрана с учётом 
архитектурных и иных ограничений.

При увеличении светового потока (проецирование в дневных уличных усло-
виях или на большой экран) возрастает выделение тепла проецирующим обо-
рудованием, что создаёт дополнительные технические требования, влияющие 
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негативно на конструкцию и условия эксплуатации проекторов большой мощ-
ности.

В работе решена задача проекционного устройства, в котором число управ-
ляемых оптических элементов до двух порядков меньше, чем число пикселей в 
формируемом (проецируемом) изображении, что снижает стоимость оборудо-
вания. Использование предложенного проекционного оборудования значитель-
но уменьшает негативное влияние вышеперечисленных факторов на качество 
проецируемого изображения. Также снижается влияние тепловыделения при 
проецировании мощным световым потоком на конструкцию и условия эксплу-
атации. Предложены конструктивные решения для аккумуляторного проектора 
с улучшенной энергоэффективностью проецирования.

Основные новые оптические элементы 
предлагаемого проекционного оборудования

Элементная база предлагаемого в данной работе оборудования основана на 
описанных в [1–3] ЖК слоях с фокусирующими, электроуправляемыми и, в со-
ответствии с [4], анизотропными преломляющими свойствами. На рис. 1 при-
ведена структура оптического элемента, состоящего из односторонне покрытой 
ориентантом ЖК ячейки (другая сторона ячейки не оказывает существенного 
ориентирующего действия). Поверхность ЖК ячейки разделена на большое чис-
ло пар прозрачных электродов, что позволяет задавать мелкоступенчатое изме-
нение ориентационно-оптических свойств слоя ЖК в ячейке. Криволинейный 
или трапециевидный оптический рельеф, как показано в используемой в [5] 
расчётной методике, представляется мелкоступенчатым (например, синусоида 
тоже может быть представлена большим числом ступеней) и тоже может быть 
обеспечен данным устройством. 

Управление оптическими свойствами выражается в управлении показателем 
преломления, что может быть представлено как управление фазовыми задерж-
ками Ф1, Ф2, … , Фi, Фi+1, … , Фn-1, Фn для условно выделенных в виде узких полос 
ячеек, как показано на рис. 1.

Рис. 1. Структура, состоящая из вышеописанных ячеек ЖК. Ячейки объединены 
в слой ЖК. Управление парными прозрачными электродами, расположенными 

на верхней и нижней стороне каждого субэлемента и создающими в субэлементах 
напряжённость поля E1, E2, … , Ei, Ei+1, …, En-1, En для обеспечения разности 

фаз Ф1, Ф2, … , Фi, Фi+1, … , Фn-1, Фn в пределах до π/2, при различии Ф на смежных 
субэлементах порядка π⋅10-2.
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Управление оптическими свойствами осуществляется с учётом ёмкостных 
свойств ячейки, описанных, например, в [6].

1. Управляемый преломляющий элемент для предлагаемого дисплея
Управляемый преломляющий элемент представляет собой изображённый 

на рис. 1 односторонне ориентированный слой ЖК с той лишь разницей, что 
управляющие электроды выполнены не в виде длинных узких полос, а в виде 
прямоугольников, то есть элемент подобен микродисплею, разбит на маленькие 
квадратные области с управляемыми полем ориентационно-оптическими свой-
ствами. Фазовая задержка распределена мелкими ступеньками так, что луч света 
преломляется на ступеньке как на плоской поверхности, склонённой под углом 
к направлению луча.

На рис. 2 изображён принцип отклонения луча с использованием управляе-
мого преломляющего элемента. Луч света 1 проходит через односторонне ори-
ентированную ячейку 2, на торцах которой находятся управляющие электроды, 
поляризатор и анализатор. Она регулирует интенсивность пропускания. Затем 
отрегулированный по интенсивности луч света поступает на управляемый пре-
ломляющий элемент 3. Под влиянием управляющего поля он отклоняет (пре-
ломляет) луч света на заданный угол. Затем луч света, границы которого (он 
имеет некоторое заметное расширение, так как на разных краях преломляющего 
элемента преломляется на неодинаковый угол) показаны на рис. 2 как 4 и 5, рас-
пространяется далее и достигает в области нахождения зрителя 6, с учётом рас-
ширения луча, ширины 7.

Рис. 2. Принцип отклонения луча с использованием 
управляемого преломляющего элемента. 

Важнейшее практическое значение имеют количественные оценки вышеупо-
мянутых величин: угол, на который может быть отклонён луч света; расширение 
отклонённого луча (угловое).

Имеется в виду, что изображение формируется в RGB палитре и образуют-
ся лучи трёх соответствующих цветов. Один элемент, изображённый на рис. 2, 
обеспечивает только какой-то один цвет из трёх, для этого он имеет источник 
(например, светодиод достаточной яркости) соответствующего цвета. Если же 
источник света широкого спектра, то дополнительно к изображённому на рис. 2 
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устанавливается светофильтр перед входом луча в регулятор интенсивности 
пропускания. Три элемента (разных цветов) формируют сонаправленные лучи 
и формируют каждый пиксель в соответствии с полагающимися ему пропорци-
ями цветов. 

Угол, на который может быть отклонён луч, оценён количественно для одно-
сторонней ячейки ЖК толщиной 11 мкм, с показателями преломления no=1.5, 
ne = 1,65, с гомеотропной ориентацией на ориентированной (одной) стороне и 
отрицательной диэлектрической анизотропией. Предполагалось, что управля-
ющее поле формирует равномерное линейно изменяющееся вдоль направления, 
параллельного одной из сторон управляемого преломляющего элемента, зна-
чение эффективного показателя преломления, рассчитанного как в [7] и пока-
занного на рис. 3. по горизонтальной оси, так как в таком случае он аналогичен 
линейной координате вдоль ячейки. По вертикальной оси отложена координата 
по нормали к ЖК ячейке, то есть вдоль предполагаемого направления падения 
луча света. Поверхность фронта волны изображена на рис. 3. Как видно, он па-
раболический, но совсем немного. Угол, на который повернулся фронт волны по 
сравнению с первоначальным нормальным падением, составляет для всех точек 
изображённого на рис. 3 фронта волны 5,71 градуса, если ширина управляемого 
преломляющего элемента 10 мкм. 

Рис. 3. Фронт волны нормально падающего луча света перед выходом из управляемого 
преломляющего элемента.

Однако на выходе из управляемого преломляющего элемента в среду (воз-
дух) луч преломится, и там, где показатель преломления больше, он преломится 
сильнее. На рис. 4 показана зависимость угла преломленного луча (угол отсчи-
тывается от нормали, то есть от прежнего направления падения луча на прелом-
ляющее устройство) фактически от такой же горизонтальной оси, как на рис. 3, 
хотя формально она подписана как относительная линейная координата. Как 
видно, зависимость линейная.
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Рис. 4. Зависимость угла преломления (угол отсчитывается от нормали) 
от относительной ширины управляемого преломляющего элемента.

Таким образом, как следует из рис. 3, при расстоянии до зрителя 1 м, отклоне-
ние луча от нормали (полуширина области наблюдения зрителем данного пик-
селя) может быть 15 см, и размеры области составят 30 см (сторона квадратной 
области наблюдения зрителем данного пикселя).

Ширина области, освещённой расширившимся лучом, как следует из рис. 4, 
составит при этом (при отклонении луча на 15 см) около 1,5 см. Если же откло-
нение будет меньше, то есть для средней части области проецирования, то и рас-
ширение луча тоже уменьшится и освещённое пятно будет уже. Таким образом, 
зритель, которому необходимо одновременно видеть весь экран, не увидит изо-
бражение, а только область экрана шириной не более 1,5 см. При этом его глаза 
должны находиться в пределах строго определённой области шириной 30 см, 
чтобы увидеть именно данную область экрана.

Следовательно, необходимо решить две задачи: во-первых, расширить углы 
отклонения луча до 60° к нормали экрана, чтобы зрители могли располагать-
ся многочисленно и не загораживать экран друг другу; во-вторых, расширить 
световой луч, прошедший через элемент дисплея, чтобы зритель одновременно 
видел лучи с разных краёв дисплея, то есть его весь.

Если оснастить зрителя (каждого) небольшим индивидуальным беспровод-
ным маяком, размещаемым не очень далеко от органов зрения, то есть, напри-
мер, на волосах, на воротнике и т.д., то можно оснастить дисплей средствами, 
определяющими расстояние и направление на каждый из значительного числа 
маяков.

Тогда в направлении каждого из зрителей можно направлять световой поток 
от дисплея так, чтобы в ограниченной по размерам области вокруг маяка, в каж-
дой точке этой области, проходил световой поток от каждого из пикселей дис-
плея. Тогда зритель будет хорошо видеть изображение на дисплее.

Частота переключения односторонней ячейки 100 Гц–1 кГц. При частоте ка-
дров 25 кадров в секунду (как в кинофильмах) можно обслуживать от несколь-
ких зрителей до нескольких десятков зрителей, передавая каждому из них ин-
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дивидуальное изображение. То есть каждый зритель будет иметь свой пульт 
управления телевизором или клавиатуру компьютера (звук через наушники) и 
пользоваться дисплеем как своим, но находящимся на некотором увеличенном 
расстоянии от него. 

Для увеличения угла расширения луча, а также для увеличения максимальных 
углов его отклонения, следует, как описано в [1], использовать линзу ЖК. Как 
было отмечено выше, на рис. 4 видно, что зависимость угла расширяющегося 
проекционного луча от координаты по ширине управляемого преломляющего 
элемента линейная. Практически это означает, что расширяющийся луч вы-
глядит приблизительно как исходящий из одной точки, расстояние до которой 
можно определить. Оно на два порядка больше ширины управляемого прелом-
ляющего элемента при максимальном угле отклонения луча, и на четыре поряд-
ка – при небольшом угле отклонения луча. То есть условная точка отстоит (при 
ширине управляемого преломляющего элемента 10 мкм) на 1 мм для крайних 
углов и на 100 мм для небольших углов. Следовательно, рассеивающая линза 
ЖК, фокус которой совпадает с упомянутой выше условной точкой, расширит 
световой поток от одного элемента до требуемого угла расхождения крайних его 
лучей, чтобы осветить им область достаточной ширины вокруг индивидуально-
го маяка зрителя.

Линза может регулироваться под необходимые требования. На рис. 5 изобра-
жён дополненный управляемой ЖК линзой элемент дисплея.

Рис. 5. Элемент дисплея с использованием управляемого преломляющего элемента. 
Луч света 1 проходит через ячейку 2, на торцах которой управляющие электроды, 

поляризатор и анализатор. Она регулирует интенсивность пропускания. Затем 
отрегулированный по интенсивности луч света поступает на управляемый 
преломляющий элемент 3. Под влиянием управляющего поля он отклоняет 

(преломляет) луч света на заданный угол. Затем луч света, границы которого (он имеет 
некоторое заметное расширение, так как на разных краях преломляющего элемента 

преломляется на неодинаковый угол) показаны на рисунке как 4 и 5, поступает к 
зрителю 6, освещая с учётом расширения луча область 7. Управляемая линза ЖК 8 

расширяет луч.

Рассеивающая ЖК линза эквивалентна сферической стеклянной, как по-
казано в [7]. На рис. 6 показано, как луч, выходя в воздух из рассеивающей 
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линзы, преломляется на её поверхности 4 в точке, где нормаль к поверхности 
линзы образует угол с осью линзы, и при этом угол луча к оси линзы значи-
тельно увеличивается. Так, например, при показателе преломления материала 
линзы 1,5 (стекло), угле α величиной 30° между нормалью 3 в точке прелом-
ления луча и осью линзы (прямая 6 параллельна оси) и угле β между лучом 
1 до преломления и осью (параллельна оси прямая 2) величиной 5,7°, угол 
γ между лучом преломленным 5 и осью линзы (прямая 6 параллельна оси) 
приблизится к 60°, то есть пойдёт почти вдоль поверхности линзы в точке 
преломления.

Рис. 6. Луч преломляется, выходя из поверхности 4 рассеивающей линзы, 
в точке, где нормаль к поверхности линзы образует угол с осью линзы, и при 

этом угол луча к оси линзы значительно увеличивается. При угле α между 
нормалью 3 в точке преломления луча и осью линзы (прямая 6 параллельна оси), 

и угле β между лучом 1 до преломления и осью (параллельна оси прямая 2), 
угол γ между лучом, преломленным 5 и осью линзы (прямая 6 параллельна оси) 

будет больше чем до преломления луча.

Для ЖК линзы вполне можно, как показано в [1], получить соответствие 
стеклянной линзе с углом нормали к поверхности с осью до 30° включительно. 
Следовательно, можно обеспечить отклонение луча до 60° к нормали, что и тре-
бовалось. При этом расширение луча резко увеличится и обеспечит освещение 
лучом области шириной в несколько раз меньше, чем расстояние до неё (до зри-
теля), то есть с двух метров расстояния будет освещена область в 30 сантиметров 
диаметром. 

Это позволяет зрителю в двух метрах от экрана располагать индивидуальный 
маяк на расстоянии несколько меньше 30 см от органов зрения, что в целом до-
статочно удобно.

Таким образом, поставленная задача решена, и технически возможно обеспе-
чить группу зрителей индивидуальным изображением на экране для каждого 
зрителя. Однако при этом возрастает количество управляемых элементов в со-
ставе каждого пикселя экрана, что делает его дороже. Тем не менее, один экран 
заменяет несколько и кроме того может быть удобен при наличии каких-либо 
ограничений на размещение нескольких экранов, например, связанных с архи-
тектурой и планировкой помещения.
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2. Управляемый преломляющий элемент для предлагаемого проекционного 
оборудования

Управляемый преломляющий элемент для проектора аналогичен описанно-
му выше для дисплея. На рис. 7 изображён принцип проецирования с исполь-
зованием управляемого преломляющего элемента. Луч света 1 проходит через 
управляемый преломляющий элемент 3. Под влиянием управляющего поля он 
отклоняет (преломляет) луч света на заданный угол. Затем луч света, границы 
которого (он имеет некоторое заметное расширение, так как на разных краях 
преломляющего элемента преломляется на неодинаковый угол) показаны на 
рис. 7 как 4 и 5, падает на экран 6, освещая, с учётом расширения луча, область 2.

Таким образом, отношение максимального угла отклонения луча управляе-
мым преломляющим элементом к угловой ширине отклонённого луча задаёт, 
соответственно, отношение полуширины освещённого проекционного экрана 
к размеру пикселя изображения. Удвоив эту величину, получим максимальное 
число строк (и столбцов) для прямоугольного управляемого преломляющего 
элемента, освещающего также прямоугольную область экрана.

Рис. 7. Принцип проецирования с использованием 
управляемого преломляющего элемента

Следовательно, на большой экран будет приходиться ограниченное число 
проекционных элементов, каждый из которых обеспечивает построчную раз-
вёртку (как в экранах на электронно-лучевой трубке) изображения ограничен-
ных размеров на выделенной для него части экрана.

Частота переключения односторонней ЖК ячейки позволяет, при 25 кадрах в 
секунду (как в кинофильмах), осветить значительное число пикселей проециру-
емого изображения. Фактически изображение формируется построчно, время 
пребывания луча постоянной интенсивности, направленного на один пиксель, 
определяет яркость пикселя. Проецирование одной строки осуществляется за 
время одного переключения ячейки ЖК от одного крайнего состояния до друго-
го. Таким образом, длина строки (и число строк) составляет несколько десятков.

Проекционные элементы монохромные, в соответствии с принципами фор-
мирования цветного изображения и цветами RGB палитры.

Угол, на который может быть отклонён луч, оценён количественно выше на 
рис 3. Как следует из рис. 3, при расстоянии до экрана 1 м, отклонение луча от 
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нормали (полуширина области проецирования одного проекционного элемен-
та) может быть 15 см., и размеры области проецирования составят 30 см (сто-
рона квадратной области проецирования). Таким образом, в области проеци-
рования разместятся двадцать строк по двадцать пикселей (поперечником в 
пределах до 1,5  см) в каждой. 

Очевидно из вышеизложенного, что проецирующее устройство способно 
проецировать чётко различаемые пиксели, не перекрывающиеся своим краями 
друг с другом, и притом достаточно много пикселей в достаточно широкой обла-
сти проецирования. Для зрительного восприятия различия в размерах пикселей 
обычно несущественны, гораздо важнее количество света, испускаемого пиксе-
лем, и его цветовая контрастность относительно соседних пикселей. Как раз эти 
важнейшие требования полностью обеспечены.

Конструктивные решения 
для предлагаемого проекционного оборудования

Прежде всего, рассмотрим проецирование на большой плоский экран «на 
просвет». Применение, например, в кинотеатрах придаёт ему необходимую ак-
туальность. Конструктивное решение, предлагаемое на основе вышеописанных 
проекционных элементов, показано на рис. 8. Экран (фактически – развёрнутый 
рулон соответствующего материала) закреплён на достаточно прочном карка-
се, обычно, при больших размерах экрана, имеющем вид ажурной металлокон-
струкции, часть элементов которой находится на некотором расстоянии позади 
экрана. На них закреплены проекционные элементы. Если все проекционные 
элементы одинаковые, то каждый из них проецирует на одинаковую квадрат-
ную область проецирования, относящуюся только к данному проекционному 
элементу. 

Рис. 8. Конструктивное решение для большого 
проекционного экрана на просвет.

Аналогичное конструктивное решение применимо и для большого проекци-
онного экрана, рассеивающего падающий на него свет. В таком случае конструк-
ции, на которых закреплены проецирующие элементы, выполняются малозамет-
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ными (тонкими). Такие экраны могут быть укреплены на стенах, как внешних 
(уличных), так и внутренних (в помещениях), и использоваться как рекламные, 
учебно-демонстрационные и т.д. 

Можно отметить, что при использовании значительного числа проекционных 
элементов ограниченной мощности (освещающих области проецирования уме-
ренных размеров) они выделяют умеренное количество тепла, и можно обой-
тись простейшими средствами теплоотвода (рёбрами охлаждения, например).

Основным недостатком таких экранов является визуальный дискомфорт от 
видимых конструкций с проекционным оборудованием. 

Следует отметить, что монтаж экрана (в простейшем случае он просто выве-
шивается) осуществляется быстрее, чем монтаж конструкций с проекционным 
оборудованием. Поэтому актуально проецирование из позиции, смещённой к 
краю экрана и, разумеется, на некотором расстоянии от него. Обычный проек-
тор в таком случае даёт трапециевидную искажённую картинку.

На рис. 9 (слева) изображено проецирование из позиции не на нормали к се-
редине экрана. Естественно, используется блок из достаточного количества про-
ецирующих элементов, каждый из которых освещает соответствующую ему об-
ласть проецирования. 

Рис. 9. Слева: Конструктивное решение для проецирования из смещённой позиции 
на большой проекционный рассеивающий экран. Разные проекционные элементы 
проецируют под разными углами. Справа: Проецирование одним элементом в его 

области проецирования с неравным угловым расстоянием между центрами смежных 
пикселей во избежание трапециевидного искажения изображения.

Важно уточнить, как в таком случае избежать трапециевидного искажения 
изображения. На рис. 9 (справа) изображено проецирование пикселей одним 
из проецирующих элементов в его области проецирования. Пиксели остаются 
прямоугольными (расположены правильно) в общей для всего большого экрана 
прямоугольной матрице пикселей. Для этого изменяется их угловое распреде-
ление в системе координат проецирующего элемента. Угловое положение каж-
дого пикселя изменяется с учётом заранее введённых в проектор сведений об 
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угле проецирования (на самом деле, указывается пара углов) по отношению к 
центру экрана, расстоянии до центра экрана, размерах (ширине и высоте) экра-
на. Проектор преобразует эти данные в аналогичные для каждой из областей 
проецирования проекционными элементами. Затем проекционный элемент 
выполняет расчёт угловых координат каждого из пикселей в его области про-
ецирования. Разумеется, все математические операции выполняются единой 
микросхемой процессора, а затем вычисленные данные записываются в память. 
В дальнейшем их заново вычислять не требуется до тех пор, пока не изменится 
положение проектора относительно экрана.

Эта же схема, показанная на рис. 9, актуальна и для проекционного экрана на 
пропускание.

Для преодоления проблем с внешним неравномерным освещением экрана 
можно вводить в проектор соответствующие настройки, тогда некоторые прое-
цируемые области (группы пикселей) будут освещены менее ярко. Можно также 
оснастить проекционный элемент фотоприёмником узкого углового диапазона 
и получать таким образом информацию о внешней освещённости области про-
ецирования элемента перед началом проецирования, автоматически введя по-
правки на яркость проецирования.

Как следует из рис. 3 и рис. 4, отношение между размером пикселя и расстоя-
нием до экрана изменяется примерно на два порядка при переходе к максималь-
ным углам отклонения луча, то есть на краю области проецирования. В сред-
ней части области, то есть при меньших углах отклонения луча, соотношение на 
один-два порядка лучше, но если ограничиваться такими угловыми размерами 
проецируемого пикселя, то следует ограничиваться узкой областью проециро-
вания (при этом количество строк и пикселей в строке всё равно не уменьшит-
ся). Тогда можно проецировать с большого расстояния, но уже не получится 
эффективно проецировать из смещённой позиции без трапециевидного иска-
жения изображения.

Расширяющийся луч выглядит приблизительно как исходящий из одной 
точки, расстояние до которой можно определить. Условная точка отстоит при 
ширине управляемого преломляющего элемента 10 мкм на 1 мм для крайних 
углов и на 100 мм для небольших углов. Для ограничения угла расширения луча 
следует использовать линзу ЖК [1] с соответствующим фокусным расстояни-
ем. Следовательно, если ЖК линза будет соосна с управляемым преломляющим 
лучом (их центры будут на одной прямой, проходящей посередине выходящего 
луча), и фокус собирающей линзы будет в той точке, где кажется мнимый источ-
ник света (то есть фокусное расстояние задаётся в пределах от 1 мм до 100 мм), 
то луч будет коллимирован. Линза может регулироваться под необходимые тре-
бования. На рис. 10 изображён дополненный управляемой ЖК линзой проекци-
онный элемент.

В результате расширение луча даже при максимальных углах сформирует 
пиксель шириной на четыре порядка меньше дистанции проецирования. То 
есть при расстоянии до экрана 10 м пиксель будет размером в 1 мм и при изо-
бражении 4000 на 3000 точек размеры экрана (проецированного изображения) 
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будут 4 м шириной и 3 м высотой. А при изображении 1200 на 900 точек размеры 
экрана будут 1,2 м на 0,9 м. Практически это означает, что такой проектор может 
применяться даже в довольно больших помещениях и для довольно мелкозер-
нистого проецирования (зрители не различат отдельных пикселей изображения 
из-за их малой величины).

Рис. 10. Принцип проецирования с использованием управляемого преломляющего 
элемента. Луч света 1 проходит через управляемый преломляющий элемент 3. Под 

влиянием управляющего поля, он отклоняет (преломляет) луч света на заданный угол. 
Затем луч света, границы которого (он имеет некоторое заметное расширение, так 

как на разных краях преломляющего элемента преломляется на неодинаковый угол) 
показаны на рисунке как 4 и 5, падает на экран 6, освещая с учётом расширения луча 

область 2. Управляемая линза ЖК 7 коллимирует луч.

Таким образом, проектор может быть использован там же, где и проекторы 
иных типов, но превосходя их во многих эксплуатационных ситуациях и, пред-
положительно, быть дешевле их из-за меньшего количества управляемых эле-
ментов. 

Для аккумуляторного проектора важна его энергоэффективность. Отсутствует 
использование поглощающих регуляторов яркости, она регулируется аддитив-
но (накапливается). Изображение формируется построчно, время пребывания 
луча постоянной интенсивности, направленного на один пиксель, определяет 
яркость пикселя. Для увеличения потенциально достижимой контрастности 
области проецирования для смежных проецирующих элементов частично пере-
крываются (фактически это требует увеличить число проецирующих элемен-
тов в несколько раз). Каждый пиксель изображения находится в проецируемых 
областях для нескольких проецирующих элементов. Каждый проецирующий 
элемент может ни разу за время формирования кадра не осветить пиксель, и 
он будет иметь нулевую яркость в заданном цвете RGB палитры. В то же время 
пиксель с высокой яркостью может быть сформирован за счёт многократного по 
продолжительности (по сравнению с обычным) временем его освещения как од-
ним, так и в общей сложности несколькими проекционными элементами. Таким 
образом, световой поток от источника света перераспределяется в соответствии 
с заданной яркостью пикселей. Если же вся область проецирования одного про-
екционного элемента в формируемом кадре должна быть чёрная (в заданном 
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цвете), то тогда пригодится поглощающий регулятор яркости, но такая ситуация 
бывает редко.

Выводы
В работе решена задача индикаторного ЖК устройства (дисплея), которое по-

зволяет значительному числу зрителей просматривать одновременно индиви-
дуально различный видеоряд на одной и той же отображающей поверхности. 
Зрители, регулируя параметры индивидуального видеоряда в интерактивном 
режиме, могут быть пользователями многопользовательского компьютера с од-
ной визуально отображающей информационной поверхностью вместо множе-
ства отдельных индивидуальных экранов для пользователей. Устройство может 
использоваться в кабинах самолётов с многоместным экипажем, отображая для 
членов экипажа индивидуально различную информацию. Аналогично и в иных 
многоместных системах управления, приёма и обработки информации.

В работе решена задача проекционного устройства, в котором число управляе-
мых оптических элементов до двух порядков меньше, чем число пикселей в форми-
руемом (проецируемом) изображении, что снижает стоимость оборудования. 

Использование предложенного в данной работе проекционного оборудова-
ния значительно уменьшает негативное влияние эксплуатационных факторов 
на качество проецируемого изображения. Также снижается влияние тепловы-
деления при проецировании мощным световым потоком на конструкцию и ус-
ловия эксплуатации. 

Предложены конструктивные решения для аккумуляторного проектора с 
улучшенной энергоэффективностью проецирования.

Статья поступила в редакцию 10.01.2018 г.
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Федерация

Аннотация. В статье приведён расчёт магнитной индукции при произвольном отношении 
длины свободного пробега электронов к толщине слоя. В качестве граничных условий 
задачи приняты условия зеркально-диффузного отражения электронов. Рассмотрена ма-
кроскопическая асимптотика и проведён анализ полученных результатов.
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MAGNETIC FIELD OF A THIN METAL LAYER
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Abstract. The paper presents the calculation of the magnetic induction at an arbitrary ratio of 
the free path length of electrons to the thickness of the layer. As boundary conditions of the 
problem the conditions of mirror-diffuse reflection of electrons are accepted. The macroscopic 
asymptotics is considered and the analysis of the obtained results is carried out. 

Key words: thin layer, current density, magnetic induction. 

Введение
В современной микроэлектронике наиболее востребовано исследование элек-

тромагнитных свойств малых проводящих объектов [1]. Такие объекты широко 
применяются при создании интегральных микросхем, изготовлении защитных 
покрытий и экранов. В частности, это имеет прямое отношение к расчёту элек-
тромагнитных характеристик тонкого проводящего слоя [2–6]. 

© Завитаев Э.В., Русаков О.В., Чухлеб Е.П., 2018.
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В работе [4] была построена модель локальной электрической проводимости 
плоского слоя из металла с учётом различных коэффициентов зеркальности его 
поверхностей и проанализирована зависимость действительной и мнимой ча-
сти функции проводимости от частоты объёмных и поверхностных столкнове-
ний электронов.

Однако изучение электромагнитных свойств тонкого металлического слоя бу-
дет неполным, если не рассмотреть распределение в пространстве создаваемого 
им магнитного поля. 

В данной работе на основе кинетического подхода выполнен расчет индукции 
магнитного поля внутри тонкого слоя из металла, как функции текущего рас-
стояния, отсчитываемого от центральной плоскости слоя. Поскольку толщина 
такого слоя может быть сравнимой со средней длиной свободного пробега Λ, 
то следует подробно изучить влияние поверхностного рассеяния электронов на 
распределение магнитного поля. 

Заметим, что в публикуемой статье не учитывается проявление скин-эффекта 
и отклонение от закона Видемана-Франца (это является темой отдельного ис-
следования). 

Также не принимаются во внимание квантовые эффекты, которые существен-
ны, если характерный линейный размер проводящего объекта будет одного по-
рядка с длиной волны де Бройля для электронов. Электромагнитные свойства 
квантового слоя в диэлектрической среде изучались в работе [7]. 

Математическая модель и расчёт
Пусть имеется тонкий металлический слой толщиной a, к концам которого 

приложено переменное электрическое напряжение частоты ω. Будем считать, 
что электрическое поле параллельно слою и направлено вдоль координатной оси 
X, координатная ось Z направлена вглубь слоя. Напряжённость электрического 
поля изменяется с течением времени по закону: 

 ( )0 exp .i t= − ωE E

В отсутствии внешнего электрического поля равновесное распределение элек-
тронов слоя по энергиям описывается с помощью функции Ферми–Дирака:

 

( ) ( )0
1 ,

exp 1
f

kT

ε =
⎛ ⎞ε −μ

+⎜ ⎟⎝ ⎠

где ε – кинетическая энергия, μ – химический потенциал, k – постоянная 
Больцмана, T – абсолютная температура.

Мы считаем зависимость кинетической энергии электронов от скорости v 
квадратичной:

 

2
,

2
mvε =
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где m – эффективная масса электрона.
При любой температуре, когда металл является твёрдым телом, его электро-

ны можно рассматривать как вырожденный ферми-газ (при этом формально 
T→0). Поэтому для равновесной функции f0(ε) далее используется ступенчатая 
аппроксимация: 

 
( )0

1,0 ,
0,

F
F

F
f

≤ ε ≤ ε⎧⎪= Θ ε − ε = ⎨ ε < ε⎪⎩

где 
2

F
F

mε = v
 
– энергия Ферми (vF – скорость Ферми). Причём длина среднего 

свободного пробега электронов Λ и электронное время релаксации τ связаны 
соотношением: Λ = vF τ.

Также для функции f0(ε) имеем:

 ( )0 ,Ff = η ε − ε

 
( ) 1, 0,

0, 0;
x

x
x
>⎧⎪η = ⎨ <⎪⎩

 
( )0 0

F x
x x

f f mv
v v
∂ ∂ ∂ε= = −δ ε − ε
∂ ∂ε ∂

(здесь δ – дельта-функция Дирака). 
При наличии внешнего электрического поля функция распределения электро-

нов по скоростям f(z,v) подчиняется кинетическому уравнению Больцмана [8]: 

 
0 0 , z
x

f f f f feEv
t z m v

∂ ∂ ∂ −+ + = −
∂ ∂ ∂ τ

 (1)

где e – заряд электрона, vz и vx – соответственно, проекции скорости электронов 
проводимости на координатные оси Z и X. 

Линеаризуем (1) по внешнему полю E. При этом функция f может быть запи-
сана в виде:

 ( ) ( ) ( )0 1, , ,f z f f z= ε +v v

где f1(z,v) – малое отклонение f(z,v) от f0(ε).
Тогда уравнение Больцмана в приближении времени релаксации электронов 

имеет вид: 

 
1 0 1

1 . z
x

f f feEv i f
z m v

∂ ∂= + − ω = −
∂ ∂ τ

 (2)

Общее решение уравнения (2): 

 
( ) ( )0

1
1, 1 exp .

x z

fe E zf z i
m v v

⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ ⎛ ⎞⎪ ⎪= +ϕ − − ω⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
v v
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Зададим следующие граничные условия с учётом того, что q1 и q2 – коэффици-
енты зеркальности верхней и нижней поверхностей слоя:

 ( ) ( )1 1 1, , , 0z z zf v z a q f v z a v= = − = >

 ( ) ( )1 2 1, 0 , 0 , 0.z z zf v z q f v z v= = − = <

Функция f1(z,v) распадается на две функции:

 

( ) ( )

( ) ( )

0
1

0
1

1, 1 exp , 0,
 

1, 1 exp , 0.

z
x z

z
x z

fe E zf z i v
m v v

fe E a zf z i v
m v v

+ +

− −

⎧ ⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ ⎛ ⎞⎪ ⎪= +ϕ − − ω >⎪ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ − ⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ = +ϕ − ω <⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭⎩

v v

v v  (3)

Для удобства введём обозначения:

 

1 ,
F

a i i
v

⎛ ⎞Ω = − ω = Δ − Ψ⎜ ⎟⎝ ⎠τ

 
0 .
x

fe EA
m v

∂τ=
∂

При 

 ( )2 10, ,zz f q f v+ −= = −

 ( )1 2, .zz a f q f v− += = −

Тогда: 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2

1

1 1 exp ,
1 1 exp .

z z

z z

v q v
v q v

+ −

− +

⎧ +ϕ = +ϕ − −Ω⎪
⎨

+ϕ = +ϕ − Ω⎪⎩  (4)

Из выражения (4) находим:

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
2 1 2

1 2

1 exp 1 exp
,

1 exp 2z
q q q

v
q q

+
+ −Ω − + −Ω

ϕ =
− − Ω

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
1 2 1

1 2

1 exp 1 exp
.

1 exp 2z
q q q

v
q q

−
+ −Ω − + −Ω

ϕ =
− − Ω

При этом выражение (3) примет следующий вид:
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 1 2
1

1 2

1 2 1
1

1 2

1 exp 1 exp
, 1 exp , 0,

1 exp 2

1 exp 1 exp
, 1 exp 1 , 0.

1 exp 2

z

z

q q q
f z A z v

q q a

q q q zf z A v
q q a

+

−

⎧ ⎧ ⎫+ −Ω − + −Ω⎪ ⎪⎪ = + −Ω >⎨ ⎬− − Ω⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫+ −Ω − + −Ω ⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + Ω − <⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠− − Ω ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎩

v

v

Для расчёта плотности тока будем использовать формулу:

 
13 3

0 1 ,en en f d f d
−⎡ ⎤= 〈 〉 = ∫ ∫⎣ ⎦j v v v v

где n – концентрация электронов проводимости, которая определяется стан-
дартным образом, исходя из свойств распределения Ферми–Дирака,

 

3 3 3
3

03 3
42 2 ,

3
Fm m vn f d v

h h
π= ∫ =

где h – постоянная Планка.
Для нахождения плотности тока j(z) удобно перейти в сферическую систему 

координат (v,Θ,Φ), с учётом того, что vz = v ∙ cos(Θ) = vF  ∙ cos(Θ):

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

22 2
03 2

3
0 0

2
3

0

3

2

2 cos

sin 1 exp / cos

sin 1 exp 1 / cos .

z

z

fe m Ej z dv d v
h v

v z d

zv d
a

∞ π

π

+

π
−

π

∂= ϕτ Φ ×
∂

⎡
⎢

× θ +ϕ −Ω θ θ +⎢
⎢
⎣

⎤
⎛ ⎞ ⎥⎛ ⎞⎛ ⎞+ θ +ϕ Ω − θ θ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎥

⎦

∫ ∫

∫

∫
 (5)

Преобразовав (5), можно получить аналитическое выражение для плотности 
тока внутри слоя как функции безразмерного расстояния до его верхней поверх-
ности ξ = z/a:

 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

22
3

0

2 1

1 2

1 2

1 2

3 sin
4

1 exp / cos exp / cos 1
2 exp

1 exp 2 / cos cos

1 exp / cos exp / cos 1 1
exp .

1 exp 2 / cos cos

x
F

ne aj E
mv

q q
q q

q q
d

q q

π

= θ×
Ω

⎡ − −Ω θ + −Ω θ − −Ωξ⎛ ⎞× + × +⎢ ⎜ ⎟⎝ ⎠− − Ω θ θ⎢⎣
⎤− −Ω θ + −Ω θ − ⎛ ⎞−Ω −ξ

+ × θ⎥⎜ ⎟− − Ω θ θ⎝ ⎠ ⎥⎦

∫
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Вектор магнитной индукции B внутри тонкого металлического слоя рассчи-
таем с помощью теоремы о циркуляции. При её применении мы будем исходить 
из того, что распределение тока по сечению слоя является неоднородным:

0y x
sL

B dl j dS= μ ∫∫

(μ0 – магнитная постоянная вакуума).
Применив теорему к замкнутому контуру в виде прямоугольника, который 

лежит в плоскости YZ, получим:

 

2
0

2

,
2

B

B

a z

y x
a z

B j dz
+

−

μ= ∫

где новая координата zB, через которую задаются пределы интегрирования, 
отсчитывается от центральной плоскости XY слоя. 

Для дальнейших вычислений и анализа результатов удобно ввести «безраз-
мерную координату индукции» δ = zB /a. Используя такое обозначение, мы полу-
чаем следующую формулу для расчёта магнитной индукции внутри слоя в рам-
ках кинетического подхода:

 

1
2

0

1
2

.
2k xB a j d

+δ

−δ

μ= ξ∫
 (7)

В случае a >> Λ (Δ→∞) из (7) можно получить макроскопическую асимптоти-
ку магнитной индукции. После проведения несложных вычислений имеем:

 

2 2
0 .m

F

ne a EB
v m

μ δ=
Ω

Анализ результатов 
Проведём численный расчёт магнитной индукции тонкого металлического 

слоя. Для этого удобно предварительно выполнить стандартную процедуру за-
писи формулы (7) в безразмерном виде.

На рис. 1 представлена зависимость отношения D модуля магнитной индук-
ции тонкого слоя Bk к модулю магнитной индукции макроскопического слоя Bm 
от «безразмерной координаты индукции» δ при различных значениях параме-
тров Δ, ψ, q1 и q2. Для всех кривых на рисунке ψ = 1, q1 = q2 = 0. Причём для кри-
вой 1 – Δ1 = 1, для кривой 2 – Δ2 = 2, для кривой 3 – Δ3 = 3.
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Рис. 1. Зависимость отношения D модуля магнитной индукции тонкого слоя 
к модулю магнитной индукции макроскопического слоя от «безразмерной 

координаты индукции» δ.

Из рис. 1 видна тенденция уменьшения модуля магнитной индукции тонкого 
металлического слоя по отношению к индукции макроскопического слоя при 
переходе от его центральной плоскости к периферии. Данная тенденция имеет 
место при произвольных значениях параметра Δ, который выражает собой сте-
пень различия толщины слоя a и средней длины свободного пробега электронов 
Λ внутри него. Такое поведение кривых объясняется учётом рассеяния электро-
нов на нижней и верхней поверхностях слоя.

Рис. 2. Зависимость отношения D модуля магнитной индукции тонкого слоя 
к модулю магнитной индукции макроскопического слоя от безразмерной 

обратной длины свободного пробега электронов Δ.
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На рис. 2 приведено отношение модуля магнитной индукции тонкого слоя 
Bk к модулю магнитной индукции макроскопического слоя Bm как функции па-
раметра Δ. Для всех кривых на рисунке ψ = 1, q1 = q2 = 0. Причём для кривой 
1 – δ1 = 0, для кривой 2 – δ2 = 0,4, для кривой 3 – δ3 = 0,49.

Из анализа хода кривых можно сделать вывод об их нетривиальном поведении в 
области значений параметра Δ порядка единицы, то есть, когда толщина слоя срав-
нима со средней длиной свободного пробега электронов Λ в нём. Такое поведение 
кривых, по-видимому, связано с резонансными эффектами, которые наблюдаются 
при отражении электронов проводимости от поверхностей слоя. Заметим, что кар-
тина значительно усложняется, если коэффициенты зеркальности различны. В этом 
случае распределение магнитного поля внутри слоя становится несимметричным.

Статья поступила в редакцию 19.02.2018 г.
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Аннотация. В предлагаемой статье, используя ранее построенную кинетическую мо-
дель для неидеального газа, выведено уравнение состояния для такого газа, которое 
имеет место в состоянии термодинамического равновесия, а также получено выраже-
ние для критической температуры как функции от потенциала взаимодействия между 
молекулами.
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Abstract. Using a previously derived kinetic model for an imperfect gas, we have derived an 
equation of state for a gas in a thermodynamic equilibrium and an expression for the critical 
temperature as a function of an interaction potential between molecules.
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Введение
Известно, что Н.Н. Боголюбов, применяя асимптотические методы, получил 

из системы BBGKY уравнение Больцмана. В этом методе уравнение Больцмана 
получается как уравнение для определения одночастичной функции распреде-
ления в λ–масштабе, являющейся членом нулевого порядка при разложении си-
стемы BBGKY по малому параметру ε = n0d3. Выше принято, что n0 – характерная 
плотность молекул газа, d ≈ 10–8 см есть размер молекулы (или атома). Обычно за 
эту величину принимают размер, на котором отличен от нуля потенциал межмо-

лекулярного взаимодействия, 2
0

1
n d

λ =  есть длина пробега молекул в газе. 

Когда рассматривается вывод уравнения Больцмана, всегда считается задан-
ным потенциал, с которым молекулы взаимодействуют между собой. Причём 
предполагается, что молекулы газа взаимодействуют как точечные центры от-
талкивания. В реальности, как известно, потенциал взаимодействия молекул 
имеет как отталкивающие, так и притягивающие составляющие, поэтому урав-
нение Больцмана справедливо для идеального разреженного газа, то есть для 
газа, в котором можно пренебречь осреднённой потенциальной энергией при-
тяжения молекул по сравнению с их средней кинетической энергией.

Имеется много работ, в которых пытаются учесть в уравнении Больцмана по-
правки порядка ε. Получающиеся в такой процедуре уравнения трактуются как 
кинетические уравнения для плотного газа. Последовательная асимптотическая 
процедура учёта членов порядка ε связана с рассмотрением столкновений трёх 
и более числа молекул одновременно, что приводит к появлению в упомянутой 
процедуре расходящихся интегралов. Эта проблема решается при помощи ис-
пользования принципа ослабления корреляций при выражении для многоча-
стичных функций распределения.

Следует отметить, что введённый выше параметр ε меньше единицы прак-
тически для всех сред [1]. Например, для железа (Fe), чья плотность равна  

37,8 ,ρ = г

см
 ε ≈ 0,08, то есть более чем в десять раз меньше единицы (для воды 

ε ≈ 0,02). Из этого можно сделать вывод, что направление, связанное с учётом 
только эффектов уплотнения газа, вряд ли приведёт к созданию кинетических 
уравнений, описывающих поведение реальных сред. 

Имеется достаточно большое количество работ, где пытаются учесть неиде-
альность газа в уравнении Больцмана (притягивающую составляющую в потен-
циале взаимодействия молекул). 

Заметный вклад в понимание проблем, связанных с созданием кинетической 
теории неидеального газа, внёс Ю.Л. Климонтович [2]. Им был введён ещё один 
параметр длины, характеризующий среду. Это l = n0

–1/3. Его трактуют как рассто-

яние между молекулами. Тогда, из вышесказанного следует, что 1/3 ,d
l
= ε  а вели-

чина, обратная числу Кнудсена, которая стоит перед интегралом столкновений 
в уравнении Больцмана, равна l/λ = ε2/3. Отсюда следует, что интеграл столкно-
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вений является неаналитической функцией многочастичных функций распре-
деления, поэтому его разложение по целым степеням ε не позволяет правильно 
учесть эффекты, связанные с увеличением плотности среды. Ю.Л. Климонтович 
также указал, что для кинетического описания неидеального газа необходимо 
использовать двухчастичную функцию распределения, что, вообще говоря, по-
нятно, ибо средняя потенциальная энергия молекул будет выражаться через 
двухчастичную функцию распределения. Им было построено уравнение для 
двухчастичной функции распределения, описывающей неидеальный газ [3]. 
Заметного резонанса это не имело. Видимо из-за того, что из этого уравнения 
нельзя было перейти к идеальному газу.

Совсем другой подход к проблеме был предложен А.А. Власовым [4]. Он ввёл 
понятие потенциала самосогласованного поля и построил кинетическое урав-
нение для эволюции функции распределения, находящейся в этом поле. В на-
стоящее время используются представления интеграла столкновений как суммы 
больцмановского интеграла, власовского и ещё каких-либо членов.

Наиболее рельефным эффектом действия сил притяжения между молекула-
ми является образование связанных состояний теми молекулами, кинетическая 
энергия которых не позволяет преодолеть действие сил притяжения. Проблема 
учёта связанных состояний пока далека от своего решения, а имеющиеся ки-
нетические уравнения, учитывающие указанный эффект, слишком сложны для 
своего аналитического и численного исследования.

Ранее авторами была построена кинетическая модель, учитывающая именно 
эффект образования связанных состояний [5]. В данной работе исследуется по-
лученное на основании этой модели равновесное уравнение состояния.

Кинетическое уравнение для неидеального газа
В [5] была построена кинетическая модель для неидеального газа. Неидеальным 

газом авторы называли газ, в котором нельзя пренебречь потенциальной энер-
гией взаимодействия молекул по сравнению с их кинетической энергией. В этом 
случае в фазовом пространстве Г = Ω × D, где Ω – пространство относительных 
скоростей молекул 1 ,g = ξ − ξ  

 а D – пространство относительных положений 
1 ,r x x= −    образуются области связанных состояний, которые описываются 

соотношением ( )2  0,
4
m g U r+ ≤  где U(r) есть потенциал межмолекулярного взаи-

модействия. В предположении, что двухчастичная функция распределения моле-
кул, находящихся в связанном состоянии, имеет каноническое распределение – 

 
( ) ( )

4
2

0 0
1, ,  .
, , 4d

m dF f t q w exp g U
k t q w r

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪= ⋅ − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ϕ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

  
 

Для такого газа была получена следующая система кинетических уравнений:
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1

2
2

1 0
2 0 0

2

1 1 1
0 0

3
0 0 1

1

, ,

cos ( )sin ,
4

( ( ) ), ,

4 ( ) , , .
3 2

i
B del deli

g
b

i j
B i j

f f Ds DhJ J J
t x Dt Dt

m g dg f f d d

DJ d g f f ff bdbd w a
Dt t x w

U d grad n Ua w
m m

π π

≤ χ
π

∂ ∂+ ξ = − = =
∂ ∂

= χ ω − ω ω θ

∂ ∂ ∂= ξ − θ = + +′ ′
∂ ∂ ∂

π ξ + ξ= − χ = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫





 
   (1)

В (1) 
1

2
2

1
2 0 0

( cos ( )sin , ( , , )del
g

J d dg f f d d f f t x
π π

≤ χ

= χ ω − ω ω θ = ξ∫ ∫ ∫
 

 – функция рас-

пределения молекул в свободном состоянии,

2 2

2

( , , ) ( , , , ); ( , )

, ( , ) ( ) 0.
4

del del

d d

f f t x f t w x s s t q,w
mgF drdg h h t q,w U r F drdg

Ω Ω

= ξ = ξ = =
⎛ ⎞

= = = + ≤⎜ ⎟⎝ ⎠∫∫ ∫∫

     

     

Ωdel есть область фазового пространства молекул, которые находятся в связанном 
состоянии; s q wΔ Δ   есть число молекул, находящихся в связанном состоянии, 
чьи координаты и скорости находятся в соответствующем элементе фазового 
пространства, а h q wΔ Δ   – их энергия.

Через введённые выше функции f, s, h  макропараметры выражают-
ся следующим образом: ( , )n t x fd sdw= ξ +∫ ∫

   – числовая плотность газа;
 

.nu fd wsdw= ξ ξ +∫ ∫
     Здесь u  есть макроскопическая скорость газа,

 
,j jij i i

f f d dP m c c fd m c c sdw= ξ +∫ ∫
 

 
,fc u= ξ −

 
 

, , 1,2,3dc w u i j= − =    – тензор напряже-

ний в неидеальном газе. Кинетическая температура определяется следующим 

образом: 
2 23 1( ) .

2 2 2 2
f dc cnkT m fd m s h dw= ξ + −∫ ∫
    Здесь k – постоянная Больцмана.

 
В [5] показано, что из (1) следуют все законы сохранения.

2 2

( ) 0, 0, , 1, 2, 3, ,

3 ( ) ( ) 0,
2

1( ) .
2 2 2

j j ij
i i i i

j d d
i i i

k ii ki i i
id

i i i

f d
f d

n nu u u Pmn mnu na i j n u w sdw
t x t x x

T T u Qkn u P n u u a
t x x x

c cQ mc fd c m s h dw

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = + + − = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂+ + + − − =
∂ ∂ ∂ ∂

= ξ + −

∫

∫ ∫



    
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Равновесное уравнение состояния
Понятие давления для неидеального газа вводится так же, как и для идеально-

го – 11 22 33 2 23 ( ).v dP P P P m c fd c sd= + + = +∫ ∫ ξ w  Тогда из определения макроско-

пических величин можно получить следующее соотношение:

 
1( ) .
3

P hdw nkT− =∫   (2)

Соотношение (2) есть кинетическое уравнение состояния. В правых частях 
уравнений для s и h можно проинтегрировать по скоростному пространству, и 
в случае, когда в качестве междумолекулярного потенциала был взят частный 

случай потенциала Сазерленда – 4

0

, 0
( ) ,

,

r d
U r dU r d

r

+∞ ≤ <⎡
⎢= ⎛ ⎞⎢− ≥⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

 привести эти

 

уравнения к виду 0/ 3, / 5,Ds DhJ U J
Dt Dt

= = −  где 02 2 3/2
1 064 ( ) ( ).UJ d f f

m
= π χ −

 

Откуда 0
3( ) 0
5

D U s h
Dt

+ = 0
3 const .
5
U s h c→ + = =  Ясно, что если число частиц s в 

связанном состоянии в элементе объёма фазового пространства равно нулю, 
то их энергия в связанном состоянии тоже равна нулю, поэтому s и h всегда 

связаны соотношением 0
3 ( , ) ( , ) 0,
5
U s t,x w h t,x w+ =   откуда имеем соотноше-

ние для определения ( , , ) :t x w constϕ = ϕ = 

 
0 0

( , , ) 3 3 ( ) ,
( , , ) 5 5 ( )

h

s

h t x w ZU U
s t x w Z

χ= − = −
χ

 
 

 

где 0( ), ( ),s h
UZ Z
k

χ χ χ =
ϕ

 определены в [5]. В случае однородной релаксации 

( , )f f t= ξ


 и ( , ).s s t w=   Соответственно, система (1) будет иметь следующий вид:

1

1

2 22
2

1 1 1 1 0
0 0 2 0 0

2
2

1 0 0
2 0 0

( ( ) ) cos ( )sin
2

3cos ( )sin , 0
5

b

g

g

f d d g f f ff bdbd d d f f d d
t

s d d f f d d U s h
t

π π π

≤ χ
π π

≤ χ

∂ = ξ − θ − χ ξ ω − ω ω θ′ ′
∂

∂ = χ ω − ω ω θ + =
∂

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

1

g  (3)

Пусть ( , ) ln .
del

d dS t w F F drdg
Ω

= ∫    Тогда ( , )
2d
kH S t w dw= ∫  

 есть H – функция еди-

ницы объёма для молекул в связанном состоянии. Учитывая представление для 
функции распределения молекул в связанном состоянии, получим, что про-
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изводство Н-функции в единицу времени в единице объёма для этих молекул 
определяется как:

1

22
0

0 0
2 0 0

3( ( (ln 1 )( ) ( , ) ) .
2 2 5d

g

k S kd UH d f f f R d d dg dw
t k

π π

≤ χ

∂= = + + − ω θ ω θ
∂ ϕ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   w  (4)

Н-функцию молекул, находящихся в несвязанном состоянии, запишем как 

обычно: 
031/2

10ln ,
U
k

fH k f fe d d
+

ϕ= ξ ξ∫ ∫


1  тогда:

 1

2
12

1 1
10 0

2
02

0
2 0 0

/ 2 ln ( )

ln ( ) ( , ) 0.
2

f
d

g

H ffH kd f f ff bdbd d d
t f f

fk d f f R d d dgdw
f

∞ π

π λ

≤ χ

∂
+ = − ε ξ ξ +′ ′

∂ ′ ′

+ − ω θ ω θ ≤

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 


 

1

 (5)

Таким образом, для построенной выше кинетической модели имеет место 
Н-теорема. Тогда решение задачи об однородной релаксации при t → +∞ будет 

выходить на равновесное состояние, при котором 0,f
d

H
H H

t
∂

= + =
∂

   откуда сле-

дует, что 1 1 0, .f f ff f f= =′ ′

Тогда 3/2 2( ) exp{ },
2 2f

f f

m mf n
kT kT

= − ξ
π


 где nf есть плотность молекул, находя-

щихся в свободном состоянии, а Tf можно трактовать как их температуру. Так 

как 0 ,f f=  то 2 2 3 2
0 ( ) ( ) exp{ }.

2f
f f

m mf f w n w
kT kT

= = −
π

   В случае задачи о релакса-

ции уравнения сохранения имеют следующий вид:

 
0, 0 const, const .f dn n n T n T

t t t t
∂ ∂ ∂ ∂+ = = = → = =
∂ ∂ ∂ ∂

Используя равновесные значения искомых функций, получим, что 2 .f fn rn n+ =

 

3/2

03
3/2

21 (1 )
2 5 , 2 ( ), .

1

f f
f

f s f
f ff

rn
UT T r d Z

rn kT

χ
+ + χ

= = π χ χ =
+ χ

Кинетическое уравнение состояния (2), если его записать через равновесные 
значения функций распределения, примет следующий вид: 

 
0 2 3/2( ) .

5 f f
UP rn knT+ χ =
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Введём величину 1 .
f

V
n

=  Она имеет смысл объёма, который занимает газ.
 

Уравнение состояния тогда перепишется как:

 

3/2
0

3/22( ) .
5

(1 )

f

f

rU VP kT
rV
V

χ
+ =

χ
+

Уравнение Больцмана является членом нулевого порядка при разложении 
BBGKY-цепочки по малому параметру ε = nd3. В [5] показано, что неидеальность 
газа должна учитываться, когда 3/21 .f≈ εχ  Если записать уравнение состояния, 

предполагая, что 3/2 1,fεχ <  то оно примет вид 
3/2

0 3/2
2( )( ) .

5
f

f
rUP V r kT
V
χ

+ − χ =
 

Нетрудно видеть, что это уравнение Ван-дер-Ваальса, в котором феноменоло-
гические параметры a и b имеют конкретные выражения через макропараметры 
газа и константы межмолекулярного взаимодействия. Применяя процедуру по-

лучения выражения для критической температуры, получим, что 0
8 .

135
kT U=крит

Заключение
Предположение, что 3/2 1,fεχ <  соответствует тому, что подход к критическо-

му состоянию происходит со стороны газа, при этом критическая температура 
выражается через характерное значение межмолекулярного потенциала взаимо-
действия молекул. В данной кинетической модели могут быть использованы и 
другие потенциалы взаимодействия между молекулами, тогда в выражении для 
критической температуры будет другая константа перед U0. Чтобы получить 
изотерму для неидеального газа при любых значениях температуры, нужно по-
лучить (2), исходя из решения (3) (задачи о релаксации), что в настоящей мо-
мент и делается. 
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ÒÅÎÐÈß ÈÑÏÀÐÅÍÈß ÄÂÓÕ ÎÄÈÍÀÊÎÂÛÕ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ 
ÀÝÐÎÇÎËÜÍÛÕ ÊÀÏÅËÜ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Хасанов А.С.
Российский экономический университет имени Г.В. Плеханова

117997, г. Москва, Стремянный пер., д. 36, Российская Федерация

Аннотация. В данной статье задача об испарении двух одинаковых взаимодействующих 
аэрозольных капель в диффузионном режиме решена операторными методами. Для вре-
мени полного испарения двух капель приведены точная и приближенная формулы. 

Ключевые слова: аэрозольная капля, испарение капель, взаимодействующие капли.

EVAPORATION THEORY FOR TWO IDENTICAL INTERACTING AEROSOL 
DROPS ON THE BASIS OF THEORY OF LINEAR OPERATORS 

A. Khasanov
Plekhanov Russian University of Economics

Stremyanny per. 36, 11799 7Moscow, Russian Federation

Abstract. The problem of evaporation of two identical interacting aerosol drops in diffusion 
mode is solved by operator methods. The exact and approximate formulas are given for the 
complete evaporation time of two drops. 

Key words: aerosol drops, evaporation of drops, interacting drops.

Введение
Задачи об испарении капель с учётом различных факторов рассматривались 

в целом ряде работ [1–5]. В случае твёрдых аэрозольных частиц задачи об их су-
блимации также рассматривались с учётом различных факторов [7; 8]. Решение 
задачи об испарении двух взаимодействующих аэрозольных капель с исполь-
зованием бисферической системы координат приведено в работе [6]. Этот ме-
тод является достаточно сложным и имеет ограниченную область применения. 
Например, он неприменим для решения различных задач о двух взаимодейству-
ющих двухслойных частицах. С нашей точки зрения, более простыми методами 
для решения задач о двух взаимодействующих аэрозольных частицах являются 
операторные методы [7]. Целью данной работы является решение задачи об ис-
парении двух взаимодействующих аэрозольных капель операторными методами 
и получение точных и приближенных формул для поправочного коэффициен-
та к формуле для времени полного испарения одиночной аэрозольной частицы, 
характеризующего влияние фактора взаимодействия двух частиц. Для простоты 

© Хасанов А.С., 2018.
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в данной работе мы рассматриваем испарение двух одинаковых взаимодейству-
ющих частиц.

Методы
Пусть две одинаковые неподвижные капли чистого вещества находятся в би-

нарной газовой смеси. Первый компонент смеси состоит из молекул летучего 
вещества капли, а второй компонент – из молекул несущего газа. Молекулы газа 
на поверхностях капель не испытывают фазового перехода. Пусть а – радиус ка-
пель, λ – средняя длина свободного пробега молекул газовой смеси. Будем счи-
тать, что λ/а  1. Пусть n1 и n2 – численные концентрации молекул первого и 
второго компонентов смеси, n0 = n1 + n2, c1 = n1/n0. Будем считать, что c1  1 
(процесс испарения протекает в диффузионном режиме). Пусть Te – распределе-
ние температуры в газовой смеси. Будем считать, что на большом расстоянии от 
капель температура Te и относительная концентрация c1 постоянны и равны со-
ответственно значениям Te∞ и c1∞. Поле температуры Te  характеризуется малыми 
перепадами: |(Te – Te∞)/Te∞| 1. Пусть ( )j

iT  – поле температуры внутри j-й капли, 

где j ∈ {1, 2}. Поля Te, 
( )j
iT  и c1 описываются следующей системой уравнений:

 
( )

10, 0, 0.j
e iT T cΔ = Δ = Δ =  (1)

Перейдём к граничным условиям на поверхностях капель. Для полей темпера-
тур выполняется следующее условие: 

 
( )j

e iT T=  на поверхности j-й капли. (2)

Пусть c1s(T) – относительная концентрация молекул насыщенных паров веще-
ства капель при температуре T. Будем считать, что 

 
( )( )1 1
j

s ic c T=  на поверхности j-й капли. (3)

Пусть Ti0 – невозмущённое значение температуры поверхности одиночной 
капли, то есть значение температуры поверхности одиночной капли, когда вто-
рая капля находится на достаточно большом расстоянии от неё. Решение задачи 
об испарении одиночной капли приводит к следующему уравнению относитель-
но Ti0 [6]:

 ( ) ( )0 1 1 0 12 1 0 1( ) 0,e i e s iT T L m n D c T c∞ ∞κ − + − =

где κe и D12 – коэффициент теплопроводности и коэффициент взаимной диффу-
зии компонентов бинарной смеси, L1 и m1 – удельное тепло фазового перехода и 

масса молекул первого компонента. Для величин ( )( )1
j

s ic T  на поверхностях ка-

пель используются следующие линеаризованные соотношения:

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1 0 0 0
j js

s s i i ii i
cc T c T T T T
T

∂= + −
∂

 на поверхности j-й капли.
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Для радиальных потоков тепла через поверхности капель выполняются сле-
дующие условия:

 
( ) ( ) ( )( )1 1 0 12 1, , , ,j

e e j j i jiT e L m n D c e T e−κ ∇ − ∇ = −κ ∇  
 (4)

где je
  – единичный вектор внешней нормали к поверхности j-й капли, запись 

( ), a b
  означает скалярное произведение векторов  a  и b


, κi – коэффициент

 
теплопроводности вещества капель.

Перейдём к решению системы уравнений (1). Пусть O1 и O2 – центры капель, 
O – середина отрезка O1O2, l – расстояние между центрами капель. Выберем де-
картову систему координат Oxyz, в которой ось Oz направлена от центра первой 
к центру второй капли. Везде далее r, θ, ϕ – сферические координаты точки в 
системе координат с началом в точке O. Путём параллельного переноса системы 
Oxyz в точки O1 и O2 получим ещё две системы координат. Везде далее rj, θj, ϕj – 
сферические координаты точки в системе координат с началом в точке Oj, где 
j ∈ {1, 2}. Поля Te, 

( )j
iT  и c1 обладают свойством осевой симметрии относитель-

но оси Oz. Пусть Pn – многочлен Лагранжа, ( ) ( )cos ,j
n n jP P= θ  

( ) ( )cos ,j n
n n jjH r P= θ  

( ) ( )1
1 cos .j n

n jn jH r P− −
− − = θ  Поле Te представляется в виде ( ) ( )1 2 ,e eT T ∞= + ε + ε  где ε(j) – 

возмущение значения Te∞, вызванное j-й каплей и удовлетворяющее условиям 
( ) 0jΔε =  и ( )lim 0.j

r→∞
ε =  Записав каждое возмущение в виде разложения по объём-

но-сферическим функциям в своей системе координат [7], получим разложение:

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1

0 0
,e e es ens n

s n
T T A H A H

∞ ∞

∞ − − − −
= =

= + +∑ ∑

где ( )1 ,esA  
( )2
enA  – неопределённые коэффициенты. 

Аналогично разлагается c1:

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1

0 0
,cs cns n

s n
c c A H A H

∞ ∞

∞ − − − −
= =

= + +∑ ∑

где ( )1 ,csA  
( )2
cnA  – неопределённые коэффициенты. 

Так как поля ( )j
iT  ограничены при rj → 0, то они представляются в следующем 

виде: 

 

( ) ( ) ( )
0

0
, j j j

i si is
s

T T A H
∞

=

= +∑

где ( )j
isA  – неопределённые коэффициенты.
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Перейдём к поиску неопределённых коэффициентов из граничных условий на 
поверхностях частиц. Пусть ( ) ( ) ( )1 11 ,n

en io e enA T T a x+
∞= −  

( ) ( )( ) ( )2 21 ,1 n n
en io e enA T T a x+

∞= − −  
( ) ( ) ( )1 11

1 0 1( ) ,n
cn s i cnA c T c a x+

∞= −  
( ) ( )( ) ( )2 21

1 0 1( ) 1 ,n n
cn s i cnA c T c a x+

∞= − −  
( ) ( ) ( )1 1 ,n

io ein inA T T a x−
∞= −  

( ) ( )( ) ( )2 2 ,1 n n
io ein inA T T a x−

∞= − −  где ( ) ( ) ( ), ,j j j
en cn inx x x  – неопределённые коэффициенты. 

При учёте граничных условий на поверхности одной капли, вблизи этой капли 
объёмно-сферические функции, записанные в сферической системе координат с 
началом в центре другой капли, разлагаются [7] по объёмно-сферическим функ-
циям, записанным в сферической системе координат с началом в центре рассма-
триваемой капли по формулам

 
( ) ( ) ( )2 11

1
0

1 ,n n s n
n s sn

s
H l C H

∞
− − −

+− −
=

= − ∑

 
( ) ( ) ( )1 21

1
0

,1 sn s n
n s sn

s
H l C H

∞
− − −

+− −
=

= −∑
а в получившихся двойных суммах меняется порядок суммирования. Пусть 

( ) ( ) ( )( )0 1, ,  ,
Tj j j

e e eX x x= …
 

( ) ( ) ( )( )0 1, ,  ,
Tj j j

c c cX x x= …
 

( ) ( ) ( )( )0 1, , 
Tj j j

i i iX x x= …  – бесконечно-

мерные векторы. В случае двух одинаковых капель картина симметрична относи-
тельно плоскости Oxy. Поэтому ( ) ( )1 2 ,e e eX X X= =  

( ) ( )1 2 ,c c cX X X= =  
( ) ( )1 2 ,ii iX X X= =  

а граничные условия будем учитывать только на поверхности первой капли. 
Поиск трёх векторов Xe, Xc, Xi будем вести в пространстве [7]

( )1 1 2

1

 , , ,  
T

i

i

l X X x x x
∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = … < +∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  операторными методами. Пространство  

l1 является линейным нормированным пространством с нормой 
1

  .i
i

X x
∞

=

= ∑
 

Пусть ( )
1
ML  – линейное пространство матриц A c бесконечным числом строк и 

столбцов, элементы asn которых удовлетворяют условию 
1

sup .sn
n s

a
∞

=

< +∞∑  Это
 

пространство является линейным нормированным пространством с нормой 

1
sup .sn
n s

A a
∞

=

= ∑  В пространстве l1 рассмотрим линейный оператор, действую-

щий из l1 в l1 по формуле Y = AX, где ( )
1 ,MA L∈  X ∈ l1, AX – произведение матрицы 

A на вектор X. Для матрицы и порождённого ею матричного оператора будем ис-
пользовать одно и тоже обозначение. Можно показать, что AX ∈ l1, если ( )

1 ,MA L∈   
1,X l∈  а норма матричного оператора A, согласованная с нормой вектора X, 
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совпадает с числом 
1

sup .sn
n s

A a
∞

=

= ∑  Далее наряду с обозначением asn для элемен-

та с индексами s и n матрицы A будем использовать и другое обозначение (A)sn. 
Граничные условия (2), (3) и (4) приводят к следующим уравнениям:

 1,e e iX MX X E+ − =  (5)

 
( ) ( )

1
0 1

1 0 1
,s io e

c c i i
s i

c T TX MX T X E
T c T c

∞

∞

∂ −+ − =
∂ −

 (6)

 
1 1 ,i

e e c c i
e

X MX X MX Xκ− + Λ + −Λ =
κ

 (7)

где E1 = (1, 0, 0, ...)T ∈ l1, а элементы матриц ( )
1 1

MLΛ ∈  и ( )
1
MM L∈  определяются 

по формулам ( ) 1 1
2 ,n n s

n ssnM C − + −
+ −= τ

 
( )1 ,1

snsn
s
s
−Λ = δ  s ≥ 1, n ≥ 1, τ = a/l, δsn – символ

 
Кронекера.

Можно показать, что ||M|| < 1 при 0 ≤ τ < 0,5 и ||Λ1|| = 1, а решением системы 
(5) – (7) являются векторы Xi = 0, Xe = Xc = (E + M)–1E1, где элементы матрицы E 
определяются по формуле (E)sn = δsn. Отсюда следует, что ( ) ( )1 2 .ioi iT T T= =  Поля Te 
и c1 могут быть записаны с использованием ограниченных линейных операто-
ров и линейных функционалов, определённых в l1. Так как нашей целью является 
нахождение времени полного испарения капель, приведём формулу только для 

величины 1

1

c
r

∂
∂

 на поверхности первой капли:

 

( ) ( )( )( )1 0 1 11
1 3 2 1

1
,s ic T cc P M E M E

r a
∞ −−∂ = θ Λ −Λ +

∂
 (8)

где элементы матриц Λ2 и Λ3 определяются по формулам (Λ2)sn = sδsn, (Λ3)sn = 
(s – 1)δsn, (можно показать, что (Λ3M – Λ2)(E + M)–1E1 ∈ l1), а P(θ1) – огра-
ниченный линейный функционал, определённый в l1 и равный для любого 
X = (x1, x2, ...)T ∈ l1 скалярному произведению векторов (P0(cosθ1), P1(cosθ1), 
P2(cosθ1), ...) и (x1, x2, ...).

Используя формулу (8), мы сможем найти в сферической системе координат с 
началом в центре первой капли величину потока первого компонента через бес-
конечно малый элемент её поверхности:

 
1 2

1 0 12 1 1 1
1

.cdQ n D a sin d d
r

∂= − θ θ ϕ
∂

 (9)

Проинтегрировав обе части равенства (9) по поверхности первой капли, на 
основании равенств (Λ2)11 = 1, (Λ3)11 = 0 и свойств многочленов Лежандра найдём 
поток Q1 первого компонента бинарной смеси через поверхность первой капли:
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 ( ) ( ) 1
1 0 12 1 0 1 11 .4 ( ) T

s iQ n D a c T c E E M E−
∞= π − +  (10)

Зная Q1, можно перейти к изучению зависимости переменного радиуса a ис-
паряющихся капель от времени t, считая при этом, что расстояние между цен-
трами частиц l остаётся постоянным. Так как

 
3

1 1
4
3

,i
d a m Q
dt

⎛ ⎞π ρ = −⎜ ⎟⎝ ⎠

где ρi – плотность вещества капель, a = lτ, то при постоянном значении l получим 
дифференциальное уравнение с разделёнными переменными: 

 
( ) ( )
2

1
1 0 12 1 0 1 11

.
( )

i

Ts i

l ddt
m n D c T c E E M E−

∞

ρ τ τ= − ⋅
− +

 (11)

Пусть ( )s
et  – время полного испарения одиночной аэрозольной капли с началь-

ным радиусом a0, а ( )d
et  – время полного испарения дублета из двух аэрозольных 

капель с начальным радиусом a0. Проинтегрировав обе части этого уравнения 
(11) от 0 до ( ) ,d

et  получим 

 

( )
( ) ( )

02
0

12
1 0 12 1 0 1 0 10 1

2 ,
2 ( )

d i
e

Ts i

a dt
m n D c T c E E M E

τ

−
∞

ρ τ τ= ⋅
− τ +

∫  (12)

где a0 – начальное значение радиуса капель, τ0 = a0/l. 
Из формулы (12) можно вывести формулу для времени полного испарения 

одиночной аэрозольной капли с начальным радиусом a0. Переход к одиноч-
ной аэрозольной капле равносилен переходу в формуле (12) к пределу при 
l → +∞ при постоянном значении a0. Так как τ0 = a0/l, то предельный переход при 
l → +∞ равносилен предельному переходу в равенстве (12) при τ0 → 0. Так как  

( ) 1
11

0 
lim 1,TE E M E−

τ→
+ =  то по правилу Лопиталя:

 ( )
0

0
120 0 10 1

2lim 1.
T

d
E E M E

τ

−τ →

τ τ =
τ +
∫  (13)

Так как ( ) ( ) ( )
0 0  
lim lim ,d d s

e e e
l

t t t
τ → →+∞

= =  то из формул (12) и (13) получим:

 

( )
( )
2
0

1 0 12 1 0 1
.

2 ( )
s i
e

s i

at
m n D c T c ∞

ρ=
−

 (14)

Таким образом, величина 

 ( )
0

12
0 10 1

2
T

df
E E M E

τ

−
τ τ=

τ +
∫  (15)
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играет роль поправочного коэффициента, характеризующего влияние фактора 
взаимодействия капель на их время полного испарения:

 
( ) ( ) .d s
e et f t= ⋅  (16)

Анализ полученного результата
Для приближенных вычислений коэффициента f по формуле (15) достаточ-

но возможностей программы Excel. Если оставить в матрицах E и M первые 52 
строки и 52 столбца, то получим очень высокую точность вычислений. Величина  

( ) 1
11

TE E M E−+  расположена в левом верхнем углу матрицы (E + M)–1. Так как 

0 ≤ τ < 0,5, то пусть, для определённости, величина τ0 = a0/l не превосходит 0,49, 
что соответствует условию l ≥ 2,04a0. При вычислении значения поправочного 
коэффициента f по формуле (15) для конкретных значений τ0 ≤ 0,49 определён-
ный интеграл можно найти с большой точностью по приближенной формуле 
Симпсона. Полученные значения поправочного коэффициента f близки к значе-
ниям, вычисленным с применением бисферической системы координат. 

Если при нахождении матрицы (E + M)–1 не учитывать степени τn, где n > 7, то 

формула ( ) ( )1

1
1 i i

i
E M E M

∞
−

=

+ = + −∑  приобретает вид:

 ( ) 1 2 3 4 5 6 7 ,E M E M M M M M M M−+ = − + − + − + −

так как Mn = 0 при n > 7. Отсюда следует, что:

 ( ) 1 2 3 4 5 6 7
11 1 .2 3 5 9TE E M E−+ = − τ + τ − τ + τ − τ + τ − τ

Если теперь выражение 
( ) 1

11

1
TE E M E−+

 разложить по степеням τn, не учиты-

вая также степени τn, где n > 7, то получим выражение:

 ( )
4 6 7

1
11

1 1 2 .
TE E M E− = + τ − τ − τ + τ

+

Отсюда

 ( )
0

4 6 7
0 0 0 012

0 10 1

2 2 1 1 41
3

.
3 4 9T

d
E E M E

τ

−
τ τ = + τ − τ − τ + τ

τ +
∫

В результате получим приближенные формулы:

 

4 6 7
0 0 0 02 1 1 41

3 3 4 9
,a a a af

l l l l
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (17)

 

( ) ( )
4 6 7

0 0 0 02 1 1 41
3 3

.
4 9

d s
e e

a a a at t
l l l l

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎥⎠

 (18)
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Если значения поправочного коэффициента f находить по точной формуле 
(15) и по приближенной формуле (17) при a0 / l ≤ 0,49, то есть при l ≥ 2,04a0, 
то относительная погрешность не превосходит 0,5%.

Статья поступила в редакцию 20.02.2018 г.
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Ì. ÏËÀÍÊ È ÈÑÒÎÐÈß ÎÒÊÐÛÒÈß ÊÂÀÍÒÎÂ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈß

Исаев B.И.
Независимый исследователь

г. Москва, Российская Федерация

Аннотация. В работе рассмотрена история открытия универсальной функции Кирхгофа – 
спектрального распределения энергии излучения абсолютно чёрного тела, открытие ко-
торой М. Планком в декабре 1900 г. привело к постепенному развитию квантовой теории 
и установлению квантовой механики в 1926–1926 гг. и фактически явилось началом но-
вой физической эпохи – эпохи квантовой физики.

Ключевые слова: теория теплового излучения, Кирхгоф, Гельмгольц, Вин, Планк.

M. PLANCK AND HISTORY OF THE DISCOVERY OF THE QUANTA OF THE 
HEAT RADIATION

V. Isaev
Independent researcher

Moscow, Russian Federation

Abstract. The history of the discovery of the universal Kirchhoff function, i.e. the spectral 
distribution of the black body energy, is considered. The discovery of this function by M. Planck 
in December 1900 resulted in gradual development of quantum theory and led to appearance 
of quantum mechanics in 1925 – 1926, which was in fact the beginning of a new physical era – 
quantum physics.

Key words: theory of the heat radiation, Kirchhoff, Helmholtz, Wien, Planck.

Настоящая работа является кратким изложением одного из разделов лек-
ционного курса по истории квантовой теории, разрабатываемого автором. 
Актуальность темы определяется теми приложениями, которые квантовая ме-
ханика получила за последнее десятилетие – необходимостью создания кванто-

© Исаев B.И., 2018.
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вых компьютеров и развития систем квантовой 
связи, основанных на явлении квантового пере-
путывания связанных состояний. Без глубокого 
знания квантовой теории создание квантовых 
компьютеров и систем квантовой связи невоз-
можно. Важность создания такого курса дикту-
ется тем, что студенты при изучении квантовой 
теории зачастую испытывают трудности, и для 
более глубокого понимания квантовой механи-
ки автор предлагает читать студентам одновре-
менно курс истории квантовой теории. 

Макс Карл Эрнст Людвиг Планк родил-
ся 23 апреля 1858 г. в семье профессора пра-
ва Иоганна Юлиуса Вильгельма фон Планка и 
его жены Эммы Планк, урождённой Патциг, 

в г. Киле. В 1867 г. семья Планка обосновалась в г. Мюнхене, где М. Планк по-
ступил в Максимилиановскую классическую гимназию, в которой у М. Планка 
возник интерес к естественным наукам и проявились математические способ-
ности [1–3]. 

В 1874 г. после окончания гимназии М. Планк поступил в Мюнхенский уни-
верситет, где физику в то время преподавал профессор Филипп Жолли. Отец 
посоветовал Планку перед выбором специальности поговорить с профессором 
Ф. Жолли, и тот представил М. Планку теоретическую физику завершённой на-
укой – наподобие евклидовой геометрии – и пытался убедить его найти другую 
область для приложения своих способностей. К счастью для науки, Макс Планк 
всё же выбрал физику своей специальностью [2; 3]. В 1877–1878 гг. Планк слушал 
лекции по теоретической физике Г. Гельмгольца и Г. Кирхгофа в Берлинском уни-
верситете, а также изучал труды Р. Клаузиуса по термодинамике, которые про-
извели на него сильное впечатление и увлекли его в область молекулярно-кине-
тической теории [1–3]. В 1878 г. М. Планк окончил Мюнхенский университет, и 
28 июня 1879 г. после защиты диссертации получил степень доктора философии. 
В 1880 г. М. Планк становится приват-доцентом кафедры физики Мюнхенского 
университета. Позднее в 1885 г. М. Планк был приглашён профессором теоре-
тической физики в университет г. Киля, где он работал до 1888 г. [1–3]. Весной 
1889 г. Планк становится профессором теоретической физики Берлинского уни-
верситета, одновременно он также работает в Институте теоретической физи-
ки в Берлине [1–3]. К этому периоду относится тесное сотрудничество Макса 
Планка с Г. Гельмгольцем и А. Кундтом. Планк вспоминал об этом времени так: 
«Это были годы, в течение которых я испытал, пожалуй, сильнейшее расшире-
ние всего своего научного кругозора. Это было потому, что я непосредственно 
общался с людьми, занимавшими тогда ведущее положение в мировых научных 
исследованиях»[1]. 

Начиная с 1894 г. М. Планк выполнил ряд работ, посвящённых рассмотрению 
термодинамического равновесия теплового излучения с веществом, исходя из 

М. Планк
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законов термодинамики и электромагнитной теории Максвелла. Планк стре-
мился получить математически наиболее строгое обоснование закона излуче-
ния Вина, поскольку он считал данное Вильгельмом Вином в 1896 г. объяснение 
использованной аналогии между газом молекул и тепловым излучением нестро-
гим [4]. Планк стремился показать, что последовательное рассмотрение обмена 
энергией между совокупностью электромагнитных резонаторов и излучением 
по теории Максвелла позволит получить энергетический спектр теплового излу-
чения. Для этого Планк исследовал поглощение и излучение электромагнитных 
волн между осциллятором Герца и возбуждающей его электромагнитной волной 
и показал, что оно носит резонансный характер. 

Теория дипольного электромагнитного излучения была развита Г. Герцем 
в 1889 г. Планку пришлось проделать большую подготовительную работу, и в 
период с 1897 г. по 1899 г. он представил Берлинской Академии наук пять со-
общений под общим названием «О необратимых процессах излучения». Итоги 
данного цикла исследований Планк подвёл в статье [5, с. 191]. «Результатом 
этого довольно длинного ряда исследований … было установление общей за-
висимости между энергией резонатора с определённым периодом собственных 
колебаний и излучением энергии соответствующей спектральной области в 
окружающем поле при стационарном обмене энергией» [5, с. 604]. В результате 
этого детального анализа Планку из электродинамики Максвелла удалось полу-
чить соотношение между спектральной плотностью теплового излучения ε(v, T) 
и средней энергией одного резонатора (электромагнитного осциллятора) U [5, 
с. 191]: 

 

2

3
8( , ) ( , )T U T
c
πνε ν = ν  (1)

где ν – частота излучения, с – скорость света, 8πν2/с3 – число собственных ко-
лебаний равновесного электромагнитного излучения, отнесённое к единице 
объёма и единице интервала частот. М. Планк отмечал: «При этом получился 
тот замечательный результат, что такое соотношение совершенно не зависит от 
постоянной затухания осциллятора – обстоятельство, которое для меня было 
очень радостным и желанным, потому что оно позволяло до такой степени упро-
стить всю проблему, что вместо энергии излучения можно было взять энергию 
осциллятора, и таким образом, вместо запутанной системы, имеющей много 
степеней свободы, возникала простая система с одной единственной степенью 
свободы» [5,с. 604].

Для получения закона излучения, как следует из формулы (1), было необхо-
димо найти зависимость энергии осциллятора от температуры. Планк отмечал: 
«Мне не оставалось ничего другого, как подойти к проблеме ещё с противопо-
ложной стороны, с точки зрения термодинамики, в которой к тому же я чувство-
вал себя уверенно, как дома. В самом деле, моё прежнее изучение второго нача-
ла теории теплоты здесь мне весьма пригодилось, я сразу же почувствовал, что 
нужно вывести соотношение не между температурой и энергией осциллятора, 
а между его энтропией и энергией» [5,с. 605]. В последнем сообщении «О необ-
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ратимых процессах излучения» [5, с. 191] он максимально строго с точки зрения 
термодинамики обосновал вывод закона излучения Вина. В этой статье Планк 
определил зависимость энтропии S электромагнитного осциллятора от средней 
энергии U осциллятора в виде выражения

 
ln 1 ,U US

a b
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ν ν⎝ ⎠

где a и b – const, откуда вследствие известной связи 1S
U T
∂ =
∂

 следует, что средняя
 

статистическая энергия одного электромагнитного осциллятора U имеет вид 
2( , ) exp ,aU T b

T
ν⎛ ⎞ν = ν −⎜ ⎟⎝ ⎠

 что вследствие (1) сразу же приводит к закону излуче-

ния Вина:

 

3

3
8( , ) exp .b aT
c T
π ν ν⎛ ⎞ε ν = −⎜ ⎟⎝ ⎠

 (2)

На этом проблему термодинамического обоснования закона излучения Вина 
можно было бы считать исчерпанной, однако появившиеся несколько позже экс-
периментальные исследования вида функции ε(v, T), проведённые О. Люммером 
и Э. Прингсгеймом, а также Г. Рубенсом и Ф. Курлбаумом показали, что закон 
излучения Вина (2) неточно аппроксимирует спектр теплового излучения. В ра-
боте «К истории открытия кванта действия», написанной в 1943 г., т.е. спустя 
более 40 лет после его открытия, Планк отмечал: «Но тут произошло событие, 
которое должно было привести к решающему повороту в этом деле. На заседа-
нии Немецкого физического общества 19 октября 1900 г. Ф. Курлбаум сообщил о 
результатах измерений энергии в области очень больших длин волн, выполнен-
ных им совместно с Г. Рубенсом, из которых следовало, что с повышением тем-
пературы зависимость интенсивности излучения чёрного тела от температуры 
Т становится всё более близкой к пропорциональной, в явном противоречии с 
законом распределения Вина (2), согласно которому интенсивность излучения 
должна всегда оставаться конечной. Так как мне этот результат стал известен 
благодаря устному сообщению авторов уже за несколько дней до заседания, то 
у меня было время ещё перед заседанием использовать его последствия в моём 
методе и вычислить энтропию совершающего вынужденные колебания резона-
тора» [5,с. 438]. Зная, что в области коротких волн и низких температур закон 
излучения Вина (2) хорошо аппроксимирует кривую для ε(v, T), т.е. что в этой 

области верно выражение 
2

2
1 ,S

U a U
∂ = −
∂ ν

 а в области длинных волн и высоких
 

температур зависимость ε(v, T) пропорциональна kT, что было известно Планку 
из последних экспериментов Г. Рубенса и Ф. Курлбаума [5], т. е. в области длин-

ных волн верно выражение 
2

2 2 .S c
U U
∂ = −
∂

 Планк определил, перепробовав раз-
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личные математические выражения, что простейшее общее соотношение для  
2

2 ,S
U
∂
∂

 содержащее в себе оба предельных случая, имеет вид отношения суммы 

этих двух предельных случаев 
2

2 2
1 ,

/
S

U a U U c
∂ = −
∂ ν +

 откуда после интегрирова-

ния получается формула (3), содержащая в себе общий закон излучения Планка:

 

1

25

( , ) ,
exp 1

cT
c
T

ε λ =
⎛ ⎞⎛ ⎞λ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠λ⎝ ⎠

 (3)

где с1 и с2 – постоянные. 
Планк отмечал: «При этом была найдена новая формула для излучения, кото-

рую я представил на заседании Берлинского физического общества 19 октября 
1900 г. и рекомендовал проверить» [5,с. 438]. Эта формула Планка (3) была про-
верена Рубенсом уже в ночь после заседания и показала полное соответствие экс-
периментальным данным, о чём на следующий день Г. Рубенс с удовлетворением 
сообщил М. Планку. Позже формула (3) была детально проверена Люммером и 
Прингсгеймом, и также было найдено удовлетворительное совпадение формулы 
Планка с данными измерений. Сообщение М. Планка на заседании Немецкого 
физического общества 19 октября 1900 г. было опубликовано под названием 
«Об одном улучшении закона излучения Вина»[5, с. 249]. Таким образом, со-
рокалетний путь поисков универсальной функции Кирхгофа был успешно за-
вершён М. Планком. Однако, несмотря на то, что вид универсальной функции 
Кирхгофа был уже найден, пусть и интерполяционным путём, оставалось не-
ясным, возможно ли вывести из теории столь счастливым образом правильно 
подобранную интерполяционную формулу. Эта очень сложная проблема была 
решена М. Планком всего за два месяца. 

14 декабря 1900 г. М. Планк выступил на заседании Немецкого физического 
общества с сообщением «К теории распределения энергии излучения нормаль-
ного спектра» [5, с. 251]. В этом сообщении Планк впервые дал теоретический 
вывод выражения для спектральной плотности теплового излучения в виде:

 

3

3

8( , ) .
exp 1

hT
hc
kT

π νε ν =
⎛ ⎞ν⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4)

Этот вывод Планк выполнил, исходя из статистического подхода Больцмана, 
опирающегося на установленную Больцманом связь между энтропией и веро-
ятностью системы. Он показал, что из выражения (4) следует с учётом закона 
смещения Вина, что энергия осциллятора должна принимать только дискретные 
значения – кванты энергии величиной εn = nhv. Поэтому 14 декабря 1900 г., счи-
тается днём рождения квантовой теории. 
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В более подробной форме этот вывод Планка был изложен в его последующей 
работе [5, с. 254] под названием «О законе распределения энергии в нормальном 
спектре», опубликованной в начале 1901 г. в журнале “Annalen der physik”. Планк 
рассмотрел набор N осцилляторов, находящихся в равновесии с излучением и 
имеющих полную энергию UN = NU, где U – средняя статистическая энергия 
осциллятора. Вероятность W или число способов, каким можно распределить 
большое целое число P неразличимых элементов энергии ε по N осцилляторам, 
согласно формулам комбинаторики имеет известный вид:

 

( )
( )

( )1 !
.

! 1 !

N P

P N

N P N P
W

P N P N

++ − +
= ≅

−

Откуда, с учётом того, что N и P – большие числа, и предполагая справедливой 
связь между энтропией и вероятностью S = klnW по Больцману, получаем:

 ( ) ( ){ }ln ln ln ln .nS k W k N P N P N N P P= = + + − −

Затем, введя обозначение UN = Pε, получим:

 
1 ln 1 ln ,n

U U U US NS kN
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ε ε ε ε⎩ ⎭

откуда сразу же следует правильная зависимость энтропии S электромагнитного 
осциллятора от средней энергии осциллятора U

 
1 ln 1 ln ,U U U US k

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ε ε ε ε⎩ ⎭

из которой с учётом соотношения 1S
U T
∂ =
∂

 после интегрирования следует, что
 

средняя статистическая энергия одного осциллятора равна: 

 

.
exp 1

U

kT

ε=
ε⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎝ ⎠

 (5)

При этом оказалось, что для того, чтобы выражение (5) удовлетворяло закону 
смещения Вина U = vΨ(v/T) необходимо считать, что энергия ε «элемента» или 
кванта пропорциональна частоте ν, т.е. ε=hν, где h – постоянная, названная впо-
следствии постоянной Планка. Численное значение постоянной h было опреде-
лено М. Планком: h = 6,55 ⋅ 10–27 эрг ⋅ с. Он отмечал: «Эта константа, помножен-
ная на общую для резонаторов данной группы частоту, даёт нам элемент энергии 
ε в эргах» [5, с. 255]. Так впервые в физической теории в декабре 1900 г. появи-
лись кванты энергии. 
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Тогда средняя энергия осциллятора (5) сразу же принимает вид  

,
exp 1

hU
h
kT

ν=
ν⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎝ ⎠

 откуда, вследствие связи (1) между спектральной плотностью

 
излучения ε(v, T) и средней энергией осциллятора U, окончательно получаем за-
кон излучения Планка, выражающий спектральную плотность энергии электро-
магнитного излучения во всём диапазоне частот в виде:

 

2

3
8( , ) .

exp 1

hT
c h

kT

πν νε ν =
⎛ ⎞ν⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (6)

В своём письме Р. Вуду Планк так вспоминал о введении им квантов энергии: 
«… Это было чисто формальное предположение, и я первоначально не думал 
много об этом, памятуя только лишь о том, что я при всех обстоятельствах любой 
ценой должен добиться положительного результата» [5, с. 698]. В Нобелевской 
лекции Планк отметил, что Л. Больцман, узнав о выводе Планком закона излуче-
ния, приветствовал атомистический вывод универсальной функции теплового 
излучения [5, с. 607]. В результате вывода универсальной функции излучения 
из статистической теории М. Планку пришлось ввести в физическую теорию 
совершенно новую квантовую гипотезу, т.е. предположить, что излучение и 
поглощение энергии осцилляторов происходит минимальными дискретными 
порциями – квантами энергии, при этом величина самих квантов энергии про-
порциональна частоте излучения. Эта квантовая гипотеза М. Планка оказалась 
принципиально новой, и можно сказать, что она преобразила физику ХХ века, 
направив её в русло развития квантовой теории и открыв новую физическую 
эпоху. Различные аспекты открытия М. Планка рассмотрены в последних иссле-
дованиях спектра теплового излучения [6–12].

Статья поступила в редакцию 12.02.2018 г.
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