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РАЗДЕЛ I. 
МАТЕМАТИКА

УДК 517 .925
DOI: 10 .18384/2310-7251-2017-2-6-15

О РОЖДАЮЩИХСЯ ИЗ БЕСКОНЕЧНОСТИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛАХ 
ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА  
НА ОКРУЖНОСТИ

Ройтенберг В.Ш.
Ярославский государственный технический университет, 
150023, г. Ярославль, Московский проспект, д. 88, Российская федерация 
Аннотация. Дифференциальные уравнения второго порядка, правые части которых – по-
линомы второго порядка относительно первой производной с периодическими коэффи-
циентами, рассматриваются на компактификации цилиндрического фазового простран-
ства. Описаны бифуркации бесконечно удалённого тройного предельного цикла. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка на окружности, пре-
дельный цикл, бифуркационное многообразие, бифуркации.

LIMIT CYCLES OF A SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATION  
ON THE CIRCLE THAT ARISE FROM INFINITY 

V. Roitenberg
Yaroslavl State Technical University, 
Moscovskii prosp. 88, 150023 Yaroslavl, Russian Federation 
Abstract. The paper considers the second-order differential equations, whose right-hand sides 
are polynomials with periodic coefficients, on the compactification of the cylindrical phase 
space. We describe bifurcations of an infinitely far triple limit cycle. 

Key words: second-order differential equation on the circle, limit cycle, bifurcation variety, 
bifurcations

Введение. Постановка задачи
Для теории колебаний представляет значительный интерес задача нахожде-

ния условий, при которых существуют предельные циклы дифференциальных 
уравнений второго порядка (см ., например, [1–3]) .

© Ройтенберг В .Ш ., 2017 .
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Будем рассматривать уравнения второго порядка вида
2

0 1 2( ) ( ) ( )x a x a x x a x x= + +  

с ω-периодическими Cr-функциями (r ≥ 0) a1 : R → R, i = 0, 1, 2 . Можно считать, 
что уравнение задано на окружности S1 = R/ωZ . Обозначим 2,r

ωΑ  – множество  
таких уравнений . Пусть Cr(S1) – банахово пространство ω-периодических  
Cr-функций с нормой ( )

0,1,...,
: max max ( ) .k

r k r x
x

= ∈
ϕ = ϕ

R
 Отождествив уравнение a со  

строкой (a0, a1, a2), мы отождествим 2,r
ωΑ  с банаховым пространством  

Cr(S1) ⊕ Cr(S1) ⊕ Cr(S1) с нормой 
{0,1,2}

max .i ri
a a

∈
=  Уравнение 2,ra ω∈Α  определяет 

на фазовом пространстве TS1 = S1 × R систему уравнений
2

˜, ( ) ( ) ( ) ,x y y a x a x y a x y x y= = + + =

которую также будем обозначать a . 
Обозначим : { , }= ∪ −∞ +∞R R  – двухточечную компактификацию R . 

Превратим R  в одномерное C ∞-многообразие с краем, взяв в качестве карт  
(R, h1), h1(x) := x, ((0, +∞], h2), h2(x) := 1/x при x ∈ (0, +∞) и h2(+∞) := 0, ([–∞, 0), h3), 
h3(x) := 1/x при x ∈ (–∞, 0) и h3(–∞) := 0 . 

В координатах x, z = 1/y в S1 × (0, +∞) и S1 × (–∞, 0) система a имеет вид
2

0 1 21/ , ( ) ( ) ( ).x z z a x z a x z a x= = − − − 

В областях S1 × (0, +∞) и S1 × (–∞, 0) она имеет те же (ориентированные) тра-
ектории, что и система уравнений, соответственно,

3 2
0 1 2

1,
:

( ) ( ) ( )+

=
 = − − −





x
a

z a x z a x z a x z

и

3 2
0 1 2

1,
:

( ) ( ) ( ) .−

= −
 = + +





x
a

z a x z a x z a x z

Но системы +a  и −a  определены и при z = 0, то есть, соответственно, на  
S1 × (0, +∞] и S1 × [–∞, 0) . Кривые Г+ := S1 × {+∞} и Г– := S1 × {–∞}, задаваемые  
в координатах x, z уравнением z = 0, являются замкнутыми траекториями,  
соответственно, систем +a  и .−a  Будем их называть бесконечно удаленными 
траекториями уравнения 2, .∈Α ra ω  Обозначим

0
2 1 2

0
0

( ) : ( ) , ( ) : ( )exp ( ) .
s

m a a x dx a a s a d ds
ω

ω
= − = − σ σ∫ ∫ ∫
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В работе [4] было доказано, что если m(a) = 0, (a) ≠ 0, то уравнение 2,ra ω∈Α  
близкое к a при ( ) ( ) 0m a a >

  ( ( ) ( ) 0)m a a <
  имеет в S1 × (0, +∞) (S1 × (–∞, 0)) един-

ственный предельный цикл, рождающийся из Г+ (Г–) .
В настоящей работе мы покажем, что условия m(a) = 0, (a) = 0, L(a) ≠ 0, где 

ωΑ → R2,: rL  – некоторая непрерывная функция, задают в 2,r
ωΑ  гладкое бифурка-

ционное подмногообразие коразмерности два, и опишем разбиение некоторой 
окрестности уравнения a в 2,Α r

ω  на классы топологической эквивалентности в 

окрестности Г+ . Бифуркации в окрестности Г– сводится к бифуркациямв окрест-
ности Г+ заменами x  –x, y  –y .

Функция последования бесконечно удаленного предельного цикла

Обозначим ω× Α → R2,1: r
ia S  (i = 0, 1, 2) функции, ставящие в соответствие 

точке x ∈ S1 и уравнению 2,ra ω∈Α  коэффициент ai(x) в этом уравнении . Они при-

надлежат классу C r по переменным (x, a) и линейны по a .

Пусть уравнение 2, .ra ω∈Α  Обозначим 
2,( ) { : }.r

vU a a a a vω= ∈Α − <   Траектории 
уравнения ( ),va U a∈  лежащие в S1 × (0, +∞), являются интегральными кривыми 
уравнения 3 2

0 1 2/ ( , ) ( , ) ( , ) .d z dx a x a z a x a z a x a z= − − −    Пусть ( , , )z x u a  – решение 

этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию =(0, , ) .z u a u  При доста-

точно малых v > 0, ρ > 0 оно определено для ( , , ) ( 2 ,2 ) ( , ) ( ),vx u a U a∈ − ω ω × −ρ ρ ×  
принадлежит классу C r по переменным ( , , )x u a  и имеет производные любо-
го порядка по переменным ( , ),u a  непрерывно зависящие от ( , , ).˜   Так как 

( ,0, ) 0,z x a ≡  то

 
2 3

1 2 3( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ),z x u a z x a u z x a u z x a u x u a= + + +ζ      (1)

где ( ,0, ) / 0s sx a u∂ ζ ∂ =
 при s = 0, 1, 2, 3 . Для функций ( , ),k˜   k = 1, 2, 3, получаем 

дифференциальные уравнения и начальные условия:

= − µ =

1
2 1 1( , ) , (0, ) 1;dz a x a z z

dx

= − − =   

2 2
2 2 1 21( , ) ( , ) ( , ), (0, ) 0;dz a x a z a x a z x a z a

dx

3 3
2 3 1 1 2 0 31( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), (0, ) 0,dz a x a z a x a z x a z x a a x a z x a z a

dx
= − − − =      

из которых последовательно находим 
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( )1 2

0
( , ) exp ( , ) ,

x
z x a a s a ds= −∫   (2)

 
2 1 1( , ) ( , ) ( , ),z x a z x a I x a=    где 1 1 1

0
( , ) ( , ) ( , ) ,

x
I x a a s a z s a ds= −∫    (3)

 3 1 2( , ) ( , ) ( , ),z x a z x a I x a=    (4)

где 

 
2

2 1 2 0 10
( , ) [2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )] .

x
I x a a s a z s a a s a z s a ds= − +∫      (5)

Функция ω 
 ( , , )u z u a  u ∈ [0, ρ) – функция последования по траекториям .a

Бифуркационное многообразие коразмерности два

Обозначим для уравнения 2,ra ω∈Α

 
2 1 2

0

( ) : ( , ) , ( ) : ( , ), ( ) : ( , ).m a a x a dx a I a L a I a
ω

= − = ω = ω∫     
  (6)

Функции ,2,, , : rm L ωΑ → R  очевидно, бесконечно дифференцируемы . 

Ввиду (1) – (6) Г+ при <( ) 0m a  ( ( ) 0)m a >  является устойчивым (неустойчи-
вым) грубым циклом, при ( ) 0,m a =  ( ) 0a <  ( ( ) 0)a >  – устойчивым (неустой-
чивым) двойным циклом, а при ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0m a a L a= = <  

  ( ( ) 0)L a >  – устойчи-

вым (неустойчивым) тройным циклом . 
Теорема 1. Множество 2,2, : { : ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0}rr a m a a L aωΓΒ = ∈Α = = ≠   

  является 
вложенным С∞-подмногообразием в 2,r

ωΑ  коразмерности два .

Доказательство . Пусть ωΑ → R2, 2: ,rf  ( ) : ( ( ), ( )).=  
f a m a a  Возьмем 

2, .Γ∈Β ra  
Найдем производную .∗ ω= Α →′  R2,( ) : ra  Если ( ) ( , ),i ia x a x a=  ω∈Α2, :rh  
= + +  

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ,x h x h x x h x x  то 

0
0 0 1 1 2 2

0
( ) ( ) ( ( ) ( ))exp ( ( ) ( ))d d

d d s
h a h a s h x a h d ds

ω
∗ τ= τ=τ τ= + τ = − + τ σ + τ σ σ =∫ ∫ 

0 0
1 1 2 2

0
( ) ( ) ( ) exp ( ) .

s s
h s a s h d a d ds

ω  = − + σ σ σ σ  ∫ ∫ ∫

Для : = h x x  m(h) = 0, 
0

2
0

( ) exp ( ) 0,
s

h a d ds
ω

∗ = − σ σ ≠∫ ∫  а для 2: = h x x
  

m(h) = –ω ≠ 0 . Поэтому линейные функции 2,: rm ωΑ → R  и 2,( ) : ra∗ ω= Α →′  R  
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линейно независимы . Следовательно, 2, 2 ,Α = Ε ⊕Λr
ω  где E2 – двумерное под-

пространство, 2,{ : ( ) 0, ( ) 0},∗Λ = ∈Α = =  


ra m a aω  а отображение 
2 2( ) : ( ( ), ( )( )) ( ( ), ( ))f a m a mε ∗Ε ∋ ε ε ε = ε ε ∈′ ′   R  – сюръективно и потому 

изоморфизм . Пусть : { : }.Λ = ∈Λ <δ λ λ δ  По теореме о неявной функции су-

ществует C ∞-отображение δη −δ δ × Λ →Ε

  2 2: ( , ) ,  δ >
 0,  такое, что η(0,0,0) = 0, 

f(η(ε1, ε2, λ) + λ ≡ (ε1, ε2) . Равенство 1 2 1 2(( , ), ) ( , , )g ε ε λ = η ε ε λ + λ  задает такой  
C ∞ -диффеоморфизм g  множества 2( , ) δ−δ δ × Λ 

   на окрестность U уравнения a 

в 
2, ,r
ωΑ  что 

 1 2( ) , ( )m a a= ε = ε 
  для уравнения 1 2(( , ), ).a g= ε ε λ   (7)

Так как L – непрерывная функция, то δ  можно считать выбранным так, что 
( ) 0L a ≠  для .a U∈  Поэтому 2,({(0,0)} ) ,rg UΓδ× Λ = Β ∩

  то есть 2,r
ΓΒ  – вложенное 

C ∞-подмногообразие 2,r
ωΑ  коразмерности два .

Бифуркации бесконечно удаленного тройного цикла 
Вследствие (1) – (7) для 1 2(( , ), )a g= ε ε λ   функция последования имеет вид 

1 1 2
2 1 2( , , ) ( , , , ) ,z u a e u e u q u uε εω = + ε + ε ε λ  где 

∞∈ ε ε λ = ε ε λ = =′ ′′1 2 1 2, (0, , , ) (0, , , ) 0, (0,0,0,0) 2 ( ).u uuq C q q q L a

При достаточно малом δ ∈ δ(0, )  равенство 
1

1 2 1 2 1(( , ), ) : ((ln(1 ), (1 ) ), )g g −ε ε λ = + ε ε + ε λ

задает C ∞-диффеоморфизм g множества 2( , ) δ−δ δ × Λ  на окрестность уравнения 
a в 2, ,r

ωΑ  причем ((0,0), ) ((0,0), ).g gλ = λ  Диффеоморфизм g дает более удобную 
параметризацию окрестности уравнения a, поскольку

 
2

1 2 1 2 1 2(( , ), ) ( , , ) (1 ) ( , , , ) ,a g z u a u u q u u∀ = ε ε λ ω = + ε + ε + ε ε λ   (8)

где

 1 2 1 2, (0, , , ) (0, , , ) 0, (0,0,0,0) 2 ( ).u uuq C q q q L a∞∈ ε ε λ = ε ε λ = =′ ′′  (9)

Теорема 2. Пусть 2,ra Γ∈Β  и L(a) < 0. Тогда существуют числа ρ0 > 0,  
0 (0, )δ ∈ δ  и разбиение 0

2
0 0( , ) δ−δ δ × Λ  на множества 0 0 0 1 1 1

1 2 3 1 2 3, , , , ,Σ Σ Σ Σ Σ Σ  и Σ2
 

(рис . 1), где

0
0

1 2 2 0 2 11 {( , , ) : 0 , , ( , ) 0},δΣ = ε ε λ < ε < δ λ ∈Λ γ ε λ < ε <  
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,00 0: ( , ) ,C∞
δγ −δ δ ×Λ → γ∈R

0 2( , ) 0−δ < γ ε λ <  при < ε < δ γ λ = ∂γ λ ∂ε =2 0 20 , (0, ) (0, ) / 0,

0
0

1 2 2 0 0 1 22 {( , , ) : , 0 , ( , )δΣ = ε ε λ λ ∈Λ < ε < δ −δ < ε < γ ε λ  или 0 2 0 10, 0},−δ < ε ≤ −δ < ε <

0
0

0 0 03 (0, ) ( , ) ,δΣ = δ × −δ δ × Λ  δΣ = ε ε λ ε = γ ε λ < ε < δ λ ∈Λ 0
1

1 2 1 2 2 01 {( , , ) : ( , ), 0 , },

δ δ δΣ = × −δ × Λ Σ = × δ × Λ Σ = ×Λ0 0 0
1 1 2

0 02 3{0} ( ,0) , {0} (0, ) , {(0,0)} ,

со следующими свойствами: 1) Уравнения из 2 2( )g ΓΣ ⊂ Β  имеют в 
1

0( ) : ( , ]V S+Γ = × ρ +∞  единственный (устойчивый тройной) цикл Г+. 2) Уравнения 

из 0( ),kg Σ  k = 1, 2, 3, имеют в V(Г+) только грубые циклы, при k = 1 два устой-

чивых, включая Г+, и один неустойчивый, при k = 2 один устойчивый – Г+, при  
k = 3 один неустойчивый – Г+ и один устойчивый. 3) Уравнения из Σ1

1( )g  имеют 
в V(Г+) грубый устойчивый цикл Г+ и двойной цикл. 

4) Уравнения из 1
2( )g Σ  имеют в V(Г+) единственный (устойчивый двойной) 

цикл Г+. 5) Уравнения из 1
3( )g Σ  имеют в V(Г+) двойной цикл Г+ и грубый устой-

чивый цикл. 
Замечание . При L(a) > 0 утверждение теоремы остается справедливым, если 

устойчивые циклы заменить на неустойчивые и наоборот .

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма
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Доказательство. Для уравнения 1 2(( , ), )a g= ε ε λ  функцию расхождения 

1 2( , , , ) : ( , , )d u z u a uε ε λ = ω −

  представим в виде 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ),d u ud uε ε λ = ε ε λ  где 
ввиду (8) и (9)

 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ),d u u q uε ε λ = ε + ε + ε ε λ  (10)

 = = =′ ′′(0,0,0,0) (0,0,0,0) 0, (0,0,0,0) 2 ( ).u uud d d L a  (11)

Уменьшив при необходимости ρ и δ  можно считать, что для всех u ∈ [–ρ, ρ], 
2

1 2( , , ) ( , ) δε ε λ ∈ −δ δ × Λ

 1 1 2( , , , ) 1/ 2,d uε ε ε λ ≥′  (12)

 1 2( , , , ) ( ) 0.uud u L aε ε λ ≤ <′′  (13)

Зафиксируем ρ . Так как z(x, 0, a) = 0 при x ∈ [0, ω], мы можем выбрать числа  
ρ0 ∈ [0, ρ] и 0 (0, )δ ∈ δ  так, чтобы

 0 ( , , )z x u a< < ρ  при [0, ],x ∈ ω  0(0, ),u∈ ρ  0
2

1 2 0 0( , , ) ( , ) .δε ε λ ∈ −δ δ × Λ  (14)

Фиксируем ρ0 . Ввиду (11) d(u, 0, 0, 0) < 0 для u ∈ (0, ρ] . Поэтому δ0 можно вы-
брать так, что 

 d(u, ε1, ε2, λ) < 0 для всех u ∈ [ρ0, ρ], 0
2

1 2 0 0( , , ) ( , ) .δε ε λ ∈ −δ δ × Λ  (15)

Рассмотрим систему уравнений относительно неизвестных ε1, u

 

1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2

( , , , ) ( , , , ) 0,
( , , , ) ( , , , ) 0.u u

d u u q u
d u q u

ε ε λ = ε + ε + ε ε λ =
 ε ε λ = ε + ε ε λ =′ ′  (16)

Так как при (u, ε1, ε2, λ) = (0, 0, 0, 0) d и ud ′  обращаются в нуль, а 

1

1

1 0
2 ( ) 0,

0 2 ( )
u

u uu

d d
L a

d d L a
ε

ε

′ ′
= = ≠

′′ ′′

то по теореме о неявной функции найдутся такие числа 1 2, (0, ),δ δ ∈ δ  ρ1 ∈ (0, ρ),  
что для любых 12 1 1( , ) ( , ) δε λ ∈ −δ δ × Λ  система (16) имеет в (–δ2, δ2) × (–ρ2, ρ2) 
единственное решение ε1 = γ(ε2, λ), u = ψ(ε2, λ),
 где γ : (–δ1, δ1) × Λδ1 → (–δ2, δ2) и ψ : (–δ1, δ1) × Λδ1 → (–ρ1, ρ1) – С∞-функции . Ввиду 
(9) и (10) при (ε2, λ) ∈ {0} × Λδ1 ε1 = 0, u = 0 – решение системы (16) . Поэтому 

 γ(0, λ) = ψ(0, λ) = 0 для любых λ ∈ Λδ1  (17)

Подставив u = ψ(ε2, λ), ε1 = γ(ε2, λ) в (16) и продифференцировав по ε2,  
получим
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2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 2

1 2 2 1 2 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0,

1 ( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0,
u

uu u u

q u q u q u
q u q u q u

ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

γ ε λ + ε ψ ε λ + ψ ε λ +′ ′
+ ε ε λ ψ ε λ + ε ε λ γ ε λ + ε ε λ =′ ′ ′ ′ ′
+ ε ε λ ψ ε λ + ε ε λ γ ε λ + ε ε λ =′′ ′ ′′ ′ ′′  (18)

где u = ψ(ε2, λ), ε1 = γ(ε2, λ) . Из этих равенств, используя (9) и (17), находим 

 2 (0, ) 0,εγ λ =′  (19)

 2 (0,0) 1/ 2 ( ).L aεψ = −′  (20)

Ввиду (20) мы можем считать δ1 столь малым, что εψ ε λ ≥ −′2 2( , ) 1/ 3 ( )L a  при 

всех 12 1( , ) (0, ) .δε λ ∈ δ × Λ  Отсюда и из (17) получаем 

 2( , ) 0ψ ε λ >  при всех δε λ ∈ δ × Λ 12 1( , ) (0, ) .  (21)

Продифференцировав (18) по ε2, положив ε2 = 0, λ = 0 и использовав равен-
ства (9) и (17), получим ε ε ε εγ + ψ + ψ =′′ ′ ′2 2 2 2

2(0,0) 2 (0,0) ( )( (0,0)) 0.L a  С учетом (20) 
и (9) отсюда следует, что 2 2 (0,0) 3 / 4 ( ).L aε εγ =′′  Считая δ1 достаточно малым, бу-

дем иметь 

 2 2 21/ ( ) ( , ) 1/ 2 ( ) 0L a L aε ε< γ ε λ < <′′  для всех 12 1( , ) (0, ) .δε λ ∈ δ × Λ  (22)

Из (17), (19) и (22) следует, что δ ∈ (0, δ) можно выбрать так, что 

 2 2( , ) 0−ε < γ ε λ <  для всех ∗∗ δε λ ∈ δ × Λ2( , ) (0, ) .  (23) 

Число δ0, выбранное выше, можно считать меньшим δ* . Ввиду (23)  
–δ0 < γ(ε2, λ) < 0 при (ε2, λ) ∈ (0, δ0) × Λδ0 . Определим теперь множества ,j

iΣ  Σ2
 

и окрестность V(Г+) согласно формулировке теоремы и докажем соответствую-
щие утверждения для уравнений из ( )j

ig Σ  и g(Σ2) .

Пусть 1
1 2 1( , , ) ,ε ε λ ∈Σ  то есть ε1 = γ(ε2, λ) . В этом случае ε ε λ = ε <′ 1 2 1(0, , , ) 0,ud  

и Г+ – устойчивый грубый цикл . Из (13) и определения функций γ и ψ следует, 
что ψ(ε2, λ) – единственный нуль функции 1 2( , , , )d ⋅ ε ε λ  на (0, ρ) и он двукратный . 
Тем самым, с дугой x = 0, 0 < z < ρ пересекается единственная замкнутая траекто-
рия – двойной цикл . Ввиду (14) и (15) он целиком лежит в V(Г+). 

Пусть 0
1 2 1( , , ) .ε ε λ ∈Σ  Из (12) следует, что d(ψ(ε2, λ),ε1,ε2,λ > 0 . Отсюда и из (13) 

вытекает, что d(⋅,ε1,ε2,λ) имеет два нуля: u1 ∈ (0,ψ(ε2, λ)), причем 1 1 2( , , , ) 0,ud u ε ε λ >′  
и u2 ∈ (ψ(ε2, λ), ρ0), причем 2 1 2( , , , ) 0.ud u ε ε λ <′  Им соответствуют неустойчивый 
и устойчивый грубые предельные циклы . Ввиду (14) и (15) они лежат в V(Г+) . Так 
как ε1 < 0, то Г+ – устойчивый грубый цикл . 

Пусть 0
1 2 2( , , )ε ε λ ∈Σ  и ε2 > 0 . Ввиду (12) 

 d(u,ε1,ε2,λ) < 0 при всех u ∈ (0, ρ) . (24)
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Если 0
1 2 2( , , )ε ε λ ∈Σ  и ε2 ≤ 0, то, 1 2 2(0, , , ) 0.ε ε λ = ε ≤′  Отсюда и из (13) следует, 

что 1 2( , , , ) 0ud u ε ε λ <′  при всех u ∈ (0, ρ) . Поскольку d(0,ε1,ε2,λ) = ε1 < 0, то также 
имеем (24) . Тем самым, при ε ε λ ∈Σ0

1 2 2( , , )  в V(Г+) имеется единственный (грубый 
устойчивый) предельный цикл Г+ .

Случаи Σ2 и 1( 2,3)i iΣ =  рассматриваются аналогично . 

Пример
Приведем пример уравнения маятникового типа, зависящего от двух суще-

ственных параметров µ = (µ1, µ2), для которого реализуются описанные в теоре-
ме 2 бифуркации . Пусть

2
0 1 1 2 2: 1 sin ( cos ) ( cos ) .± = ± + + + + +  a x v x v x x v x xµ µ µ

Параметры v0, v1, v2 будем считать достаточно малыми по модулю . Имеем
π

±
µ = − µ + = − πµ∫

2
2 2 2

0
( ) ( cos ) 2 ,m a v x dx

π
±
µ = − µ + µ + = µ + µ + µ∫ ∫

2 0
1 1 2 2 1 1 2 2

0
( ) ( cos )exp ( cos ) ( ),

x
a v x v s dsdx k k o

где
2 2

1 2 2 1 2
0 0

exp( sin ) 0, cos exp( sin ) ,k v x dx k v x x v x dx
π π

= − − ≠ = −∫ ∫

π
± −= − −∫ 

2
2 2 sin

0 1 2 1 20 0
( ) [( 1 sin ) 2 ( , , )cos ] ,v xL a v x e v z x v v x dx

где − −= − ∫2 2sin sin
2 1 2 1

0
( , , ) cos

x
v x v sz x v v e v se ds  – непрерывная функция . Так как 

± ±= =0 0( ) ( ) 0,m a a  а при достаточно малых |vj| (j = 0,1,2) ± = 0sgn ( ) 1,L a  то уравне-

ние + −
00 ( )a a  имеет устойчивый (неустойчивый) бесконечно удаленный тройной 

предельный цикл . Сделав замену параметров ε1 = –2πµ2, ε2 = k1µ1 + k2µ2 + o(|µ|), 
получим ± ±

µ µ ε= ε = ε1 2( )( ) , ( ) .m a a  Тем самым, для уравнения ±
µa  на плоскости па-

раметров (ε1, ε2) имеем бифуркационную диаграмму, изображенную на рис .1 и 
описанную в теореме 2 и в замечании к ней .

Заключение
В работе рассмотрены дифференциальные уравнения второго порядка, пра-

вые части которых полиномы второго порядка относительно первой произво-
дной с периодическими коэффициентами . Описаны бифуркации бесконечно 
удаленного тройного предельного цикла . В частности, даны условия рождения 
устойчивых предельных циклов . 
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ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ И ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ В НЕКОТОРЫХ ОБЛАСТЯХ КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

Махина Н.М.
Брянский государственный университет им. ак. И.Г. Петровского 
241036, г. Брянск, ул. Бежицкая, 14, Российская Федерация
Аннотация. В работе рассматриваются интегральные оценки типа Харди-Литтлвуда 
производной аналитической функции через норму самой функции, а также аналогич-
ные оценки градиента функции в многофункциональных пространствах типа Бергмана 
аналитических и гармонических функций. Метод доказательства использует классиче-
ское разбиение Уитни связного открытого множества и позволяет распространить ука-
занные оценки на произвольные области комплексной плоскости в Lp-пространствах 
с весом, представляющим собой степень расстояния до границы области, при всех  
0 < p < +∞.

Ключевые слова: производная аналитической функции, градиент, односвязная область, 
многофункциональные пространства, разбиение Уитни.

ESTIMATES OF DERIVATIVES OF ANALYTIC AND HARMONIC FUNCTIONS 
IN SOME DOMAINS ON THE COMPLEX PLANE

N. Makhina 
Bryansk State University named after Academician Ivan Georgiyevich Petrovsky 
ul. Bezhitskaya 14, 241036 Bryansk, Russian Federation
Abstract. We consider integral estimates of Hardy–Littlewood type of the derivative of an 
analytic function in terms of the norm of the function, and similar estimates for the gradient 
of a function in Bergman type multifunctional spaces of analytic and harmonic functions. The 
method of proof uses the classical Whitney decomposition of a connected open set and allows 
us to extend these estimates for all domains of the complex plane in Lp-spaces with a weight 
representing a distance to the domain boundary for all 0 < p < +∞.

Key words: derivative of an analytic function, gradient, simply connected domain, multifunctional 
spaces, Whitney decomposition.

Задача оценки Lp-нормы аналитической функции через норму её производной 
является хорошо известной задачей теории аналитических функций . Достаточно 
вспомнить классическую теорему Харди-Литтлвуда (см . [9]), решающую данную 
проблему в единичном круге S = {z ∈ C : |z| < 1}: если f – аналитическая функция 
в S, 0 < p < +∞, f(0), β > –1, то при некоторых положительных постоянных c1, c2 
справедливы неравенства

© Махина Н .М ., 2017 .
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β

β+ β

− ≤

≤ − ≤ −′

∫

∫ ∫

1 2

2 2 2

( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ).

p

S
p pp

S S

c f z z dm z

f z z dm z c f z z dm z

В работах российских и зарубежных ученых, например, [1; 8], данная теоре-
ма обобщалась на различные области, отличные от единичного круга . В работах 
автора [5; 6; 7; 11] оценки типа Харди-Литтлвуда рассматриваются в Lp-весовых 
пространствах функций, аналитических и гармонических в односвязных обла-
стях с границей достаточно общего вида, с весом, представляющим собой сте-
пень расстояния до границы . 

В данной статье мы распространяем доказанные ранее результаты на много-
функциональные пространства и получаем оценки сверху n-й производной 
функции, аналитической в произвольной области, через норму самой функции 
при всех 0 < p < +∞. Отметим, что исследования, посвящённые многофункцио-
нальным пространствам, в последнее время ведутся достаточно интенсивно и 
являются динамично развивающимся направлением современного комплексно-
го анализа (см ., например, [10] и литературу там) .

Итак, пусть G – некоторая область на комплексной плоскости C; H(G), h(G) – 
множества аналитических и гармонических функций в G; d(w, ∂G) – расстояние 
от точки w до границы области ∂G . Обозначим также τ ( ),pL G  0 < p < +∞, τ > –1, – 
пространство измеримых функций f из G таких, что

τ ∂ +∞∫ 2( ) ( , ) ( ) < ,p

G

f w d w G dm w

где dm2 – мера Лебега для области G .
Кроме того, пусть τ τ∩( ) = ( ) ( ),p pA G H G L G  τ τ∩( ) = ( ) ( ).p ph G h G L G  .
Далее также обозначаем c . . . (α, β,  . . .) – некоторые положительные постоянные, 

зависящие только от (α, β,  . . .) .
Следующую теорему можно рассматривать как расширение классической те-

оремы Харди-Литтлвуда .
Теорема 1 (см . [5; 11]) . Пусть G – произвольная односвязная область на ком-

плексной плоскости C. Пусть также f ∈ H(G); 0 < p < +∞; τ > –1; n ∈ Z+. Тогда 
справедливо следующее неравенство:

+τ τ∂ ≤ τ ∂∫ ∫( )
2 3 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).

p pn np

G G

f w d w G dm w c n f w d w G dm w

Для градиента гармонической функции 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

( ) = ,u ugradu z
x y

 может быть
 

сформулирован аналогичный результат .
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Теорема 2 (см . [5; 11]) . Пусть G – произвольная односвязная область на ком-
плексной плоскости C. Пусть также τ∈ ( ),pu h G  0 < p < +∞, τ > –1 . Тогда справед-
ливо следующее неравенство:

+τ τ∂ ≤ ∂∫ ∫2 4 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ),
p pp

G G

gradu w d w G dm w c u w d w G dm w

где c4 = c4(τ) – некоторая положительная постоянная.
Приведём теперь некоторые новые оценки производной аналитической функ-

ции и градиента для многофункциональных пространств . 
Для начала сформулируем хорошо известную классическую теорему (см . [4]), 

которая нам понадобится при доказательстве:
Теорема А (разбиение Уитни). Пусть Ω – связное открытое множество на C. 

Тогда существует множество квадратов P = {Q1, Q2,  . . ., Ql,  . . .}, ∅ ≠


0 0
= , ,l mQ Q l m  

таких что Ω


= ,l
l

Q  и ≤ ∂Ω ≤ 1 2( ) ( , ) ( ).l l lc diam Q dist Q c diam Q

Теорема 3. Пусть G – произвольная односвязная область на комплексной  
плоскости C. Пусть также fi ∈ H(G); 0 < pi < +∞; = 1, ,i m  m ≥ 1; n ∈ Z+; τ > –1. 
Тогда справедлива следующая оценка:

+τ+ −

τ τ

∂ ≤

≤ τ ∂ × × ∂

∫

∫ ∫

1( ) ( ) ( 2) 2
21

1
1 2 2

( ) ... ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ... ( ) ( , ) ( ).

p pmn n np m
m

G
p pm

m
G G

f w f w d w G dm w

c n f w d w G dm w f w d w G dm w

Доказательство . Пусть 


= l
l

G Q  – разбиение Уитни множества G, тогда

+τ+ − ∂ =∫ 1( ) ( ) ( 2) 2
21 ( ) ... ( ) ( , ) ( )

p pmn n np m
m

G

f w f w d w G dm w

+τ+ −= ∂ ≤∑∫ 1( ) ( ) ( 2) 2
21 ( ) ... ( ) ( , ) ( )

p pmn n np m
m

l Ql

f w f w d w G dm w

+τ+ −

∈
≤ ∂ ≤∑ 1( ) ( ) ( 2) 2 2

1 ( ) ... ( ) ( , )( ( ))max
p pmn n np m

m l
w Qll

f w f w d w G diam Q

+τ+

∈
≤ ∂ ≤∑ 1( ) ( ) ( 2)

5 1 ( ) ... ( ) ( , )max
p pmn n np m

m
w Qll

c f w f w d w G

+τ+ +τ+

∈ ∈
≤ ∂ ∂ ≤∑ 1( ) ( )2 2

5 1 ( ) ( , )... ( ) ( , )max max
p pmn nnp np

m
w Q w Ql ll

c f w d w G f w d w G
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+τ+ +τ+

∈ ∈
≤ ∂ ∂ ≤∑ ∑

1

1( ) ( )2 2
5 1

1
( ) ( , )... ( ) ( , )max max

m

p pmn nnp np
m

w Q w Ql lml l
c f w d w G f w d w G

+τ+ +τ+≤ ∂ ∂∑ ∑1 1

1

1( ) ( )2 2
5 1 ( ) ( , )... ( ) ( , ),

m

p pmn nnp np
l l m lm lm

l l
c f w d w G f w d w G

где klQ  – соответствующее разбиение Уитни множества Ql, ∈∂ =, 1, .k kl lw Q k m

Далее, обозначим *
klQ  квадрат, имеющий тот же центр, что и ,klQ  но увеличен-

ный в (1 + ε) раз, ε ⊂ *10 < < , .
4 k kl lQ Q

Также пусть ρ − ρ( ) = { : < },k kl lD w w w w
 

ρ ∂ *10 < < ( , ).
2 k kl ldist Q Q

Так как 
+

∂ ρ
π −∫( )

1

( )!( ) = ,
2 ( )k

k

kn
k l n

lD

f wnf w dw
i w w

 то

∈∂ ρ
≤ ≤

π ρ ∂




6( ) ! 1( ) ( ) ( ) ,max2 ( , )k k
k

n
k l k ln nw D l

n cf w f w f w
d w G

где ρ∈∂ .klw D  Итак, ≤
∂





7( ) ( )
( ) .

( , )
k

k
k

p
p ln

k l np
l

c f w
f w

d w G

Но по теореме A * 1( ) < ( ) <1 ( ),
4k kl l ldiam Q diam Q diam Q  то есть

∂ ∂
( , ) ( , ).k kl ld w G d w G  Откуда имеем

+τ+ +τ+∂ ∂ ≤∑ ∑1 1

1

1( ) ( )2 2
1 ( ) ( , )... ( ) ( , )

m

p pmn nnp np
l l m lm lm

l l
f w d w G f w d w G

τ+ τ+≤ ∂ ∂∑ ∑1 1

1

1 2 2
8 1 ( ) ( , )... ( ) ( , ).

m

p pm
l l m lm lm

l l
c f w d w G f w d w G

Пусть теперь ρ ∂′ *10 < < ( , ),
2 k kl ldist Q Q  ρ′ − ρ′ ( ) = { : < },k kl lK w w w w  тогда

 
ρ′ ⊂

*( ) .k kl lK w Q

Так как |fk|p – субгармоническая функция, то при 0 < p < +∞

ρ′

≤ ≤
πρ ∂′ ∫ ∫







9
2 22 2

*(

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
( , ))

k
k

k k

p p p
lk k k

lK w Ql l

cf w f w dm w f w dm w
d w G
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Тогда
τ+ τ+∂ ∂ ≤∑ ∑1 1

1

1 2 2
1 ( ) ( , )... ( ) ( , )

m

p pm
l l m lm lm

l l
f w d w G f w d w G

τ τ≤ ∂ ∂ ≤∑ ∑∫ ∫
1

1

1
10 2 21

* *

( ) ( , ) ( )... ( ) ( , ) ( )
m

m

p pm
m

l lQ Ql l

c f w d w G dm w f w d w G dm w

τ τ≤ ∂ × × ∂∫ ∫1
1 2 2( ) ( , ) ( ) ... ( ) ( , ) ( ).p pm

m
G G

c f w d w G dm w f w d w G dm w

Аналогичная теорема справедлива и для градиента гармонической функции, 
метод доказательства аналогичен доказательству теорем 2, 3:

Теорема 4. Пусть G – произвольная односвязная область на комплексной пло-
скости C. Пусть также τ∈ ( ),pi

iu h G  0 < pi < +∞, = 1, ,i m  m ≥ 1; τ > –1. Тогда спра-
ведлива следующая оценка:

+τ+ − ∂ ≤∫ 1 ( 2) 2
1 2( ) ... ( ) ( , ) ( )

p pm p m
m

G

gradu w gradu w d w G dm w

τ≤ τ ∂ ×∫

1
1 2( ) ( ) ( , ) ( ) ...

p

G

c gradu w d w G dm w

τ× ∂∫ 2( ) ( , ) ( ).
pm

m
G

gradu w d w G dm w

Отметим, что оценки вышеприведенного типа находят широкое применение 
в различных вопросах теории аналитических функций, в том числе построении 
ограниченных проекторов, описании линейных непрерывных функционалов, по-
строении базисов в соответствующих пространствах (см ., например, [2; 3; 10]) .
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ПРОДОЛЬНЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК В КЛАССИЧЕСКОЙ ПЛАЗМЕ  
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДВУХ НЕКОЛЛИНЕАРНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
ВОЛН

Аскерова В.И.,  Латышев А.В.
Московский государственный областной университет, 
105005, Москва, ул. Радио, 10А, Российская Федерация
Аннотация. Проводится анализ нелинейного взаимодействия электромагнитного поля с 
максвелловской бесстолкновительной классической плазмой. В плазме распространяют-
ся две электромагнитные волны. Причём волновой вектор первой электромагнитной вол-
ны направлен вдоль оси х, а волновой вектор второй электромагнитной волны находится 
в плоскости (x, z), и его направление с осью х составляет угол ϕ (ϕ ≠ 0). Для этого слу-
чая найдены формулы для вычисления электрического тока. Оказалось, что нелинейный 
анализ позволяет выявить помимо известного поперечного тока ещё и продольный ток, 
пропорциональный квадрату электрического поля. Рассмотрен случай малых значений 
волновых чисел.

Ключевые слова: уравнение Власова, классическая плазма, поперечный и продольный 
ток, внешние электромагнитные поля.

LONGITUDINAL ELECTRIC CURRENT UNDER THE INFLUENCE  
OF TWO NONCOLLINEAR ELECTROMAGNETIC WAVES IN CLASSICAL 
PLASMA

V. Askerova,  A. Latyshev
Moscow Region State University,  
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation
Abstract. We report an analysis of nonlinear interaction of electromagnetic field with the classical 
Maxwellian collisionless plasma. Two electromagnetic waves propagate in plasma. Moreover, 
the wave vector of the first electromagnetic wave is directed along the x axis. The wave vector 
of the second electromagnetic wave is in the (x, z) plane and its direction makes an angle of  

© Аскерова В .И ., Латышев А .В ., 2017 .
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ϕ, (ϕ ≠ 0) with the x axis. For this case, formulae for calculating the electric current are derived. 
It is found that the nonlinear analysis makes it possible to identify, apart from the known 
transverse current, the longitudinal current, which is proportional to the square of the electric 
field. The case of small values of the wave number is considered.

Key words: Vlasov equation, classical plasma, transverse and longitudinal electric current, 
external electromagnetic waves.

ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время исследование плазмы вызывает большой интерес у науч-

ного сообщества . Существует большое количество работ, посвящённых изуче-
нию плазмы [1–10] . В работах [1–4] изучаются нелинейные эффекты в плазме . 
Классическая плазма рассматривается в работах [5–10] .

В данной работе рассматривается случай бесстолкновительной классической 
плазмы . Аналитически решается кинетическое уравнение Власова . Уточняются, 
как в разложении функции распределения, так и в разложении силы Лоренца 
величины, пропорциональные квадратам векторных потенциалов . 

При подобном ходе исследования оказывается, что электрический ток обладает 
двумя ненулевыми компонентами . Одной из компонент (такой же, как и в линейном 
анализе) является «поперечный» ток . Вторая же компонента – «продольный» ток, 
который ортогонален первой компоненте . Он имеет второй порядок малости отно-
сительно величин напряжённостей составляющих электрического поля . 

Отметим, что частный случай данной проблемы был рассмотрен в работе [5] .

1. Уравнение Власова
Рассмотрим уравнение Власова, описывающее поведение бесстолкновитель-

ной плазмы

 
[ ]1 2 1 2

1 , 0.f f fe
t c
∂ ∂ ∂ + + + + + =  ∂ ∂ ∂

v E E v H H
r p

 (1 .1)

В данном уравнении f – функция распределения электронов плазмы,  
Ej, Hj(j = 1,2) – компоненты электромагнитного поля, c – скорость светa, p = mv − 
импульс электронов, v – скорость электронов, f(0) = feq(r, v) (eq ≡ equilibrium) – ло-
кально равновесное распределение Ферми–Дирака:

( )
1

12( )( , ) 1 exp  1 exp  ( )  ( , ),  eq eq
B

f v P f P
k T

−
− −µ   = + = + −α =      

ε rr r r

где ε = mv2/2 – энергия электронов, µ – химический потенциал электронного 
газа, kB – постоянная Больцмана, T – температура плазмы, P = P/pT – безразмер-
ный импульс электронов, vT – тепловая скорость электронов ( )2 / ,T Bv k T m=

  
α = µ /(kBT) – безразмерный химический потенциал, kB ⋅ T = εT = mvT

2/2 – тепло-
вая кинетическая энергия электронов .

Введём абсолютное распределение Ферми–Дирака:
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( )
1

12
0 0( ) 1 exp  1 exp  ( ). 

B
f v P f P

k T

−
− −µ   = + = + −α =      

ε

Будем полагать, что векторный потенциал Aj(r, t) ортогонален соответству-
ющему вектору kj, то есть kj ⋅ Aj(r, t) = 0, (j = 1,2) . Это означает, что волновой 
вектор kj ортогонален соответствующей составляющей электрического и маг-
нитного поля:

kj ⋅ Ej(r, t) = 0, kj ⋅ Hj(r, t) = 0, j = 1,2 .
Пусть один волновой вектор первой электромагнитной волны направлен 

вдоль оси х, а другой волновой вектор второй электромагнитной волны лежит 
в плоскости (x, z) и его направление составляет угол ϕ с осью х, причём ϕ ≠ 0, то 
есть

k1 = k1 ⋅ (1, 0, 0) и k2 = k2 ⋅ (cosϕ, 0, sinϕ),
E1 = E1 ⋅ exp(i[k1x – ω1t]) ⋅ {0, 1, 0} и

E2 = E2 ⋅ exp(i[k2(xcosϕ – zsinϕ) – ω1t]) ⋅ {0, 1, 0} .
Тогда электрическое и магнитное поля связаны с векторным потенциалом 

следующими равенствами:
1 .j j

j j
i

c t c
∂ ω

= − =
∂
A

E A

Напряжённость магнитного поля имеет следующие значения:
1 2

1 1 2 2
1 2

(0,0,1) , ( sin ,  0,  cos ) .ck ckE E= = − ϕ ϕ
ω ω

H H

Таким образом, векторное произведение равно:

[ ] 1
1 1

1
, ( , ,0),y x

ck E v v= −
ω

v H

[ ] 2
2 2

2
, ( cos , ( cos sin ), sin ).y x z y

ck E v v v v= ϕ − ϕ + ϕ ϕ
ω

v H

C помощью векторного произведения найдём силу Лоренца:

 
( )1 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
x y x

f f fE Ee k v k v k v
p p p

   ∂ ∂ ∂ + ω − + ϕ +   ω ∂ ∂ ω ∂  

 
( )( )2 2 2cos sin sin .x z y

y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ+ ϕ + ϕ ∂ ∂ 
 (1 .2)

Следовательно, уравнение (1 .1) перепишется с учётом (1 .2) в следующем виде:

 
( )1 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  
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( )( )2 2 2cos sin sin 0.x z y

y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ =∂ ∂ 
 (1 .3)

Решение уравнения (1 .3) будем искать в виде

 0 1 2( ) ,f f P f f= + +  (1 .4)

где

 1 1 1 2 2 ,f E E= ϕ + ϕ  (1 .5)

 
2 2

2 1 2 1 2 01 2 .f E E E E= ψ + ψ + ψ  (1 .6)

Здесь

( )1 1 1~exp  ,E i k x t −ω 

{ }( )2 2 2~exp  cos sin ,E i k x z t ϕ − ϕ −ω 

( )2
1 11 ~exp 2  ,E i k x t −ω 

{ }( )2
2 22 ~exp 2  cos sin ,E i k x z t ϕ − ϕ −ω 

{ } { }( )1 2 1 2 2 1 2~exp 2  cos sin   .E E i x k k k z t + ϕ − ϕ − ω +ω 

2. Первое приближение
В данной задаче имеется четыре параметра размерности длины  

λj = vT/ωj и lj = 1/kj . Будем полагать, что как на длинах λj, так и на длинах lj из-
менение энергии электрона под действием соответствующего электрическо-
го поля много меньше тепловой энергии электронов kBT, то есть параметры  
αj = |eEj|vT/(kBTω) и βj = |eEj|vT/(kBTk) являются малыми параметрами . Далее дей-
ствуем методом последовательных приближений, считая, что αj n 1, βj n 1 .

Уравнение (1 .3) с помощью (1 .4) эквивалентно следующим уравнениям:

 
( )1 1 0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  

 
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sinx z y
y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
 (2 .1)

и

 
( )2 2 1 1 11 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  
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( ) 1 1

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fk v v k v
p p

  ∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ  ∂ ∂  
 (2 .2)

Из уравнения (2 .1) получим 

 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 2  cos  sinx x zi i k v E i i k v i k v E− ω + ϕ + − ω + ϕ + ϕ ϕ =

 
( )0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
x y x

f f fE Ee k v k v k v
p p p

   ∂ ∂ ∂= − + ω − + ϕ +   ω ∂ ∂ ω ∂  

 
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
 (2 .3)

Введём безразмерные параметры ,j
j

T Tk v
ω

Ω =
 

,j
j

T

k
q

k
=  где qj – безразмерное 

волновое число, mv
= −  тепловое волновое число . 

В уравнении (2 .3) перейдём к безразмерным параметрам . В итоге получим:

 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2( cos sin )x x zi E q P E q P P ϕ −Ω + ϕ ϕ + ϕ −Ω = 

 
( )0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
T T T x y x

f f fe E Eq P q P q P
k p v P P P

  ∂ ∂ ∂= − + Ω − + ϕ +   Ω ∂ ∂ Ω ∂  

 
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fq P P q P
P P

∂ ∂ + Ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
 (2 .4)

Заметим, что
0 0 0~ , ~ , ~ .x y z
x y z

f f fP P P
P P P
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

Вычисляя правую часть уравнения (2 .4), получим:

 
( )0 0 0

1 1 1 2 cosy x y
x y x

f f fq P q P q P
P P P

 ∂ ∂ ∂+ Ω − + ϕ +  ∂ ∂ ∂ 

 
( )( ) ( )0 0 0

2 2 2 1 2cos sin sin .x z y
y z y

f f fq P P q P
P P P

∂ ∂ ∂+ Ω − ϕ + ϕ + ϕ = Ω +Ω∂ ∂ ∂
 (2 .5)

Перепишем (2 .4) с учётом (2 .5) в следующем виде:

 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2( cos sin )x x zi E q P E q P P ϕ −Ω + ϕ ϕ + ϕ −Ω = 
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( ) 0

1 2 .
T T T y

fe E E
k p v P

∂
= − +

∂
 (2 .6)

Таким образом, первое приближение равно:

 

1 2
1

1 1 2 2
.

( cos sin )T T T x x z

ie E Ef
k p v q P q P P

 
= + −Ω ϕ + ϕ −Ω 

 (2 .7)

3. Второе приближение
Уравнения (1 .3) будем решать во втором приближении . Для этого в левую 

часть уравнения (2 .2) подставим (1 .6) . Получим следующее уравнение:

 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 21 22 2 ( cos sin )x x zE i k v E i k v v E E i    −ω ψ + ϕ + ϕ −ω ψ + − ω +ω +    

 
] ( )1 11

1 2 2 0 1 1 1
1

( ( cos ) sin )x x y x
x y

f fEi v k k k v e k v k v
p p

  ∂ ∂+ + ϕ + ϕ ψ = − + ω − +  ω ∂ ∂  

 
( )( )1 1 12

2 2 2 2
2

cos cos sin sin .y x z y
x y z

f f fE k v k v v k v
p p p

 ∂ ∂ ∂ + ϕ + ω − ϕ + ϕ + ϕ  ω ∂ ∂ ∂  

Перейдя к безразмерным параметрам, будем иметь равенство:

 [ ] [ ] ( )2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 21 2 ( cos sin ) 2( cosx x z xE q P E q P P E E q q P−Ω ψ + ϕ + ϕ −Ω ψ + + ϕ +

 
]

22 2
0 01

2 0 12 2
1 1 1

/
sin )

2
y

z y
T T x x yT

f P fe Eq P q P
k p v P q P P

   ∂ ∂ ∂∂+ ϕ −Ω ψ = − − +   Ω ∂ −Ω ∂   

 ( )
22

0 0 1 22
2 2

2 2 2 1

/
cos sin

y
y

x x z y

f P fE E Eq P
P q P P P

  ∂ ∂ ∂∂
+ − + ×  Ω ∂ ϕ + ϕ −Ω ∂ Ω   

 ( ) ( )
2

0 1 1 0
1 2

2 2 2 2

/
cos sin cos sin

y x
y

x x z x z y

f P q P fq P
P q P P q P P P

  ∂ ∂ Ω − ∂∂
× + +  ∂ ϕ + ϕ −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂   

 

( ) 22 20 01 2
2 2

2 1 1 1 1

cos sin/
,x zy

y
x x x y

q P Pf P fE E q P
P q P q P P

 Ω − ϕ + ϕ ∂ ∂ ∂∂
+ +  Ω ∂ −Ω −Ω ∂  

где Ω = (Ω1 + Ω2)/2 .
Из этого уравнения найдём ψ1, ψ2, и ψ0:

 

2
1

1 2 2 2
1 1 1

( ) ,
2 xT T T

e
k p v q P

Ξ
ψ = − ⋅

Ω −Ω
P

 (3 .1)
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 ( )
2

2
2 2 2 2

2 2 2

( ) ,
2 cos sinx zT T T

e
k p v q P P

Ξ
ψ = − ⋅

Ω ϕ + ϕ −Ω
P

 (3 .2)

 

2
12 21

0 2 2 2
1 2 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) ,
2 2( cos ) sin )x x zT T T

e
k p v qP q q P q P

Ξ Ξψ = − ⋅ ⋅ + ⋅ Ω −Ω Ω + ϕ + ϕ −Ω 

P P  (3 .3)

где

 

2
0 0

1 1 2
1 1

/
( ) ,y

y
x x y

f P f
q P

P q P P
 ∂ ∂ ∂∂

Ξ = − ∂ −Ω ∂ 
P

 ( )
2

0 0
2 2 2

2 2

/
( ) ,

cos sin
y

y
x x z y

f P f
q P

P q P P P
 ∂ ∂ ∂∂

Ξ = − ∂ ϕ + ϕ −Ω ∂ 
P

 ( ) ( )
2

0 1 1 0
12 1 2

2 2 2 2

/
( ) ,

cos sin cos sin
y x

y
x x z x z y

f P q P fq P
P q P P q P P P
 ∂ ∂ Ω − ∂∂

Ξ = + ∂ ϕ + ϕ −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂ 
P

 

( ) 22 20 0
12 1 2

1 1 1 1

cos sin/
( ) .x zy

y
x x x y

q P Pf P fq P
P q P q P P

Ω − ϕ + ϕ ∂ ∂ ∂∂
Ξ = + ∂ −Ω −Ω ∂ 

P

Здесь Ω = (Ω1 + Ω2)/2, q = (q1 + q2)/2 .
При ϕ = 0 получим формулы (3 .1) – (3 .3) из работы [5] .
Таким образом, функция распределения во втором приближении построена и 

определяется равенством (1 .4), в котором функция f1 задаётся формулами (1 .5) и 
(2 .7), а f2 определяется равенствами (1 .6) и (3 .1) – (3 .3) .

4. Плотность электрического тока
Найдём плотность электрического тока

 

3
3

3 3

2 2 .
(2 ) (2 )

T Td p p ve f f d P= =
π π∫ ∫j v P
 

 (4 .1)

Вектор плотности тока имеет две ненулевые компоненты j = (jx, iy, 0), где jx – 
плотность поперечного тока, jy – плотность продольного тока .

Вычислим плотность поперечного тока, которая определяется выражением:

 

3 3 2
3

1 13 3 3

2 2 2 .
(2 ) (2 ) (2 )

TT
y y y y

d p d p p vj e v f e v f f P d P= = =
π π π∫ ∫ ∫
  

 (4 .2)

Поперечный ток направлен вдоль электромагнитного поля, его плотность 
определяется согласно (4 .2) только первым приближением функции распределе-
ния . Второе приближение функции распределения не вносит вклад в плотность 
тока . Таким образом, в явном виде поперечный ток равен:
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2 2
01 2 3

3
1 1 2 2

2
.

(2 ) ( cos sin )
T

y y
T x x z y

ie p fE Ej P d P
k q P q P P P

  ∂
= + π −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂ 

∫


 (4 .3)

Теперь перейдём к исследованию продольного тока . В силу разложения (1 .6) 
продольный ток может быть представлен в виде трёх слагаемых: jx = j1 + j2 + j0, 
где

 

( ) 32 3 11
1 3 2

1 1 1
,

(2 )
xT

T xT

P d PE e p
j

k v q P
Ξ

= −
π Ω −Ω∫

P


 

( ) 32 3 21
2 3 2

2 2 2
,

(2 ) ( cos sin )
xT

T x zT

P d PE e p
j

k v q P P
Ξ

= −
π Ω ϕ + ϕ −Ω∫

P


 

3
1 2 12 21 3

0 3 2
1 2 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) ,
(2 ) 2( cos ) sin )

T
x

T x x zT

E E e p
j P d P

k v qP q q P q P
Ξ Ξ= − ⋅ + ⋅ π Ω −Ω Ω + ϕ + ϕ −Ω 

∫
P P



здесь Ω = (Ω1 + Ω2)/2, q = (q1 + q2)/2 .
Отметим, что j0 = j12 + j21, тогда

 

( )3 121 2 3
12 3 2

1
,

(2 )
T

x
T xT

E E e pj P d P
k v qP

Ξ
= −

π Ω −Ω∫
P



 

( )3 211 2 3
21 3 2

2 1 2 2
.

(2 ) 2( cos ) sin )
T

x
T x zT

E E e pj P d P
k v q q P q P

Ξ
= −

π Ω + ϕ + ϕ −Ω∫
P



Найдём числовую плотность (концентрацию) частиц плазмы, отвечающую 
распределению Ферми-Дирака:

 

2

2

3 3 2 3

0 03 3 2
0

2 8(P) ( ),
(2 ) (2 ) 21

P
T T

P

d p p e P dP kN f l
e

∞ α−

α−

π
= = = α

π π π+∫ ∫
 

где ( )2
0

0

( ) ln 1  .l e d
∞

α−τα = + τ∫
В выражении перед интегралами выделим плазменную (ленгмюровскую)  

частоту 24 /p e N mω = π  и числовую плотность (концентрацию) N . При этом 
числовую плотность выразим через волновое число . Следовательно,

 

3 2

l,tr3 2
0 0

.
(2 ) 16  ( ) 16  ( )

T j p j j

T T TT

p e q e k k
k v p k l l

π Ω
= ⋅ = σ

π π α π α

Здесь Ωp = ωp/(kTvT) = ωp/(mvT
2) – безразмерная плазменная частота, σ1,tr – про-

дольно-поперечная проводимость (σ1,tr = e ⋅ Ωp
2/(pTkT)) .

Составляющие продольного тока могут быть записаны в виде:

 ( )2
l,tr 0 1 2 l,tr 1 12 2 21, ,j j jjj E k J j E E k J k J= σ = σ +  (4 .4)
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где

 

( )2

1 2 3
0 1 1

ln 11 ,
16 ( ) ( )

xP
x

x

e dP
J

l q P

α−∞

−∞

+
=

π α −Ω∫

 

( ) 3
2

2 2
0 2 2 2

1 ,
16 ( )  ( cos sin )

x

x z

P d P
J

l q P P
Ξ

= −
π α Ω ϕ + ϕ −Ω∫

P

 

3
12

12 2
0 1

1 ( ) ,
16 ( )

x

x

P d PJ
l qP

Ξ
= −

π α Ω −Ω∫
P

 

3
21

21 2
0 2 1 2 2

1 ( ) .
16 ( ) 2( cos ) sin )

x

x z

P d PJ
l q q P q P

Ξ
= −

π α Ω + ϕ + ϕ −Ω∫
P

В равенствах (4 .4) величины J1, J2, J12, J21 – безразмерные части плотности про-
дольного тока .

Следовательно, продольная часть тока имеет следующий вид:

 ( )2 2
l,tr 1 1 2 2 1 2 1 12 2 211 2 .xj E k J E k J E E k J k J = σ + + +   (4 .5)

Введём поперечные поля 2( ) / .j jk= −tr
j j jjE E k E k  Теперь равенство (4 .5) можно 

представить в инвариантной форме:

 
( ) ( ) ( )2 2tr tr tr tr

long l,tr 1 1 2 2 1 12 2 211 2 1 2 .J J J J = σ + + +  
j E k E k E E k k

Рассмотрим случай малых значений волнового числа . Из (4 .5) вытекает, что 
при малых значениях волновых чисел для плотности продольного тока полу-
чаем:

 ( )
l,tr 1 2 1 22 2

1 21 23 3
1 2 1 21 2

2 .
8x

k k k kj E E E E
 σ +

= − + + π Ω Ω Ω Ω Ω +Ω 
 (4 .6)

Заключение
В данной работе рассмотрена классическая бесстолкновительная плазма, в ко-

торой в плоскости (x, z) распространяются две волны под углом ϕ друг к другу . 
С помощью метода последовательных приближений аналитически решено урав-
нение Власова . Исследовано влияние нелинейного характера взаимодействия 
электромагнитного поля с бесстолкновительной плазмой . 
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ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ МИКРОСТРУКТУРЫ 
ЖИДКОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ КОМПОЗИТОВ НА ОСНОВЕ 
БОРОСИЛОКСАНА1

Мащенко В.И., Шашкова Ю.О., Соломатин А.C., Беляев В.В.
Московский государственный областной университет, 
105005, г. Москва, ул. Радио, 10А, Российская Федерация
Аннотация. Методами оптической поляризационной микроскопии, спектрофотомерии и 
рефрактометрии исследованы микроструктура и оптические свойства полученных впер-
вые жидкокристаллических композитов (ЖК-композитов) на основе боросилоксана, и не-
матического жидкого кристалла ЖК-1282. При одноосной вытяжке композитов обнару-
жено новое явление формования в матрице боросилоксана микронитей ЖК с длиной до 
нескольких сантиметров. Экспериментально и теоретически охарактеризованы процессы 
образования микронитей и их самопроизвольного разрушения с образованием микро-
капель ЖК. Предложены и экспериментально подтверждены модель наблюдаемых про-
цессов и аналитическое выражение, связывающее длину и радиус сформованной нити с 
размерами капель, образующихся при её разрушении. Материалы на базе исследованных 
ЖК-композитов могут быть использованы в дисплейной технике и оптоэлектронике, на-
пример, в качестве микрорезонаторов и электронно-оптических датчиков.

Ключевые слова: жидкокристаллический композит, нематический жидкий кристалл, 
боросилоксан, микроструктура, оптическая поляризационная микроскопия, математиче-
ское моделирование процессов.

PECULIARITIES OF THE FORMATION OF A MICROSTRUCTURE OF 
BOROSILOXANE LIQUID CRYSTAL COMPOSITES

V. Mashchenko, A. Solomatin, Y. Shashkova, V. Belyaev
Education & Research Lab of Theoretical and Applied Nanotechnology, Moscow Region 
State University, 
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation
Abstract. Using the methods of optical polarization microscopy, spectrophotometry and 
refractometry, we study the microstructure and optical properties of liquid crystal composites (LC 
composites) based on borosiloxane and LCD-1282 nematic liquid crystal that have been obtained 
for the first time. In the uniaxial stretching of composites, a new phenomenon in the formation of 
borosiloxane of microfilaments of liquid crystals in a matrix up to several centimeters in length is 
observed. The formation of microfilaments and their spontaneous destruction with the formation 
of microdroplets of liquid crystals are experimental and theoretically characterized. The model 

1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 16-57-00089Бел_а .
© Мащенко В .И ., Шашкова Ю .О ., Соломатин А .C ., Беляев В .В ., 2017 .
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of observed processes and an analytical expression relating the length and radius of the formed 
filament with the size of the droplets formed during its destruction are proposed and experimentally 
confirmed. Materials based on the investigated LC composites can be used in display technology 
and optoelectronics, for example, as microresonators and electron-optical sensors.

Key words: liquid crystal composite, nematic liquid crystal, borosiloxane, microstructure, optical 
polarization microscopy, mathematical modeling of processes.

Введение
Исследованиями жидких кристаллов (ЖК) занимаются с 1960-х годов . ЖК и 

композиты на их основе (ЖК-композиты) нашли широкое применение в дис-
плейной технике и других устройствах [1–4] . Большое количество работ [1; 5] 
посвящено получению и исследованию ЖК-композитов, где ЖК в виде микро-
капель равномерно диспергированы в инертной среде, например, в полимерной 
матрице . Большое значение придается формированию в таких композитах ми-
кроструктуры, которая обусловила бы получение требуемых макрохарактери-
стик материала или устройства [6; 7; 9; 10] . 

Ввиду широкого развития миниатюризации, микро- и нанотехнологий, на-
ряду с макрохарактеристиками материалов научный и практический интерес 
представляют системы, где отдельная микрокапля или микроучасток поверхно-
сти ЖК используется в качестве функционального элемента микроустройства . 

В качестве инертной среды для размещения капли ЖК часто используются сили-
коновые масла и полимеры ввиду их высокой прозрачности (вследствие аморфности 
структуры), инертности, постоянства параметров в широком интервале температур 
и технологичности . Силиконы обладают показателем преломления около 1,4, что 
меньше показателя преломления большинства традиционных ЖК (обычно более 
1,5) . Они являются отличными электрическими изоляторами, обладают хорошей 
теплопередачей и не являются легковоспламеняющимися, обладают био- и химиче-
ской инертностью, эластичностью, долговечностью и экологичностью .

Боросилоксан (БС) интересен в качестве матрицы ЖК-композита, так как, 
сохраняя все достоинства силиконовых материалов, он обладает уникальными 
механическими свойствами дилатантной жидкости: маслообразной текучестью 
при статической нагрузке и каучукоподобной способностью к растяжению при 
резком воздействии . Получают БС реакцией силоксанов с соединениями бора 
(борангидридом, борной кислотой и др .) .

Целью данной работы является исследование микроструктуры и оптических 
свойств жидкокристаллических композитов на основе боросилоксана .

Экспериментальная часть
В качестве ЖК была использована нематическая смесь ЖК-1282 (TCN = 253,1 K; 

TNI = 335,1 K), которая состоит из алкоксицианбифенилов (80% массовой доли), 
эфира Демуса (16%) и эфира Грея (4%)), производства ФГУП «НИОПИК» (РФ) . 

Боросилоксан получен по методике, адаптированной для данной задачи из па-
тента РФ [10] . 
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Жидкокристаллические композиты были получены с помощью метода фа-
зового разделения индуцированного испарением растворителя SIPS (Solvent-
Induced Phase Separation) . 

Микроскопические снимки сделаны с использованием оптического поляри-
зационного микроскопа – Альтами Полар 3 (РФ) . Для определения показателя 
преломления использован рефрактометр ИРФ-454 (РФ) . УФ-спектры получены 
с помощью спектрофотометра УСФ-1 (РФ) .

Результаты и их обсуждение
Микроструктура и оптические свойства ЖК-композитов
Боросилоксан представляет собой неньютоновскую (дилатантную) жидкость, 

которая при растяжении ведёт себя подобно жевательной резинке, а при отсут-
ствии внешнего напряжения ведёт себя подобно вязкому силиконовому маслу, 
растекаясь по поверхности подложки . 

Для получения ЖК-композита боросилоксан и ЖК в соотношении 1 к 1 рас-
творили в совместном растворителе (этаноле) . Полученный прозрачный гомо-
генный раствор вылили на стекло и высушили в течение нескольких суток при 
комнатной температуре . Далее для полного удаления этилового спирта компо-
зиты досушили в сушильном шкафу при температуре 80 °С .

После удаления растворителя композиты стали мутными, часть жидкого кри-
сталла выделилась в виде капель на поверхность . Микроскопические исследования 
данных образцов показали, что композиты имеют выраженную двухфазную при-
роду, где ЖК-фаза заключена в каплях размером от единиц до сотен микрон (рис . 1) .

Рис. 1. Микроскопический снимок образца ЖК-композита на основе БС и ЖК-1282, 
полученного методом SIPS, в скрещённых поляризаторах .

Интересную волнистую морфологию имеет большая капля . Оптические волни-
стые линии внутри неё, по-видимому, являются так называемыми буджумами . В ка-
плях размером менее 100 мкм наблюдается морфология типа Мальтийского креста .

Далее данный ЖК-композит был подвергнут десятикратной одноосной вы-
тяжке (и в поляризованном микроскопе было обнаружено, что морфология об-
разца значительно изменилась (Рис . 2) . 

Фаза ЖК теперь уже представляла собой не капли, а микрофиламенты, на-
полненные ЖК (Рис 2а) . Но картина не оставалась статичной, а видоизменя-
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лась . Микрофиламнеты с течением времени снова превращались в микрокапли  
(рис . 2б) .

 а б
Рис. 2. ЖК-композит на основе боросилоксана, наполненный ЖК-1282, одноосно 

вытянутый в 10 раз: а) – сразу после вытяжки, б) – 10 мин после вытяжки  
(часть вытянутых объектов уже разделилась на капли или отдельные вытянутые 

объекты, из которых в дальнейшем образуются капли) .

Исследована морфология ЖК-композитов в статике и динамике с помощью 
оптического поляризационного микроскопа . Обнаружено явление образования 
протяжённых вытянутых объектов цилиндрической формы с конусами на кон-
цах, содержащих ЖК в массе боросилоксана в процессе одноосной вытяжки . 
Также обнаружен последовавший за этим эффект дробления данных объектов, 
наполненных ЖК, на капли, названый авторами «эффект хайвэя» за внешнее 
сходство с фотографиями ночного оживленного шоссе (Рис . 2) .

Оказалось, что боросилоксан, благодаря своей способности не липнуть ни к 
рукам, ни к эластичным перчаткам, легко смешивается с ЖК вручную . Данный 
процесс напоминает вытягивание жевательной резинки . Боросилоксан легко на-
сыщается ЖК вплоть до концентрации в 40 масс . % в случае ручного смешения, 
где процессы многократной вытяжки чередуются с перемешиванием (рис . 3) . 

 
Рис. 3. Фотография вытянутого образца БС (сверху) и ЖК-композита  

на основе БС и ЖК-1282 (снизу) .
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Хорошо видно, что исходный боросилоксан является прозрачным материа-
лом, напоминающим силиконовый герметик, в то время как ЖК-композит яв-
ляется молочно-белым . Окраска ЖК-композита, по-видимому, связана с рассе-
янием на границе раздела фаз БС – ЖК, обусловленным разницей в показателях 
преломления . Важно отметить, что способность к вытяжке у БС, наполненного 
40 масс . % ЖК, сохраняется . Данное явление, по-видимому, связано с микро-
структурой композита, где капли ЖК распределены изолированно друг от друга, 
не нарушая целостность боросилоксановой матрицы .

На данный способ получения ЖК-композитов подана заявка на патент РФ 
[11] . На данный момент Федеральным институтом промышленной собствен-
ности уже принято решение о выдаче патента РФ . Такой композит был изучен 
методами поляризационной микроскопии и спектрофотометрии (рис . 4 а, б .) . 
Показано, что с течением времени микрокапли укрупняются за счёт коалес-
ценции, и композит становится менее мутным, по-видимому, за счёт снижения 
количества центров рассеяния, что хорошо видно на зависимостях оптической 
плотности от длины волны . 

Рис. 4а. Микроскопический снимок образца ЖК-композита на основе БС  
и ЖК-1282 сразу после ручного перемешивания (слева), через 2 суток после 

перемешивания (справа) .

Полученный композит также не липнет к резиновым перчаткам и в микроско-
пе имеет структуру швейцарского сыра, где размеры микрокапель изменяются 
во времени вплоть до некоторого равновесного значения . Микроскопические 
исследования в поляризованном свете показали, что исходный БС не обладает 
двулучепреломлением . Наличие двулучепреломления капель ЖК хорошо вид-
но на микрофотографии, сделанной при скрещённых поляризаторах . Капли 
ЖК в БС имеют размер от ~1 мкм до 10 мкм . Таким образом, структура дан-
ного композита является двухфазной, где капли ЖК распределены в матрице  
боросилоксана . 

При помощи рефрактометра ИРФ-454 установлено, что показатель пре-
ломления ЖК-композитов близок к показателю преломления исходного БС  
(см . Таблицу 1) . 
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Рис. 4б. Зависимость оптической плотности D (усл . ед .) образцов ЖК-композитов  
на основе боросилоксана и ЖК-1282 от длины волны λ, нм . %) (1-БС, 2-ЖК-1282, 

3-ЖК-композит, 4-10 минут после формирования, 5-2-е суток) . 

Таблица 1.
Показатели преломления образцов ЖК, боросилоксана  

и ЖК-композита на их основе.

Образец
Показатель  

преломления 
при 25 °С

Расчётная  
концентрация  
ЖК, масс . %

Боросилоксан 1,4051 0
ЖК-1282 1,5084 100
ЖК-композит максимально насыщенный 
(41,2 масс . %) 1,4073 2,13

Расчётное значение (исходя из аддитивного 
закона) 1,4477 41,2

По-видимому, структура композитов такова, что на поверхности постоянно 
присутствует только силиконовый материал, обволакивая и смачивая ЖК во 
внутреннем объёме . Так как показатель преломления материала определяется на 
рефрактометре ИРФ-454 за счёт его приповерхностного слоя, показатель пре-
ломления меняется не сильно . Произведён перерасчёт изменения показателя 
преломления по аддитивному закону . Композит с содержанием ЖК 41,2 масс . % 
имеет показатель преломления на уровне концентрации ЖК в материале 2,13 
масс . % . По-видимому, 2,13% – это то количество ЖК, которое растворяется в 
боросилоксане при комнатной температуре . Следует отметить, что, по литера-
турным данным, растворимость ЖК близкого химического состава в силиконах 
обычно составляет около 4 масс . % [13], что в целом хорошо согласуется с наши-
ми экспериментальными данными .

Описание механизма образования и разрушения микрофиламентов ЖК
Для описания процесса образования цилиндров и капель была предложена 

схема (рис . 5) . 
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Рис. 5. Схема образования вытянутых объектов, наполненных ЖК, в боросилоксановой 
матрице и процессов их деления на капли (слева) . Микрофотографии вытянутого 

образца БС, наполненного ЖК-1282, в скрещённых поляризаторах . Справа сверху – 
видно яркий микрофиламент ЖК в БС, а также выстроенные вдоль одной линии 
микрокапли уже поделившегося более тонкого микрофиламента . Справа снизу – 

процесс деления на капли вытянутого объекта с ЖК .

Изначальное механическое смешивание компонентов приводит к 
формированию в объёме БС капель ЖК . Далее, за счёт прикладываемого к 
композиту механического воздействия – одноосного растяжения, капли сильно 
вытягиваются, становясь длинными нитевидными объектами (цилиндрами с 
заострёнными конусами на концах) .

Далее, когда механическое воздействие прекращается, БС перестаёт вести себя 
подобно эластомеру и превращается в вязкую жидкость . Начинает проявляться 
известный эффект деления растянутой капли внутри другой, несмешиваемой с 
ней, жидкости [14] . Однако обычно не удавалось получить длину таких нитей 
до нескольких сантиметров . Практически длина вытянутой нити ЖК равна 
длине всего вытянутого объекта . В нашем случае до 10 и более сантиметров при 
толщине нити около 2–10 мкм .

В нашем случае имеет место ранее не описанный в литературе эффект 
множественного деления на капли . Отсутствие упоминаний о таком эффекте 
в литературе обусловлено тем, что обычно каплю жидкости либо вытягивают 
и она заполняет образованный цилиндр в резине, или при вытяжке не удаётся 
растянуть жидкость столь многократно [14] .

Образец сразу после вытяжки имеет структуру, в которой присутствуют и 
длинные цилиндры, наполненные ЖК, и микрокапли . Следует отметить, что 
чем тоньше исходный образовавшийся вытянутый объект, тем быстрее он 
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распадается на капли . Так, для наиболее тонких объектов (менее 10 мкм) данный 
распад занимает около 10 минут, для объектов более толстых (50 и более мкм) 
окончательное оформление свободных капель из цилиндра занимает до суток .

Процесс разделения происходит по следующим стадиям:
1 . Появление мест с большей и меньшей толщиной в вытянутом объекте .
2 . Деление вытянутого объекта на двухсторонние конусовидные объекты 

(линзовидные двояковыпуклые), заострённые на концах и имеющие 
максимальный диаметр обычно в середине такого объекта .

3 . Превращение последнего объекта в каплю .
Спустя несколько минут все цилиндры превращаются в капли за счёт эффекта 

деления “pinch-off ” . Также такое явление имеет название как мосты жидкости, 
возникающие, например, между песчинками в мокром песке . 

Повторение вышеозначенных процедур приводит к отсутствию в образце 
крупных капель . Остаются только капли микронных размеров и менее . Известно, 
что оптический микроскоп позволяет достаточно точно определять размеры 
объектов микронных и менее размеров, поэтому определить размеры более 
мелких капель микроскопически не представляется возможным . 

Показано, что вытянутый объект распадается на капли различного диаметра, 
причём диаметр образовавшейся капли обычно больше, чем диаметр исходного 
цилиндра от 1,15 раз до 5 раз .

Математическая модель деления нитей на капли
Для математического анализа наблюдаемых процессов были сделаны 

следующие допущения:
1 . Исходный вытянутый объект (нить) представлен как бесконечный 

цилиндр . Данное допущение можно сделать, так как длины экспериментальных 
вытянутых объектов значительно превосходят их радиус . Обычно длина порядка 
1–10 см, а толщина 1–10 мкм . То есть длины объектов больше их толщин на 3–4 
порядка .

2 . Для моделирования выбрана часть данного цилиндра, ограниченная 
плоскими основаниями . Таким образом, экспериментально определив радиус 
r и длину L данного цилиндра, мы находим его объём Vцил . Вкладом боковых 
оснований пренебрегаем, по причине, описанной в п . 1 .

 
2 .V r L= πцил  (1)

3 . Так как количество вещества (ЖК) в цилиндре остаётся постоянным при 
делении его на капли, то, соответственно, объёмы исходного цилиндра Vцил. и 
образованных из него капель Vсф равны . Также допускаем, что образующиеся 
капли имеют одинаковый радиус R, а их количество составляет n штук .

 V V n=цил сф  (2)

 
2 34

3
r L R nπ = π  (3)
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2

3

3 .
4
r Ln =
R

 (4)

4 . Здесь мы также пренебрегаем вкладом в процесс возможного временного 
или постоянного растворения ЖК в БС в процессе вытяжки, а также процессом 
высаживания из раствора ЖК (фазового разделения в растворе ЖК-БС) при 
снятии вытягивающего напряжения . Предполагается, что силиконовая матрица 
уже представляет собой гомогенный 2,13% раствор ЖК в ней, что определено 
рефрактометрическим методом .

5 . С точки зрения термодинамики система стремится к равновесию, то есть 
изменение свободной энергии системы меньше нуля . Объект в виде капли 
более термодинамически устойчив, чем в виде цилиндра, поэтому и происходит 
самопроизвольное образование капель из вытянутого объекта . Вкладом боковых 
оснований цилиндра в значение площади также пренебрегаем, по причине, 
описанной в п .1 .

 . . 2F S prL= σ × = σ ×цил бок.пов.цил  (5)

 4 2F = S = R Lσ⋅ σ ⋅ πсф. пов.сф.  (6)

 ,F < Fсф цил  (7)

где Fсф. – свободная поверхностная энергия капли, Fцил. – свободная поверхност-
ная энергия цилиндра, Sбок .пов .цил . – площадь боковой поверхности цилиндра,  
Sпов .сф . – площадь поверхности сферы, σ – поверхностное натяжение на границе 
ЖК – боросилоксан .

6 . Путём простых математических преобразований приходим к выражению: 

 

32 1
2

rF F F RL
R

 ∆ = − = σπ −  сф цил  (8)

droplet filament
32 1 ,
2

rF F F RL
R

 ∆ = − = σπ − 
 

из которого следует, что радиус образовавшихся капель должен быть как мини-
мум в 1,5 раза больше радиуса исходного цилиндра .

 

3 .
2

R > r  (9)

Как было показано выше, сравнение с экспериментом показало, что действи-
тельно радиус капель больше радиуса исходного цилиндра, однако капли, об-
разующиеся из исходного вытянутого объекта, имеют обычно различные ради-
усы, отличающиеся от исходного радиуса цилиндра на величину от 1,15 до 5 раз . 
Обычной является ситуация, когда цилиндр распадается на несколько малень-
ких капель, радиус которых в 1,5 раза больше радиуса цилиндра, и меньшее ко-
личество больших капель в 3–5 раз большего радиуса .
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Выводы
Методом оптической поляризационной микроскопии исследованы новые 

ЖК-композиты на основе боросилоксана, обладающие свойствами дилатант-
ной жидкости и нематического жидкого кристалла ЖК-1282 . Показано, что при 
одноосной вытяжке ЖК-композитов происходят процессы образования цилин-
дров, наполненных ЖК, с последующим их делением на капли . Предложена фе-
менологическая модель данного процесса и аналитическое выражение, связыва-
ющее радиус, образующихся из цилиндра капель R, с его исходными длиной и 
радиусом . В работе впервые достигнута высокая стабильность радиуса цилин-
дра, заполненного ЖК, на всём его протяжении .

Материалы на базе исследованных ЖК-композитов могут быть использованы 
в дисплейной технике и оптоэлектронике, например, в качестве волоконно-оп-
тических датчиков, а также при разработке новых устройств для биосовмести-
мой наноэлектроники .

*     *     *
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, грант №16-57-00089_Бел_а.
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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЭФФЕКТЫ ВО ВТОРОЙ ЗАДАЧЕ СТОКСА

Дудко В.В.1, Юшканов А.А.2
1 Московский государственный технический университет им. Н.Э.Баумана, 
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2 Московский государственный областной университет, 

105005, Москва, ул. Радио, д. 10а, Российская Федерация
Аннотация. Рассматривается вторая задача Стокса о поведении разреженного газа, за-
полняющего полупространство, когда ограничивающая полупространство плоскость 
совершает гармонические колебания в своей плоскости. Используются уравнения ме-
ханики сплошной среды в режиме со скольжением. Показано, что в квадратичном 
по скорости стенки приближении в газе имеют место температурные эффекты. При 
этом возникает перепад температуры между поверхностью тела и средой вдали от  
поверхности.

Ключевые слова: вторая задача Стокса, нелинейность, перепад температуры.

TEMPERATURE EFFECTS IN STOKES’ SECOND PROBLEM

V. Dudko1, A. Yushkanov2

1 Bauman Moscow State Technical University, 
ul. 2-ya Baumanskaya 5, 105005 Moscow, Russian Federation

2 Moscow Region State University, 
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation

Abstract. We consider Stokes’s second problem in relation to the behavior of a rarefied gas 
filling a half-space, when the plane limiting the half-space performs harmonic oscillations in its 
own plane. Equations of continuum mechanics in the slip regime are used. It is shown that the 
approximation that is quadratic in the wall velocity is characterized by temperature effects in a 
gas due to the influence of viscous dissipation. In this case, there is a temperature drop between 
the body surface and the gas away from the surface.

Key words: Stokes’s second problem, nonlinearity, temperature drop.

История задачи о поведении газа и жидкости над стенкой, колеблющейся в 
своей плоскости, начинается с работы Дж . Г . Стокса [1] . Эту задачу обычно на-
зывают второй задачей Стокса .

Вторая задача Стокса в последние годы является предметом многочисленных 
исследований [2–9] . Это обусловлено развитием современных технологий, в 
частности, нанотехнологий .

© Дудко В .В ., Юшканов А .А ., 2017 .
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Для различного рода течений среды вторая задача Стокса изучалась в [2], в [3] 
исследовались различные явления трения, сопровождающие данный процесс . В 
работе [4] проведён анализ ряда приложений этой задачи .

В [5] рассмотрен пример практического применения колебательной системы, 
подобной рассматриваемой задаче, в области нанотехнологий .

В [6] вторая задача Стокса рассматривалась в гидродинамическом приближе-
нии в режиме со скольжением .

В экспериментах [7] изучался поток газа, создаваемый механическим резо-
натором при различных частотах колебания . Для случая низких частот задача 
решена на основе уравнения Навье-Стокса . В случае произвольных скоростей 
колебаний поверхности использовались численные методы на основе кинети-
ческого уравнения с интегралом столкновений в форме БГК (Бхатнагар, Гросс, 
Крук) .

В газах с использованием кинетических уравнений вторая задача Стокса рас-
сматривалась в работах [7–11] .

Работа [8] посвящена применению численных методов к решению второй за-
дачи Стокса в кинетическом подходе . В работе [9] для решения задачи использо-
вался моментный метод решения кинетического уравнения .

В работах [10] и [11] дано аналитическое решение второй задачи Стокса для 
разреженного газа . При этом использовалось модельное кинетическое уравне-
ние Больцмана с интегралом столкновений в форме БГК . В [10] задача решалась 
с диффузными граничными условиями . Показано, что результаты работ [8] и [9] 
весьма близки с результатами, полученными из аналитического решения [10] . 
Обобщение полученных результатов на случай граничных условий Черчиньяни 
дано в работе [10] .

В настоящей работе показано, что при учете нелинейных эффектов во второй 
задаче Стокса возникают температурные эффекты . Ранее эта задача без учёта 
изотермического скольжения и скачка температуры была рассмотрена в [12] .

Пусть среда, состоящая из разреженного газа, занимает полупространство 
x > 0 над плоской твёрдой поверхностью, лежащей в плоскости x = 0 . Поверхность 
(y, z) совершает гармонические колебания вдоль оси y по закону us(t) = u0cos(ωt) . 
Требуется найти разность температур (перепад температуры) между темпера-
турой стенки и температурой среды вдали от стенки, которая возникает вслед-
ствие колебательного движения стенки .

Будем рассматривать случай малых чисел Кнудсена . Для рассматриваемой за-
дачи это соответствует случаю низких частот . Как показано в [6], это равносиль-
но условию

ν
ω

λ
 2  .

Здесь ν – коэффициент кинематической вязкости, λ – средняя длина свобод-
ного пробега молекул в газе .

При выполнении этого условия для решения задачи возможно использование 
уравнений гидродинамики .
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Кроме того, будем считать, что скорость движения стенки много меньше те-
пловой скорости молекул газа . При этом возникает малый параметр 

ε = u0/vT  1, где =
2

T
kTv
m

 – тепловая скорость молекул газа .

При наличии малого параметра ε задачу можно решать методом последова-
тельных приближений .

В линейном приближении по ε задача становится изотермической и изобари-
ческой [13] . При этом скорость газа имеет одну компоненту, совпадающую по 
направлению с направлением колебаний стенки . В нашем случае это ось y . То 
есть скорость газа можно представить как u = uy(t, x) .

Согласно [13], поле скоростей находится из уравнения: 

 

∂ ∂
= ν

∂ ∂

2

2 . u u
t x

 (1)

Граничное условие формулируется из того условия, что стенка совершает, как 
уже указывалось, гармонические колебания в своей плоскости . С учётом эффек-
та изотермического скольжения, граничное условие на стенке имеет следующий 
вид [14]:

 
( )

=

∂ = ω + λ  ∂
0  

0 

,0 .m
x

uu t u cos t c
x

 (2)

Скорость стенки можно представить в виде:

 ( ) ( )− ω= ω =0 0 .i t
su t u cos t Re u e

Здесь u0 – амплитуда скорости колебания стенки .
Решение уравнения (1) удобно искать в комплексной форме:

 ( )− ω += 1 . i t k xu Re ae  (3)

При этом для величины k1 из уравнения (3) получаем [9, 13]:

( ) ( )ω ω ω
= − = − = − =

ν ν ν
1 1 1 ,   .

2 2
ik i k i k

Для величины a с учётом граничного условия (2) имеем:

= = =
+ λ + λ

0
0 0 0

1 1

1,   .
1 1m m

ua a u a
c k c k

Следовательно, решение уравнения (1) имеет вид:

 u = u0 Re (a0 exp(−iωt + k1x)) = u0 Re (a0 exp[i(kx − ωt) − kx]). (4)

В линейном приближении по ε температура газа постоянна и уравнение те-
плопроводности удовлетворяется автоматически . В квадратичном приближе-
нии по ε уравнение теплопроводности становится неоднородным [13]:
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2

. p
T uc T
t x

∂ ∂ ρ = ∆ +η ∂ ∂ 
  (5)

Здесь  – коэффициент теплопроводности газа, η – коэффициент динамиче-
ской вязкости, ρ – плотность газа, cp – теплоёмкость при постоянном давлении, 
u − полученное в линейном приближении решение (4) .

Производная функции u (решение (4)) равна:

( ) ( ) ( ) ( )− ω − − + ω −∂  = − − + ∂
0        *

0 01 1 .
2

i kx t kx i kx t kxu u k a i e a i e
x

Здесь звёздочка означает комплексное сопряжение . 
Квадрат производной имеет вид:

 

( ) ( )

( ) ( )

ω − − + ω −−

ω − − + ω −
−

∂   = − + =    ∂
 −

= − 
 

2 2 2 20 2  –  2 2   2  2 2 *2
0 00

2  –  2 2   22 *22 002 2   2
00

4 2 2
4

. 
2

i kx t kx i kx t kxkx

i kx t kx i kx t kx
kx

u u k a e ia e ia e
x

a e a eu k a e i  (6)

При этом первое слагаемое в квадратных скобках является константой по 
времени . С учётом (6) неоднородное уравнение теплопроводности (5) примет 
следующий вид:

 

( ) ( )2     2 2    22 *22 002 2   2
00 .

2

i kx t kx i kx t kx
kx

p
T a e a ec T u k a e i
t

− ω − − + ω −
−

 ∂ −
ρ = ∆ +η − 
∂   

  (7)

Граничное условие для температуры на поверхности с учётом скачка темпера-
туры имеет вид [14]:

 
( )

=

∂ = + λ  ∂ 0

0 . S t
x

TT T K
x

 (8)

Здесь Kt — коэффициент скачка температуры, Ts — температура поверхности . 
Структура частного решения неоднородного уравнения (7) имеет вид, опре-

деляемый формой (6) этой самой неоднородности:

 
( ) ( )− ω − − + ω −−

∞= + + +2     2 2    2  2 *
0 1 1 .i kx t kx i kx t kxkxT T T e T e T e  (9)

В настоящей работе нас будет интересовать не зависящий от времени перепад 
между температурой поверхности и температурой газа вдали от поверхности . 
Не зависящее от времени распределение температуры газа описывают два пер-
вых слагаемых решения (9) .

Подставляя выражение (9) в уравнение (7) и граничное условие (8), получаем:

 = − η 22 2 2
0 0 04 ,k T k a u

 ∞ + = − λ0 02 .tT T Ts K k T

Отсюда находим:
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2 2
0 0

0 .
4

a u
T

η
= −



 
( )

2 2
0 0 1 2 .
4

t
a u

T Ts K k∞
η

− = − λ


Отсюда следует, что разность температур между температурой поверхности и 
температурой вдали от стенки, (т .е . величина перепада температуры δT) равна:

 

( ) ( )
( )

2 2 2
0 0 0

2 2 2 2

1 2
1 2 .

4 4 1

t
t

m m

a u u K k
T T Ts K k

c k c k
∞

η η − λ
δ = − = − λ =

 + λ + λ
 

 
 (10)

Был рассмотрен случай газовой среды . Полученные в работе результаты оста-
ются справедливыми и для жидкой среды . При этом надо учесть, что в жидко-
сти отсутствуют изотермическое скольжение и скачок температуры, то есть ко-
эффициенты скачка температуры и изотермического скольжения равны нулю . 
Формально переход к случаю жидкости осуществляется как предел λ → 0 . При 
этом из (10) получаем:

 

2
0 .

4
liquid

uT η
δ =



Заключение
В работе рассмотрена вторая задача Стокса о поведении газа над колеблющей-

ся непроницаемой поверхностью . Показано, что в квадратичном приближении 
по амплитуде скорости колебания задача утрачивает изотермический характер . 
Вблизи поверхности газа возникает неоднородный профиль температуры . При 
этом между поверхностью и объемом газа возникает постоянная разность тем-
пературы (перепад температуры) . Задача рассмотрена в гидродинамическом 
приближении в режиме со скольжением .
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ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ МИКРОСТРУКТУРЫ И ОПТИЧЕСКИЕ 
СВОЙСТВА ЖИДКОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ КОМПОЗИТНЫХ ТВИСТ-ЯЧЕЕК1

Соломатин А.C., Мащенко В.И., Шашкова Ю.О., Беляев В.В.
Московский государственный областной университет, 
учебно-научная лаборатория теоретической и прикладной нанотехнологии, 
105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10А, Российская Федерация 
Аннотация В данной работе предложен способ формирования твист-структур в объектах 
микронных размеров с использованием явления образования капиллярных мостов жид-
кости в композитных материалах на основе поликапролактона и нематического жидкого 
кристалла 4-циано-4’-N-гептилбифенил (7ЦБ). Проведено теоретическое моделирование 
оптических характеристик в микро-твист-объектах.

Ключевые слова: жидкокристаллический оптически анизотропный композит, твист-
структуры, домены ЖК, моделирование оптических свойств, поликапролактон, 4-циано-
4’-N-гептилбифенил, 7ЦБ.

FORMATION AND OPTICAL PROPERTIES OF TWIST STRUCTURES  
IN A NEMATIC LIQUID CRYSTAL COMPOSITE

A. Solomatin, V. Mashchenko, Yu. Shashkova, V. Belyaev
Education & Research Lab of Theoretical and Applied Nanotechnology, Moscow Region 
State University, 
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation
Abstract. А method for the formation of twist structures in objects of micron size using the 
phenomenon of the formation of capillary fluid bridges in composite materials based on 
polycaprolactone (PCL) and a nematic liquid crystal 4-cyano-4’-N-heptylbiphenyl (7CB) is 
proposed. Theoretical modeling of optical characteristics in micro-twist objects is carried out.

Key words: liquid crystal optically anisotropic composite, polycaprolactone, 4-cyano-4’-N-
heptylbiphenyl, 7CB, LC domains, optical properties simulation.

Введение
Разработки, связанные с формированием твист-структур в нематических 

жидких кристаллах, представляют практический интерес для создания раз-
личных электрооптических устройств, дисплейной техники и электроники [1] . 
Направление на миниатюризацию электронных устройств ставит задачи по 
уменьшению размеров устройств до микро- и нано- уровней [2] . Одной из таких 

1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 16-57-00089Бел_а, и гранта 
Президента № МК-7359 .2016 .9 .

© Ройтенберг В .Ш ., 2017 .
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задач современной прикладной науки является уменьшение размера рабочего 
пикселя для повышения разрешения оптических устройств [1; 2] .

Целью данной работы является разработка способа формирования твист-
микроструктур в ЖК-композитах и теоретическое моделирование их оптиче-
ских характеристик .

Экспериментальная часть
В качестве матрицы ЖК-композита использован (рис .  1) поликапролактон, 

Тпл . = 60 °C .

Рис. 1. Поликапролактон .

В качестве ЖК был использован (рис . 2) нематический ЖК 4-циано-4’-N-
гептилбифенил (7ЦБ), TCN = 28оС, TNI = 42оС . 

Рис. 2. Нематический ЖК 4-циано-4’-N-гептилбифенил (7ЦБ) .

ЖК-композиты были получены с помощью оригинального метода с использо-
ванием явления образования Рэлеевских мостов жидкости . Поликапролактон рас-
плавляли и помещали в его объём микрокаплю 7CB . Далее, сочетая одноосные и тор-
сионные деформации, формировали полимерную композитную нить . ЖК-композит 
фиксировали охлаждением поликапролактона до комнатной температуры . 

Микроскопические снимки сделаны с использованием оптического поляриза-
ционного микроскопа – Альтами Полар 3 (РФ) . Исследовали общий вид цилин-
дрической нити сбоку и срезы, перпендикулярные продольной оси нити .

Для моделирования оптических свойств использовали программы, предо-
ставленные группой разработки программного обеспечения Учебно-научной 
лаборатории теоретической и прикладной нанотехнологии МГОУ .

Результаты и их обсуждение
Микроскопические исследования ЖК-композитов
Микроскопические исследования в скрещенных поляризаторах показали, что 

образец композита представляет собой полимерную нить, включающую протя-
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жённый микроцилиндр с 7CB . Исследования в проходящем свете показали, что 
поперечное сечение нити имеет внутреннее отверстие овальной формы (рис . 3) . 

Двулучепреломление различной интенсивности наблюдается как в полимер-
ном образце (за счёт кристаллической структуры полимера), так и в цилиндре, 
наполненном ЖК . 

Рис. 3. Микроскопические снимки в скрещённых поляризаторах образца  
ЖК-композита . Поперечное сечение . Цена деления составляет 10 мкм .

Неоднородные композитные структуры, формирующие твист-ячейку
Как было показано выше, получены экспериментальные (оптические) данные 

о пропускании поляризованного света через вышеописанную пространственно 
неоднородную оптически анизотропную среду при скрещённых поляризаторах .

На основании полученных экспериментальных результатов можно предло-
жить способ изготовления твист-структуры .

Следует изготавливать короткую (длиной меньше 1 мм) композитную нить, 
содержащую, в соответствии с экспериментальными результатами, тонкий ЖК 
цилиндр . Он, по всей видимости, имеет поперечное сечение, схематически по-
добное изображенному на рис . 4 .

Рис. 4. Поперечное сечение ЖК цилиндра .
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Затем один её конец следует повернуть на π/2 . В результате при прохождении 
луча света вдоль ЖК цилиндра будет происходить поворот плоскости поляри-
зации, как в 90º твист-ячейке .

Угол наклона директора ЖК к направлению прохождения луча отсчитывается 
как на рис . 5 .

Рис. 5. Угол наклона директора ЖК к направлению прохождения луча  
отсчитывается от нормали к лучу, то есть от торца цилиндра .

Угол наклона зависит от удлинения при вытягивании . Если задать градиент 
относительного удлинения при вытягивании, то есть различные участки компо-
зитной нити вытягивать различно, то цилиндрическая ЖК ячейка внутри нити 
будет аналогична рассмотренным в работах [3–7] ячейкам ЖК с неоднородным 
распределением директора (рис . 6) .

Рис. 6. Нематические жидкокристаллические структуры с неоднородным 
распределением директора, рассмотренные в [3–7] .

На рис . 7 изображена предлагаемая в данной работе ЖК структура . Она пред-
ставляет собой матрицу из цилиндрических пор с нитями вышеописанного  
композита в них и затем, последовательно по ходу луча, микролинзы ЖК, опи-
санные в [8] . Этот упорядоченный блок ЖК микролинз и твист-ячеек устанав-
ливается перед матрицей фотоэлементов цифрового фотоаппарата на заранее 
определённом (толщина прозрачного слоя между матрицей линз и матрицей 
фотоэлементов) расстоянии, выбранном с учетом фокусного расстояния микро-
линз . Фотоэлементы стоят по осям микролинз, образуя матрицу с такими же 
пространственными характеристиками .

Отмеченную в ходе эксперимента склонность цилиндрической ЖК структуры 
дробиться на капли большего диаметра можно нейтрализовать, если диаметр 
поры близок к диаметру ЖК цилиндра . Также можно добавить в композит по-
верхностно-активные вещества, что воспрепятствует формированию мелких 
капель, так как тогда свободная поверхностная энергия ансамбля капель будет 
больше, чем у цилиндра .
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Рис. 7. обозначения: 1 – прозрачный слой сверху (перед матрицей твист-ячеек  
и микролинз); 2 – непрозрачный слой, содержащий блок твист-ячеек и микролинз 

(цилиндрические поры, заполненные ЖК); 3 – прозрачный слой, отделяющий 
микролинзы от фотоэлементов . Фотоэлементы не показаны на рисунке .  

Свет падает сверху вниз .

Будем в дальнейшем называть торец цилиндрической поры в матрице на 
рис . 7 подложкой ячейки .

Если направление директора на фронтальной подложке ЖК-ячейки, поме-
щённой между поляризатором и параллельным ему анализатором, совпадает с 
осью поляризатора, то интенсивность I света, прошедшего через ячейку толщи-
ной L будет равна [9]:

 

( )ϕ +
=

+

2 2

2

1
,

1

tsin q
I

q
 (1)

где φt – угол закрутки твиста, а q = πL Δn/λφ . Для 90º твист-эффекта φt = π/2 .
Интенсивность пропускания I является осциллирующей функцией параметра 

L/λ . На рис . 8 приведены распределения углов по толщине в твист-ячейке в за-
висимости от приложенного поля .

Рис. 8. Твист-эффект в НЖК . Молекулярная ориентация: а) в отсутствии поля;  
б) при U≥Uп ; в) при U>>Uп ; г) зависимость углов θ и φ от толщины, где под номером 1  
при поле меньше порогового, а под номерами от 2 до 7 при поле, возрастающем до 4Uп  .
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Как показано на рис . 8, при отсутствии поля распределение углов по толщине 
ячейки можно считать линейным, в том числе для случая K33/K11=1 будет линей-
ным и распределение угла θ по толщине ячейки . 

Исходя из того, что

 

π ∆
=

λϕt

d nq  (2)

и в то же время разность фазовых задержек

 

π ∆
∆Φ =

λ
2 ,d n  (3)

получим

 

∆Φ
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ϕ
,

2 t
q  (4)
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Следовательно, можно рассчитать по формуле (1) интенсивность пропуска-
ния в параллельных поляризаторах для различных пространственных распреде-
лений полярного угла наклона директора .

Симметричная твист-гибридная ячейка (STH)
На рис .  9 показана для STH, то есть твист-гибридной ячейки ЖК с симме-

тричными приповерхностными углами θ и толщиной ЖК слоя L, зависимость 
интенсивности пропускания I при параллельных поляризаторах от приповерх-
ностных углов и толщины слоя ЖК . no=1,5, ne=1,6, длина волны света 0,63 мкм, 
угол закрутки твиста 90°, плоскость поляризации входящего луча света совпада-
ет с директором ЖК на входной поверхности ЖК ячейки .

Симметричная твист-сплей ячейка (STS)
На рис . 10 показана для STS, то есть твист-сплей ячейки ЖК с симметричны-

ми приповерхностными углами θ и толщиной ЖК слоя L, зависимость интен-
сивности пропускания I при параллельных поляризаторах от приповерхност-
ных углов и толщины слоя ЖК . no = 1,5, ne = 1,6, длина волны света 0,63 мкм, угол 
закрутки твиста 90°, плоскость поляризации входящего луча света совпадает с 
директором ЖК на входной поверхности ЖК ячейки .

Симметричная твист-бенд ячейка (STB)
На рис . 11 показана для STB, то есть твист-бенд ячейки ЖК с симметричными 

приповерхностными углами θ и толщиной ЖК слоя L, зависимость интенсив-
ности пропускания I при параллельных поляризаторах от приповерхностных 
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Рис. 9. Для STH, то есть твист-гибридной ячейки ЖК с симметричными 
приповерхностными углами, зависимость интенсивности пропускания I при 

параллельных поляризаторах от приповерхностных углов θ и толщины L слоя ЖК .

Рис. 10. Для STS, то есть твист-сплей ячейки ЖК с симметричными 
приповерхностными углами, зависимость интенсивности пропускания I при 

параллельных поляризаторах от приповерхностных углов θ и толщины L слоя ЖК .
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углов и толщины слоя ЖК no = 1,5, ne = 1,6, длина волны света 0,63 мкм, угол 
закрутки твиста 90°, плоскость поляризации входящего луча света совпадает с 
директором ЖК на входной поверхности ЖК ячейки .

Рис . 11 . Для STB, то есть твист-бенд ячейки ЖК с симметричными приповерхностными 
углами, зависимость интенсивности пропускания I при параллельных поляризаторах 

от приповерхностных углов θ и толщины L слоя ЖК .

Выводы
Методом оптической поляризационной микроскопии исследованы новые ЖК-

композиты с использованием явления образования Рэлеевских мостов жидкости в 
композитных материалах на основе полимера и нематического жидкого кристалла . 

Материалы на базе исследованных ЖК-композитов могут быть использованы 
в дисплейной технике и оптоэлектронике, например, в качестве волоконно-оп-
тических датчиков, а также при разработке новых устройств для биосовмести-
мой наноэлектроники .

Разработана методика и смоделированы оптические свойства ячеек ЖК, актуаль-
ных для элементной базы средств приема, отображения и обработки информации .

Предложен метод расчёта и выполнена теоретическая и компьютерная модель 
зависимости интенсивности пропускания от ориентационных параметров ЖК-
композитной ячейки .

*     *     *
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, грант №16-57-00089_Бел_а.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
АНИЗОТРОПИИ ЛИСТОВЫХ ПРОКАТНЫХ МАТЕРИАЛОВ  
ИЗ АЛЮМИНИЕВЫХ СПЛАВОВ

Костиков И.Е., Кузнецов Е.Е., Матченко Н.М.
Тульский государственный университет 
300012, г. Тула, пр. Ленина, 92, Российская Федерация
Аннотация. В процессе анализа анизотропии пластических свойств листовых прокатных 
алюминиевых сплавов используется условие пластичности Мизеса-Хилла [2]. Данное 
условие часто применяют в проектировании процессов обработки листовых металлов 
давлением. В статье таблично приведены результаты вычисления показателей совмест-
ности, экспериментально определённых механических характеристик для алюминиевых 
сплавов, которые имеют отклонения, превышающие точность эксперимента, из-за непод-
чинения материала условию пластичности Мизеса [3] и ассоциированному с ним закону 
пластического деформирования. 

Ключевые слова: прокатный материал, анизотропия, пластичность, эксперименты.

EXPERIMENTAL STUDY OF PLASTIC ANISOTROPY OF SHEET-ROLLED 
ALUMINUM ALLOY MATERIALS 

I. Kostikov, Е. Kuznetsov, N. Mattchenko
Tula State University 
prosp. Lenina 92, 300012 Tula, Russian Federation
Abstract. We analyze and discuss the limits of application of Mises–Hill plasticity conditions [2] 
to describe the plastic anisotropy of sheet-rolled aluminum alloys. This condition is often used 
in the design of processes of sheet metal processing at a pressure. We present in tabular form 
the results of computation of compatibility indicators and experimentally determine mechanical 
properties for aluminum alloys. Indicators of consistency are shown to have deviations 
exceeding the accuracy of the experiment due to non-submission of the material condition of 
the Mises plasticity [3] and the associated law of plastic deformation.

Key words: rolling material, anisotropy, plasticity, experiments.

Для алюминиевых сплавов при проектировании процессов обработки листо-
вых металлов давлением [8] для описания пластической анизотропии обычно 
используется условие пластичности Мизеса-Хилла [2], записанное для случая 
плоского напряжённого состояния [8; 11]:

 σ + σ + σ −σ + σ =2 2 2 2( ) 2 1,y x x y xyF G HG N  (1)

© Костиков И .Е ., Кузнецов Е .Е ., Матченко Н .М ., 2017 .
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где σx, σy, σxy, – компоненты тензора напряжений; F, G, H, N – механические характе-
ристики пластической анизотропии, подлежащие экспериментальному определению .

К условию пластичности (1) присоединяется ассоциированный закон пласти-
ческого течения [7; 9]:

 

= σ −σ + σ µ = σ + σ −σ µ
= − σ + σ µ = σ µ

[ ( ) )] , [ ( )] ,
( ) , ,

x x y x y y y x

z x y xy xy

de H G d de F H d
de G F d de N d  (2)

где dex, dey, dez, dexy, – приращения компонент тензора деформаций [5–8] .
Из (2) следует, что пластическое течение анизотропного материала происхо-

дит без изменения объёма [8; 10]:

 + + = 0.x y zde de de  (3)

Для определения характеристик F, G, H, N пластической анизотропии прокат-
ного металла используются эксперименты на растяжение образцов, вырезанных 
в направлении прокатки, поперёк прокатки и под углом π/4 к направлению про-
катки, как показано на рис . 1 . 

Рис. 1. Схема разметки и вырезки образцов .

В связи с тем, что в экспериментах получают шесть характеристик пласти-
ческой анизотропии (три значения пределов текучести σ0, σπ/4, σπ/2 и три пока-
зателя пластической анизотропии R0, Rπ/4, Rπ/2 [1; 2]), а условие пластичности 
Мизеса-Хилла (1) содержит только четыре константы, то возникают два условия 
совместности экспериментально найденных характеристик пластической ани-
зотропии [4; 5] . 

В экспериментах по растяжению образцов, вырезанных в направлении про-
катки и поперёк прокатки, вычисляют два значения константы Н:

 π π π= + σ = + σ2 2
0 0 /2 /2 /2 /2/ (1 ) , / (1 ) ,H R R H R R  (4)

где R0, Rπ/2 – показатели анизотропии вдоль и поперёк прокатки .
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Из соотношений (4) вытекает критерий совместности KI:

 π= − ⋅0 /2( ) / 100%,I cK H H H  (5)

где π= +0 /2( ) / 2.cH H H
Из эксперимента на растяжение образцов, вырезанных под углом π/4, к на-

правлению прокатки вычисляют два значения механической характеристики N:

 ( )π= = σ − + = = + +2
1 2/42 / 0,5( ), 0,5 ( ).xyN N F G N N R F G  (6)

Из соотношений (4–6) вытекает критерий совместности KII:

 = −1 2( ) / 100%,II cK N N N  (7)

где = +1 2( ) / 2.cN N N
В таблице 1 приведены результаты вычисления показателей совместности 

экспериментально определенных механических характеристик алюминиевых 
сплавов [1] .

Таблица 1

Алюминиевые 
сплавы

Материал
σs0, 

МПа
σsπ/4, 
МПа

σsπ/2, 
МПа R0 Rπ/4 Rπ/2 KI KII

АМг6М 171,0 160,0 171,0 0,73 0,85 0,65 6,2 5,6
АМг2М 68,0 68,0 66,0 0,54 0,71 0,47 2,87 22,93
АМцАМ 72,7 65,1 78,8 0,28 0,97 0,33 3,69 15,59

Ниже приводятся данные экспериментов на алюминиевых сплавах [15] . 
Одноосному растяжению подвергались плоские стандартные образцы, выре-
занные под углом 0°, 45° и 90° по отношению к направлению прокатки, по шесть 
штук каждого вида, в соответствии с ГОСТ 11701-84 (h0 < 4 мм) . Точность раз-
меров образцов обеспечивалась их обработкой в специальных шаблонах [18] .

Таблица 2.
Характеристики механических свойств исследуемых образцов

Материал
Исходная 
толщина  

листа S0, мм

Угол вырезки 
образца α, 

град .

σ0,2, 
МПа

σB, 
МПа δ, % δp, % ψ, % ψp, %

Алюминиевый 
сплав АДО 4,75

0 120,5 218,1 18,7 17,9 27,5 7,2

45 122,2 213,3 15,2 13,5 27,0 11,6

90 119,3 219,0 20,0 12,8 24,9 11,4

Алюминиевый 
сплав АДО 2,8

0 126,0 305,7 17,1 15,4 17,9 15,1

45 113,4 303,9 20,3 19,7 17,4 16,2

90 109,9 274,8 7,4 6,8 9,1 5,5
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В таблице ψ, % – полное относительное сужение, ψp,% – равномерное относи-
тельное сужение, δ,% – относительное удлинение, δp,% – равномерное относи-
тельное удлинение .

Предварительно перед испытаниями на образец в зоне расчётной длины a0 

наносились квадратные ячейки со стороной 10 мм, которые при погрешности 
измерения размера 0,004 – 0,005 мм обеспечивают точность получения величин 
с ошибкой, не превышающей 0,25% .

Ячейки с точностью до 0,0025 – 0,0030 мм наносились алмазным индентором 
на измерительном микроскопе УИМ-21 с приставкой ПМТ-3 . Усилие на инден-
торе подбиралось таким образом, чтобы глубина рисок не влияла на характер 
разрыва образца и в то же время риска была устойчива и хорошо просматрива-
лась при измерении ячейки после растяжения образца .  

Растяжение образцов производилось по этапам на универсальных испыта-
тельных машинах Р-5 и УМЭ-ЮТМ до разрушения с записью индикаторных 
диаграмм .

До испытаний и на каждом этапе испытаний размеры ячеек образцов изме-
рялись на одном и том же микроскопе . На каждом этапе фиксировалось уси-
лие, изменение длины, ширины и толщины образца в области нанесённых яче-
ек и находились величины коэффициентов анизотропии Rα = eb/eh, Fα = eh/ea,  
Qα = eb/ea, где ea = ln(a/a0), eb = ln(b/b0), eh = ln(h/h0), а a0, b0, h0, a, b, h – исходная 
и текущая на каждом этапе растяжения в процессе деформации длина, шири-
на и толщина ячейки образца в пределах равномерной деформации . Заметим, 
что замеры длины a, ширины b и толщины h в процессе эксперимента проводи-
лись микрометром со сферическим наконечником малого радиуса с точностью 
0,005 мм .

Так же определяется величина коэффициентов анизотропии Rα, Fα, Qα об-
разца, вырезанного под углом α, на каждом этапе деформирования по замерам 
ячейки:

 α α α α α α α α α= = =/ , / , / .h a b a b hF e e Q e e R e e

Деформации образцов по ширине ebα, длине eaα и толщине ehα определяются 
по формулам:

α α α α α α α α α= = =0 0 0ln( / ), ln( / ), ln( / ),a a a b b b h h he u u e u u e u u

где α α α α α α0 0 0, , , , ,a a b b h hu u u u u u  – размеры ячейки вдоль, поперёк и по толщине 

образца до и после этапа нагружения .
Для получения наиболее достоверных результатов при максимальной равно-

мерной деформации использовалась та часть разорванного образца, в которой 
ячейка была наиболее удалена от очага локальной деформации (места разрыва) .

Величины пределов текучести σα0,2 определялись в соответствии с ГОСТ 1497-
84 или ГОСТ 11701-84 в зависимости от исходной толщины материала .

Для определения продольной, поперечной деформаций и деформации по 
толщине вырезались продольные образцы в соответствии с ГОСТ 1497-84 или 
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ГОСТ 11701-84 в зависимости от исходной толщины материала в пределах од-
ного листа под углами α = 0, π/4, π/2 по отношению к направлению прокатки по 
шесть штук каждого вида .

Как отмечалось выше, растяжение образцов осуществлялось на универсаль-
ных испытательных машинах Р-5 и УМЭ-ЮТМ .

Нагружение производилось по этапам [14] . На каждом этапе деформирова-
ния фиксировалось усилие, изменение ширины и толщины образца в области 
нанесённых ячеек, а также изменение продольных размеров ячеек [19] .

Экспериментальные данные, приведённые в таблице 2, получены в лаборато-
рии профессора С .С . Яковлева в Тульском государственном университете . 

Поскольку эксперименты по определению характеристик пластической ани-
зотропии выполнялись с точностью до 5% [1; 16], то отклонение в критериях KI 
и KII за пределы точности эксперимента свидетельствует о том, что материал не 
подчиняется условию пластичности Мизеса и ассоциированному с ним закону 
пластического деформирования [12] . 

В таблице 2 видны значения критериев несогласованности параметров анизо-
тропии, выходящие за рамки точности эксперимента [13; 17] .
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ГЕНЕРАЦИЯ ВЫСШИХ ГАРМОНИК В СОСТАВНЫХ СТЕРЖНЕВЫХ 
КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

Неверов А.Н.
Московский автомобильно-дорожный государственный технический университет 
(МАДИ) 
125319, Москва, Ленинградский пр., 64, Российская Федерация
Аннотация. Проведено теоретическое и экспериментальное исследование свойств сухого 
плоского акустического контакта. Показано, что контакт может быть генератором высших 
гармоник. Их экспериментальному наблюдению способствуют резонансные явления. При 
субгармоническом возбуждении удалось получить сигналы второй, третьей, пятой, седь-
мой и девятой гармоник основного сигнала.

Ключевые слова: колебания, амплитуда, резонанс, высшие гармоники, контакт, солено-
ид, преобразователь.

GENERATION OF HIGHER HARMONICS IN COMPOSITE ROD VIBRATION 
SYSTEMS 

A. Neverov
Moscow Automobile and Road Construction State Technical University (MADI) 
Leningradsky prosp. 64, 125319 Moscow, Russian Federation
Abstract. The properties of a dry flat acoustic contact are studied theoretically and experimentally. 
It is shown that the contact can be a generator of higher harmonics. It is found that resonance 
phenomena contribute to their experimental observation. In the case of subharmonic excitation 
it is possible to obtain the signals of the second, third, fifth, seventh and ninth harmonics of the 
basic signal. 

Key words: vibration, amplitude, resonance, higher harmonics, acoustic contact, solenoid, 
transducer.

Введение.  
Постановка задачи

Факт зависимости параметров составных колебательных систем от усилия 
статического сжатия элементов известен достаточно давно [1–3] . Во всех этих 
работах поверхности акустического контакта считались абсолютно гладкими, 
геометрия же контактирующих поверхностей специально оговаривается лишь в 
работе [3] (в ней рассматривается контакт сферического наконечника стержне-
вой колебательной системы с плоской поверхностью полупространства) .

© Неверов А .Н ., 2017 .
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С другой стороны, авторами ряда теоретических и экспериментальных ра-
бот исследовались нелинейные эффекты при отражении упругих волн от по-
верхности сухого контакта двух полубесконечных твёрдых тел [4–8] . В фунда-
ментальной работе [4] даётся анализ нелинейной динамики системы, которая 
представляет собой две упругие полубесконечные линейные среды, разделённые 
несвязанной плоской поверхностью . Эта несвязанная плоская поверхность – за-
зор, по определению, не может выдерживать растягивающие напряжения и по-
этому раскрывается в фазе растяжения распространяющегося возмущения ме-
ханического напряжения, если не был уже открыт . Открытие и закрытие зазора 
представляют собой источник нелинейности рассматриваемой системы . Это, по 
мнению автора, простейшая нелинейная задача, содержащая сплошную среду . В 
случае падающей синусоидальной волны эффективность генерации второй гар-
моники определяется как функция отношения постоянного гидростатического 
давления к амплитуде напряжения (механического) падающей волны . Эта рабо-
та объяснила экспериментальные результаты, полученные в [5] . 

В работе [6] контакт аппроксимируется ансамблем одинаковых пружинок 
различной длины . При этом, в отличие от [4], контакт может не раскрываться 
полностью .

Аналитические соотношения
В настоящей работе исследуется возможность генерации гармоник в состав-

ных ультразвуковых колебательных системах за счёт нелинейности, обусловлен-
ной шероховатостью поверхностей соединяемых элементов . 

Расчет ведётся на  основе стержневой модели . Такая модель приведена на рис . 1 .

Рис. 1. Стержневая модель контакта

Контакт двух шероховатых поверхностей описывается как контакт гладкой 
поверхности с шероховатой, параметры опорной кривой которой bS и vS опреде-
ляются по формулам:



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2017 / № 2

74

ν +ν

ν ν ν

+
= ν = ν +ν

⋅

1 2

1 2

1 2
1,2 1 2 1 2

1 2

( max max ) ; ,
max max

S S

S S
S S S S S S

H Hb k b b  
H H

где bS1, vS1, bS2, vS2 – параметры опорных кривых контактирующих поверхностей, 
Hmax1, Hmax2 – максимальные высоты их неровностей, 
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Шероховатая поверхность моделируется набором однородных стержней раз-
личной высоты . Эта модель физически вполне обоснована, так как, хотя площадь 
пятна касания каждого отдельного выступа увеличивается при сближении по-
верхностей, средняя площадь пятна касания остаётся практически неизменной 
из-за того, что в контакт вступают всё новые и новые выступы . Распределение 
выступов по длине задаётся функцией n(ε) .

Пусть гладкая поверхность сближается с линией впадин шероховатой поверх-
ности на величину u (координата u = 0 соответствует линии выступов) . При 
этом сила, воздействующая на i-й выступ высоты hi в соответствии с законом 
Гука должна быть равна

 

+ −
=

max ,i
i i

i

h u HF ES
h

 (1)

где E – модуль Юнга, Si – площадь сечения i–го выступа, Hmax – наибольшая вы-
сота неровностей профиля шероховатой поверхности .

Выражение (1) может быть приведено к виду:

 

−ε
= −ε

−ε
1( ),

1
i

i i i
i

xF ES x  (2)

где =
max
ux

H
 – относительное сближение поверхностей, ε = −1 ,

max
i

i
h

H   
−ε1( )ix  – единичная функция Хевисайда .

Сила, воздействующая на все выступы шероховатой поверхности, определит-
ся суммированием выражений (2) по всей поверхности:

 

−ε
= −ε

−ε∑( ) 1( ),i iF x ES x  (3)

где N – число контактирующих выступов . Так как это число велико, сумма в (3) 
может быть заменена интегралом:

 

−ε ′= ε ε
−ε∫

0

( ) ( ) ,
1

x xF x ES n d  (4)
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где 
=

= ∑
( )

1
( )

N x

i
i

S x S  – номинальная площадь контакта, функция n = n(ε) представля-

ет собой уравнение опорной кривой шероховатой поверхности, штрихом поме-
чено дифференцирование по ε . На практике всегда выполняются соотношения 
0 ≤ ε ≤ x << 1 . В этом случае начальный участок опорной кривой шероховатой 
поверхности может быть аппроксимирован степенной функцией

 
νε = ε( ) ,n b  (5)

где b и v – параметры опорной кривой .
Подставляя (5) в (4), представляя знаменатель подынтегрального выражения 

в виде ряда и, интегрируя, получаем:
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Пусть поверхности стянуты статической силой P0, а закон колебаний задан в 
виде umcosωt, где t – время, um – амплитуда колебательного смещения в нём, ω – 
круговая частота колебаний . Тогда смещение в контакте um будет представлять 
собой сумму статического смещения u0 и синусоидального колебания с частотой 
ω и амплитудой um и может быть записано в виде:

 0 0cos  , cosm mu u u t x x x t= + ω = + ωили  (7)

Акустический контакт не разрывается при u0 ≥ um . Для подсчёта амплитуд 
гармоник подставим (7) в (6) и разложим полученное выражение в ряд Тейлора, 
который должен сходиться . Ограничиваясь в разложении членами порядка x5

m, 
получаем:

 0 1 2 3 4 5cos  cos2  cos3  cos 4  cos5  ...,F F F t F t F t F t F t= + ω + ω + ω + ω + ω +  (8)

где F0 – постоянная составляющая силы, F1 ÷ F5 – амплитуды 1–5 гармоник силы, 
причём 
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При εm = 0 постоянная составляющая силы F0 равна статической силе P0 . Тогда, 
ограничиваясь в (8) первым членом разложения, получаем:
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Для расчёта составных стержневых ультразвуковых колебательных систем не-
обходимо знать величину эквивалентной податливости акустического контакта 
по первой гармонике CJ1 . Её легко определить в линейном приближении при по-
мощи (10):
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Учитывая только первое слагаемое формулы (10), получаем связь между отно-
сительным смещением в контакте εm и первой гармоникой действующей силы F1:
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Подставляя (15) и (16) в уравнения (8)–(13), получаем для амплитуды n–й гар-
моники:
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где B(n + 1, v – n) – бета–функция, Г(n + 1), Г(v – n), Г(v + 1), – гамма–функции от 
соответствующих аргументов .

Эксперимент
Полученные соотношения проверялись на электромагнитном соединении 

волноводов, так как в этом случае предположения, при которых проводились 
вычисления, выполняются в максимальной степени . 

Исследуемая колебательная система представляла собой два идентичных па-
кетных пьезопреобразователя, один из которых использовался как источник про-
дольных упругих колебаний, а другой – в качестве их приёмника . Конструкция 
преобразователей подбиралась таким образом, чтобы они при расчёте могли 
аппроксимироваться однородными стержнями . Частотопонижающие накладки 
преобразователей изготавливались из ферромагнитного материала – стали 45 .

Характеристические сопротивления преобразователей были рав-
ны . Собственные частоты преобразователей составляли 22,6±0,05 кГц . 
Преобразователи подвешивались на длинных тонких нитях и помещались в со-
леноид . Преобразователь-источник возбуждался гармоническим сигналом от 
генератора звуковой частоты . Частота возбуждающего сигнала определялась 
при помощи частотомера .

При пропускании по обмотке соленоида постоянного тока оба преобразовате-
ля втягивались в него с постоянной силой, равной

=
µ ∫ 2

0
0

1 ,
2 S

P B dS

где B – индукция магнитного поля в соленоиде, µ0 – магнитная постоянная, ин-
тегрирование ведется по сечению обкладок преобразователей S .

Втягиваясь в соленоид, преобразователи сжимались и контактировали свои-
ми торцами . На  преобразователь-источник подавалось электрическое напряже-
ние, в нем возбуждались механические колебания . Из-за нелинейности контакта 
он становился источником колебаний высших частот, которые фиксировались 
преобразователем-приемником . Эти колебания легко наблюдать, если их часто-
ты близки к одной из собственных частот составной системы, так как в этом 
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случае сигнал пропорционален добротности системы . Амплитуды гармоник 
определялись по показаниям анализатора спектра . Формы входного и выходно-
го сигналов фиксировались на экране двулучевого осциллографа .

Экспериментально снимались амплитудно-частотные характеристики систе-
мы при постоянных входном электрическом напряжении и токе соленоида . По 
этим характеристикам определялись резонансные частоты системы и амплиту-
ды выходного сигнала системы на этих частотах, а также вычислялись эквива-
лентные добротности .

Нам удалось наблюдать при субгармоническом возбуждении второй, третьей, 
пятой, седьмой и девятой гармоники .

На рис . 2 приведены осциллограммы второй, третьей и пятой гармоник при 
различных условиях .

При малых токах и большом входном напряжении на осциллограмме фикси-
руется только сигнал высшей гармоники (рис . 2а, в, д), при увеличении тока и 
уменьшении входного напряжения снижается амплитуда гармоник и увеличи-
вается сигнал основной частоты (рис . 2б, г, е) .

Рис. 2. Осциллограммы высших гармоник при различных условиях;  
а, б – 2-я, в, г – 3-я, д, е – 5-я гармоники; а, в, д – Uвх = 50В, I = 0,5A;  

б, г, е – Uвх = 10В, I = 2A . В нижней части осциллограмм – возбуждающее  
электрическое напряжение (основная частота)

Рис. 3. Экспериментальная зависимость амплитуды второй гармоники  
от амплитуды входного сигнала
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Рис. 4. Экспериментальная зависимость амплитуды третьей гармоники  
от амплитуды входного сигнала

На рис . 3 и 4 приведены соответственно экспериментальные зависимости ам-
плитуд второй и третьей гармоник от амплитуды входного электрического сиг-
нала . 

Сигналы второй и третьей гармоник зависят от величины входного сигна-
ла приблизительно по квадратичному и кубическому закону, соответственно . 
Зависимость же сигнала пятой гармоники от входного сигнала хуже соответ-
ствует теоретическим результатам .

Следует отметить аномальное увеличение амплитуды выходного сигнала на 
второй и третьей гармониках при амплитудах входного сигнала больше 40 В . 
Величина выходного сигнала при этом была очень неустойчива, отмечался ха-
рактерный дребезжащий звук . Это может быть объяснено полным раскрытием 
акустического контакта .

Заключение
Результаты настоящей работы подтверждают заключение теоретической ста-

тьи о том, что акустический контакт в составных стержневых колебательных 
системах нелинеен и может быть источником высших гармоник . Подтверждена 
также возможность управления свойствами составной системы изменением 
тока соленоида .

Расхождение теоретических и экспериментальных зависимостей можно объ-
яснить сильно нелинейной зависимостью между индукцией и напряженностью 
магнитного поля в соленоиде, а также тем, что при уменьшении усилия стягива-
ния стержней резко падает добротность системы .
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Понятия, которыми оперируют в науке, в большинстве случаев или изначаль-
но являются универсальными межпредметными, или становятся таковыми в 
процессе её развития . 

Наглядными примерами в современном знании могут служить такие поня-
тия, как фракталы, синергетика и др .

Понятие фрактальности [10], например, становится общим для таких обла-
стей знаний, как математика, физика, психология . При этом поисковая компью-
терная система предоставляет сразу, как минимум, 10 млн ссылок на информа-
цию о ресурсах, где используется это понятие .

Понятие синергетики [6; 8] помимо естественнонаучных областей знания по-
лучило распространение в философии (6 млн результатов), в праве (19 млн ре-
зультатов), в психологии (19 млн результатов) и т .д . Здесь в скобках приведена 
информация о работе компьютерной поисковой системы . Понятно, что резуль-
таты работы поисковой системы – в силу постоянного развития науки – непре-
рывно меняются .

Здесь следует обратить внимание на то, что использование компьютерных 
технологий существенно облегчает процесс «добывания» информации, больше 
времени предоставляет для её анализа . Это способствует повышению мотива-
ции к глубокому, более качественному и всеобъемлющему анализу объекта ис-
следования .

Одним из наиболее важных понятий, с которыми сталкиваются обучающие-
ся, является скорость . 

С понятием «скорость» обучающиеся знакомятся уже в 4 классе, решая за-
дачи по математике с применением формулы, устанавливающей связь между 
скоростью, временем и пройденным расстоянием при равномерном движении  
[2]:

.SV
t

=

В данной формуле S – это путь, пройденный при движении с постоянной ско-
ростью V за время движения t .

Уроки физики в 7 классе глубже в мышлении обучающихся раскрывают по-
нятие скорости . Впервые скорость называют векторной физической величиной . 
Вводится понятие равнопеременного движения [9]:

V = V0 + at,
где V0 – скорость движения в начальный момент времени; a – ускорение . Правда, 
на начальном этапе движение рассматривается из состояния покоя, когда V0 = 0 .

Следует заметить, что в рассматриваемых примерах путь измеряется в едини-
цах длины: километр, метр, сантиметр и т .д . Время измеряется в часах, минутах, 
секундах . Скорость, как путь, пройденный за единицу времени, измеряется в 
«километрах в час» (км/час), в «метрах в секунду» (м/с) и т .д . Тем самым, форми-
руется понятие размерности .
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При изучении информатики в 8 классе понятия скорости и её размерности 
расширяются . Вводится понятие «скорость передачи данных» – как объём дан-
ных, передаваемых за единицу времени . «Скорость» в этом случае измеряется в 
битах в секунду [3] .

В 9 классе обучающиеся знакомятся с новым понятием «скорости» как скоро-
сти изменения количества вещества в ходе той или иной химической реакции . 
При этом количество вещества соотносится с единичным объёмом реакцион-
ного пространства – концентрацией (C) . Таким образом, изменение концентра-
ции участвующего в химической реакции вещества (С2 – С1) в единицу времени 
определяет скорость химической реакции [4]:

 
2 1 .ð

C CV
t
−

=

Размерность в этом случае: моль/(лЧс) .
Учебный материал уроков химии как основной, так и средней школы связан 

с программой уроков биологии, где в 7 классе обучающиеся сталкиваются с но-
вым пониманием скорости: «скорость диффузии» . «Диффузия» – процесс вза-
имного проникновения молекул или атомов одного вещества между молекула-
ми или атомами другого, приводящий к самопроизвольному выравниванию их 
концентраций по всему занимаемому объёму [5] .

Уроки истории также апеллируют к понятию скорости . В частности, пока-
зывается, что «скорость развития цивилизации» неравномерна от процесса 
эволюции человека разумного до развития лёгкой и тяжёлой промышленно-
сти, и на что требовались сотни лет, сегодня достигается менее, чем за десяти- 
летие .

На уроках литературы книга, вызывая интерес обучающихся к более деталь-
ной информации, является основным источником знания . Одной из важнейших 
составляющих технического и социального усовершенствования и развития об-
щества является функция передачи знаний будущим поколениям . В настоящее 
время компьютеры аккумулируют информацию человечества; благодаря сети 
интернет сегодняшний специалист обеспечен простым, быстрым и удобным до-
ступом к знаниям библиотек всего мира .

На занятиях по физической культуре обучающиеся сталкиваются с физиоло-
гической составляющей человека и неотделимой связью характеристик скорости 
с пространством, то есть с расстоянием, которое человеку необходимо преодо-
леть в процессе жизнедеятельности . Компьютерные технологии предоставляют 
обучающемуся возможность ознакомиться с существующим диапазоном этого 
понятия, например, в животном мире, и при этом сравнить основные показа-
тели со способностями человека . Быстрота и лёгкость получения информации 
несомненно способствует совершенствованию познавательной деятельности 
обучающегося . Пример такого сопоставления приведён в табл . 1, оперативное 
получение информации для которой оказалось возможным лишь с применени-
ем компьютерных технологий .
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Таблица 1.
Пример: результат оперативного поиска физических характеристик живых существ

№ 
п/п Существо Средняя  

скорость, м/с
Средняя  
масса, г

Средний  
размер тела, мм

1 Муха комнатная 1,8 0,01 8
2 Мышь домовая 2,2 25 80
3 Немецкая овчарка 10,6 35000 700
4 Сизый голубь 27,8 265 – 380 290 – 360
5 Сокол Сапсан 89,5 700 400
6 Человек разумный 6,5 80 000 2000 (корпус) 

На уроках географии через устройство биосферы затрагиваются абсолютно 
иные скорости: перемещение земной коры в литосфере, движение воздушных 
масс в тропосфере, скорость распространения звука, зависящая от скорости из-
менения температуры и т .д . При этом обучающиеся различают (на качествен-
ном уровне) скорости материальных объектов и скорости волновых процессов 
(например, землетрясения) . Изменение температуры воздуха и скорости ветра 
с высотой делают атмосферу неоднородной средой с переменной скоростью 
звука, что приводит к искривлению (рефракции) звуковых лучей . Поскольку 
скорость распространения звука зависит от температуры, в разных слоях ат-
мосферы, температура слоёв которых различна, звук будет иметь разную  
скорость [1] .

В процессе образования расширяется и сфера понятий, в которых важной ха-
рактеристикой является скорость . Расширяется шкала значений скоростей раз-
личных объектов, с которыми школьнику необходимо ознакомиться в процессе 
своего образования и развития . Обучающийся знакомится не только с поняти-
ями скорости в живой и неживой природе, но и со скоростями очень малень-
ких – микроскопических объектов и со скоростями очень больших (макроско-
пических) и даже космических объектов (табл . 2) .

Таблица 2.
Пример: результат оперативного поиска справочных данных о скоростях

№ 
п/п Объект Средняя  

скорость, м/с
1 Самолёт ТУ-204 230
2 Звук в воздухе 332
3 Луна вокруг Земли 1000
4 Искусственный спутник Земли 8000
5 Земля вокруг Солнца 30000
6 Свет и радиоволны ~ 300 000 000
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Также термин «скорость» используют в науке в широком смысле, понимая под 
ним быстроту изменения какой-либо величины (не обязательно радиус-векто-
ра) в зависимости от другой величины – времени [7] . Измерение и вычисление 
подобных характеристик демонстрирует тесные междисциплинарные связи . 

Таким образом, можно утверждать, что необходимость использования ком-
пьютерных технологий в качестве средства повышения эффективности изуче-
ния межпредметных понятий обусловлена тем, что они предоставляют широ-
кие возможности оперативного получения информации о скоростях различных 
процессов и объектов для последующего анализа и представления, в том числе 
и визуального . 
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СПЕЦИФИКА ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 
«ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ»

Власова Е.А., Попов В.С., Пугачев О.В. 

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана 
105005, Москва, ул. 2-я Бауманская, 5, Российская Федерация
Аннотация. В работе отмечена особая роль курсовой работы в формировании творческих 
и исследовательских компетенций будущего специалиста, способности к самооргани-
зации и саморазвитию. Обозначена особенность курсовой работы по функциональному 
анализу, заключающаяся в применении общих абстрактных принципов в конкретных и 
прикладных случаях. Приведены примеры тем и описание задач курсовых работ по функ-
циональному анализу. Указана роль интегрированного междисциплинарного курсового 
проекта в учебном процессе. В статье представлены темы и перечень заданий для меж-
дисциплинарного курсового проекта по методам вычислений, функциональному анализу 
и интегральным уравнениям.

Ключевые слова: функциональный анализ, интегральные уравнения, методы вычисле-
ний, курсовая работа, междисциплинарный курсовой проект.

SPECIFICS OF TERM PAPERS IN THE SUBJECT ‘FUNCTIONAL ANALYSIS’

E. Vlasova, V. Popov, O. Pugachev
Bauman Moscow State Technical University, 
ul. 2-ya Baumanskaya 5, 105005 Moscow, Russian Federation
Abstract. We discuss the special role of students’ term papers in the formation of creative and 
research skills of future specialists and development of their ability of self-organization and 
self-development. We determine the features of the term paper in Functional Analysis. The 
most important feature consists in applying general abstract principles to specific cases and 
applications. The paper provides examples of topics of tasks of term papers on Functional 
Analysis. The role of the integrated interdisciplinary course in the educational process is 
specified. The topics and the list of tasks for interdisciplinary term projects on methods of 
calculation, functional analysis and integral equations are presented.

Key words: functional analysis, integral equations, methods of computation, term paper, 
interdisciplinary term project.

Введение
Основная задача высшего образования заключается в формировании твор-

ческой личности специалиста, способного к саморазвитию, самообразованию, 
инновационной деятельности . Для решения этой задачи необходима правиль-

© Власова Е .А ., Попов В .С ., Пугачев О .В ., 2017 .
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ная организация самостоятельной работы студентов, которая должна стать ос-
новой образовательного процесса [1] . Учебно-воспитательный процесс в вузе 
должен строиться так, чтобы развивать умение учиться, формировать у студен-
та способность к саморазвитию, творческому применению полученных знаний, 
способам адаптации к профессиональной деятельности в современном мире . 
Неотъемлемой частью самостоятельной работы студента в ходе обучения в выс-
шем учебном заведении является курсовая работа или проект . Этот вид учеб-
ной деятельности способствует формированию познавательных, творческих, 
исследовательских и общепрофессиональных компетенций . Студент получает 
навыки находить нужную информацию из различных источников, творчески её 
обрабатывать и применять при решении различных практических задач .

Курсовая работа (проект) является завершающим шагом в освоении какой-
либо дисциплины или группы дисциплин . При выполнении работы у студен-
та есть возможность применить полученные во время занятий знания, а также 
получить новые с помощью самостоятельного изучения темы . При выполнении 
курсовой работы студент должен научиться искать необходимые для исследова-
ния материалы, проводить анализ, систематизацию, классификацию, интерпре-
тацию полученной информации, выстраивать логику рассуждений, формулиро-
вать выводы, адекватные полученным результатам . Студент учится оформлять 
отчёты о проделанной работе, получает опыт выступления перед комиссией при 
защите . 

Особенности курсовой работы  
по функциональному анализу и интегральным уравнениям

Функциональный анализ стал необходимым элементом серьёзного матема-
тического образования, и преподавание его основ включено в учебные планы 
математических, физических и многих инженерных специальностей класси-
ческих и технических университетов [2] . Функциональный анализ имеет мно-
жество приложений в различных областях математики, его методы проникают 
в смежные технические дисциплины . Для успешного освоения дисциплины 
«Функциональный анализ» требуется интеграция знаний, полученных при изу-
чении различных дисциплин математического цикла: математического анализа, 
аналитической геометрии, линейной алгебры, дифференциальных уравнений, 
кратных интегралов и рядов . Курсовая работа по функциональному анализу 
должна продемонстрировать работу общих абстрактных принципов в конкрет-
ных и прикладных случаях .

Тематика курсовых работ разрабатывается ведущими преподавателями в со-
ответствии с основным содержанием учебной дисциплины . Задания для кур-
совых работ должны иметь прикладной характер . Выполняя курсовую работу, 
студент должен познакомиться с приложениями функционального анализа в 
смежных областях математики и математической физике . Предполагается, что 
в каждом случае студент должен основательно изучить определённый теорети-
ческий материал, подробно и грамотно изложить его, а затем самостоятельно 
разобрать несколько практических примеров и решить ряд прикладных задач 
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по данной теме . Преподаватель, консультирующий студента, составляет под-
робный план работы, включающий постановку задачи, этапы и сроки её реше-
ния, необходимый теоретический материал, различные типы рассматриваемых 
в работе задач и примеров . При этом в плане приводятся ссылки (с указанием 
страниц или параграфов) на основные литературные источники, дополнитель-
ную литературу, рассчитанную на более глубокое знакомство с материалом, 
различные Интернет-ресурсы . Рекомендуемый подробный план поможет сту-
денту в организации самостоятельной работы над выбранной темой курсовой  
работы .

Для своевременного выполнения курсовой работы и стимулирования её ка-
чественного выполнения используется балльно-рейтинговая система оценки 
результатов обучения [3; 4] . Пример реализации этой системы при выполнении 
курсовой работы представлен в таблице 1 .

Таблица 1.
Шкала оценки выполнения курсовой работы в баллах

№ Этап выполнения курсовой работы
Баллы по итогам  

модуля

Минимум Максимум

1
Выбор и согласование с руководителем темы 
курсовой работы, сбор и анализ первичных  
материалов

15 25

2 Точная постановка математической задачи  
и выбор пути ее решения 15 25

3 Решение задачи, его теоретическое обоснование . 
Анализ полученных результатов 15 25

4 Выводы и общее оформление курсовой работы, 
презентация . Защита курсовой работы 15 25

Итого 60 100

Приведём примеры тем и заданий курсовых работ по дисциплине 
«Функциональный анализ» .

Пример 1. Тема «Упругая мембрана» . 
Пусть мембрана с закреплённым краем занимает ограниченную область  

Ω ⊂ R2 (задана конкретная область – прямоугольник, круг, сектор и т .п .), функция 
u(x, y), (x, y) ∈ Ω – отклонение мембраны от плоского положения . Потенциальная 
энергия мембраны пропорциональна следующему интегралу:

22

( ) .u uE u dxdy
x yΩ

  ∂ ∂  = +    ∂ ∂    
∫∫
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Обозначим через 1
0( )C Ω  пространство непрерывно дифференцируемых 

функций в области Ω, обращающихся в 0 на её границе ∂Ω .
1) Доказать, что функция 

( , ) ,u v u vu v dxdy
x x y yΩ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫

определённая на 1 1
0 0( ) ( ),C CΩ × Ω  удовлетворяет всем аксиомам скалярного  

произведения .
2) Доказать, что евклидово пространство 1

0( )C Ω  с данным скалярным произ-

ведением не является полным .
3) Доказать неравенство Фридрихса:

( )2 , ( ) ( ).u x y dxdy m E u
Ω

≤ Ω∫∫

4) Пусть 
1,2
0 ( )W Ω  – пополнение евклидова пространства 1

0( ).C Ω  Доказать, что 

элементами пространства 1,2
0 ( )W Ω  являются функции, принадлежащие L2(Ω), и 

их частные производные тоже принадлежат L2(Ω) .
5) Пусть функция u(x, y) является решением задачи 

 

, ( , ) ,
0, ( , ) .

u u x y
u x y

−∆ = λ ∈Ω
 = ∈∂Ω

Доказать, что для любой функции 1,2
0 ( )v W∈ Ω  верно равенство

 
( , ) .u v uv dxdy

Ω

= λ∫∫  (1)

6) Доказать, что функция 1,2
0 ( )u W∈ Ω  является решением уравнения (1) для 

любой функции 1,2
0 ( )v W∈ Ω  тогда и только тогда, когда u является решением 

однородного уравнения u = λKu, где K – некоторый линейный вполне непрерыв-
ный самосопряженный строго положительный оператор, действующий в про-
странстве в 1,2

0 ( ).W Ω

Пример 2. Тема «Колебания струны» .
Обозначим через Y пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций f на отрезке [0; l], таких, что f(0) = f(l) = 0 . Колебания струны длины l с 
закреплёнными концами описываются уравнениями
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2 2

2 2
, 0 , 0.

(0, ) ( , ) 0,

y ya x l tt x
y t y l t

∂ ∂
= < < ≥∂ ∂

 = =

Пусть в начальный момент t = 0 струна имела положение y(x, 0) = y0(x) и нуле-
вые скорости .

1) Доказать, что при каждом t > 0 для любого y0(x) ∈ Y выполнена оценка

 

2 2
0

0 0

( , ) ( ) ( ) .
l l

y x t dx C t y x dx≤∫ ∫

2) Доказать, что множество Y плотно в L0[0; l] .
3) Продолжить линейный оператор Tt : Y → Y, где (Tty0)(x) = y(x, t) для любой 

функции y0(x) ∈ Y, до непрерывного линейного оператора 2 2: [0; ] [0; ].tT L l L l→

 
Описать свойства оператора .tT

4) Пользуясь оператором ,tT  решить уравнение колебания струны длины 1 с 
начальным положением y0(x) = min{2x; 1 – x} .

Пример 3. Тема «Температура стержня» .
Обозначим через Y пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций f на отрезке [0; l] таких, что f(0) = f ′(l) = 0 . Изменения температуры в 
стержне длины l с фиксированной температурой в левом конце и отсутствием 
теплообмена в правом конце описываются уравнениями 

 

2

2
, 0 , 0.

(0, ) ( , ) 0,x

y ya x l tt x
y t y l t

∂ ∂
= < < ≥∂ ∂

 ′= =

Пусть в начальный момент t = 0 стержень имел распределение температур 
y(x,0) = y0(x)  .

1) Доказать, что при каждом t > 0 для любого y0(x) ∈ Y выполнена оценка

 

2 2
0

0 0

( , ) ( ) ( ) .
l l

y x t dx C t y x dx≤∫ ∫

2) Доказать, что множество Y плотно в L2[0; l] .
3) Продолжить линейный оператор Tt : Y → Y, где (Tty0)(x) = y(x, t) для любой 

функции y0(x) ∈ Y, до непрерывного линейного оператора 2 2: [0; ] [0; ].tT L l L l→

 
Описать свойства оператора .tT

4) Пользуясь оператором ,tT  решить уравнение теплопроводности в стержне 
длины 2 с начальным распределением температур y0(x) = |x – 1| .
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Междисциплинарные курсовые проекты по методам вычислений, 
функциональному анализу и интегральным уравнениям

Итогом изучения дисциплин «Функциональный анализ и интегральные урав-
нения», «Методы вычислений» и «Информатика» может служить междисци-
плинарный курсовой проект . Он поможет раскрыть практическую значимость 
изучения такой абстрактной науки, как функциональный анализ, тем самым 
закрепить полученные в ходе изучения дисциплины теоретические знания, по-
служить стимулом к получению новых знаний в этой области и их применению 
при решении прикладных задач . Многие приближённые и численные методы 
решения интегральных уравнений не излагаются в ходе изучения дисциплин 
«Функциональный анализ и интегральные уравнения» и «Методы вычислений» . 
Однако, владение этими методами необходимо для дальнейшей профессиональ-
ной деятельности будущего инженера-математика . Освоить эти методы студент 
может, выполняя курсовой проект . В ходе работы над проектом студент изуча-
ет аналитические и численные методы решения какого-либо типа интеграль-
ных уравнений, используя при этом знания функционального анализа . Такой 
проект содержит теоретические исследования, описание алгоритмов выполне-
ния практических заданий, расчеты, графики, таблицы значений и листинги 
программ, выводы и рекомендации, выработанные в результате проведённого 
анализа результатов исследования . Смысл такого вида самостоятельной рабо-
ты заключается в непосредственном закреплении и комплексном применении 
приобретённых в ходе изучения различных дисциплин учебного плана знаний, 
умений и навыков, как в ходе дальнейшего углублённого освоения теории, так 
и при выполнении конкретных практических заданий . Курсовой проект по ме-
тодам вычислений, функциональному анализу и интегральным уравнениям 
является одновременно научно-исследовательской и расчётно-практической  
работой . 

Выполнение междисциплинарного курсового проекта по методам вычис-
лений, функциональному анализу и интегральным уравнениям способствует 
формированию у студентов готовности к самостоятельной работе, способности 
самостоятельно приобретать, осмысливать, структурировать и использовать в 
профессиональной деятельности новые знания, умения и навыки, расширять 
и углублять своё научное мировоззрение . Работа над проектом развивает вла-
дение межпредметными связями, способность самостоятельно изучать новые 
разделы фундаментальных наук, применять на практике полученные знания . 
Студент получает навыки подготовки и оформления технической документации 
и ведения отчётности по утверждённым формам, приобретает умение состав-
лять отчёты, рефераты, библиографии и списки публикаций по теме .

Приведём примерный план выполнения курсового проекта по методам вы-
числений, функциональному анализу и интегральным уравнениям:

•  Исследовать, изучить учебную и научную литературу по заданной теме, ис-
пользуя в том числе и Интернет-ресурсы . Коротко изложить в работе основные 
сведения по теме: определения понятий, основные утверждения, цели и задачи 
исследования .
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•  Провести необходимые теоретические исследования по вопросам, вынесен-
ным на самостоятельное изучение в рамках программы дисциплин .

•  Изложить алгоритмы аналитического и численного решения практических 
задач, поставленных в курсовом проекте . 

•  Решить предложенные задачи аналитически.
•  Решить предложенные задачи, используя различные численные методы, со-

ставив программы для ЭВМ, реализующие соответствующие алгоритмы . 
•  Сравнить полученные разными методами решения  с  аналитическими ре-

шениями, сделать соответствующие выводы и рекомендации по использованию 
тех или иных численных методов при решении задач данного типа . 

•  Подготовить отчёт и презентацию.
В качестве примеров рассмотрим темы курсовых проектов и опишем пере-

чень заданий, которые можно предложить студенту при выполнении междис-
циплинарного курсового проекта по методам вычислений, функциональному 
анализу и интегральным уравнениям .

Пример 4. Тема «Аналитические и численные методы решения интегральных 
уравнений Вольтерры второго рода» .

1) Изложить вводные сведения об интегральных уравнениях Вольтерры вто-
рого рода и их приложениях .

2) Для уравнения

 ( ) ( ) ( ),y x Ay x f x= λ +  (2)

где ( ) ( , ) ( ) ,
x

a

Ay x K x s y s ds= ∫  функция K(x, s) непрерывна в любой точке (x, s), для 

которой a ≤ s ≤ x ≤ b, функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b], доказать, что при 
любом значении λ ∈ R уравнение имеет единственное решение, непрерывное на 
отрезке [a; b] .

3) Доказать, что решение уравнения (2) может быть найдено как предел рав-
номерно сходящейся последовательности приближений ψn(x), определяемой 
рекуррентным соотношением ψn+1(x) = λAψn(x) + f(x), где ψ0(x) – произвольная 
непрерывная функция на отрезке [a; b] .

4) Доказать, что (см . пункт 1)

 
( ) ( , ) ( ) ,

x
n

n
a

A y x K x s y s ds= ∫

где 1( , ) ( , ) ( , )
x

n n
a

K x s K x t K t s ds−= ∫  (Kn(x, s)) – повторные ядра) . 

5) Для повторных ядер доказать неравенство
1( )| ( , ) | , , sup | ( , ) | .

( 1)!

n n

n
a s x b

M x sK x s a s x b M K x s
n

−

≤ ≤ ≤

−
≤ ≤ ≤ ≤ =

−
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6) Доказать, что решение уравнения (2) при любом значении λ ∈ R предста-
вимо в виде:

( ) ( ) ( , , ) ( ) .
x

a

y x f x R x s f s ds= +λ λ∫

Для функции R(x, s, λ) (резольвентного ядра) найти её аналитическую зависи-
мость от K(x, s) и λ . 

7) Вычислить резольвентное ядро для 
a) 2 2( , ) ,x sK x s e −=  λ = 2;
b) K(x, s) = –2 + 3(x – s), λ = 1;
c) K(x, s) = ch(x – s), λ = 1. 
8) Найти решение уравнения (1) с точностью 10–2 по норме в C[0;1], исполь-

зуя методы простой итерации и квадратур, при
a) 2 2( , ) ,x sK x s e −=  λ = 2, f(x) = 2 + 2x;
b) K(x, s) = –2 + 3(x – s), λ = 1, f(x) = 1.
Найти решение аналитически и сравнить полученные результаты .
Пример 5. Тема «Решение интегральных уравнений Фредгольма второго рода 

проекционными методами» .
1) Изложить вводные сведения об интегральных уравнениях Фредгольма и 

их приложениях .
2) Описать метод наименьших квадратов решения интегральных уравнений 

Фредгольма второго рода .
3) Найти точное решение уравнения

 

2 2 2( ) cos 4 ( ) .y x x x x s y s ds
π

−π

= + π + ∫

Найти собственные значения и собственные функции интегрального опера-
тора этого уравнения . Решить это уравнение с помощью метода наименьших 
квадратов, в качестве приближённого решения выбирая

a) 2 3 4
1 2 3 4 5( ) ;y x C C x C x C x C x= + + + +

b) 1 2 3( ) cos sin .y x C C x C x= + +

4) Описать проекционный метод Галеркина–Петрова приближённого реше-
ния интегральных уравнений Фредгольма второго рода .

5) Найти точное решение уравнения

 

1
2

1

( ) 1 3 ( ) ( )y x x x s x y s ds
−

= − + +∫

Решить это уравнение с помощью метода Галеркина–Петрова, выбирая базис-
ные функции ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2, ψ1(x) = 1, ψ2(x) = x . 

6) Описать метод Бубнова-Галеркина приближенного решения интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода .
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7) Решить уравнение 
1

2

1

( ) 1 ( ) ( )x x xsy x x e e x e y s ds−

−

= − − + ∫  с помощью метода 

Бубнова–Галеркина, выбирая базисные функции ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2 . 
8) Найти точное решение уравнения

 

1

0

( ) 4(ln 4 1) 4 ( ln(1 )) ( ) .y x x x s x y s ds= − − + + +∫

Решить это уравнение с помощью метода Бубнова–Галеркина . Приближенное 

решение искать в виде 
1

( ) ( ) ,
n

k
n k

k
y x f x C x

=

= +∑  причем ||yn – yn+1||L2[0;1] < ε, ε = 0,001 .

9) Решить уравнение 
1

2

1

( ) 1 ( ) ( )x x xsy x x e e x e y s ds−

−

= − − + ∫  с помощью метода 

Бубнова–Галеркина . Приближённое решение искать в виде:

1
( ) ( ) ,

n
k

n k
k

y x f x C x
=

= +∑  причём ||yn – yn+1||L2[0;1] < ε, ε = 0,001 .

Пример 6. Тема «Решение интегральных уравнений Фредгольма второго рода 
для случая малого параметра»

Дано уравнение y(x) = λAy(x) + f(x), где ( ) ( , ) ( ) ,
b

a

Ay x K x s y s ds= ∫
где функция K(x, s) непрерывна на квадрате [a; b]2, функция f(x) непрерывна на 
отрезке [a; b], 

, [ ; ]
max | ( , ) | .

x s a b
M K x s

∈
=

1) Доказать, что если |λ| < (M(b – a))–1, то существует единственное не-
прерывное на отрезке [a; b] решение данного уравнения, причём это реше-
ние может быть найдено как предел равномерно сходящейся последова-
тельности приближений ψn(x), определяемой рекуррентным соотношением  
ψn+1(x) = λAψn(x) + f(x), где ψ0(x) – произвольная непрерывная функция на от-
резке [a; b] .

2) Доказать, что собственные значения µ оператора A удовлетворяют нера-
венству |µ| ≤ M(b – a) .

3) Доказать, что решения уравнения при |λ| < (M(b – a))–1 выражаются в виде: 

( ) ( ) ( , , ) ( ) .
b

a

y x f x R x s f s ds= +λ λ∫

Для функции R(x, s, λ) (резольвентного ядра) найти её аналитическую зависи-
мость от K(x, s) и λ . 

4) Найти резольвенту для ядра K(x, s) = xs + x2s2, предварительно показав, что, 
если K(x, s) = K1(x, s) + K2(x, s) и K1(x, s) ⊥ K2(x, s), то есть
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1 2 2 1( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0

b b

a a

Ê x t Ê t s ds Ê x t Ê t s ds= =∫ ∫

для любых x, s ∈ [a; b], то R(x, s, λ) = R1(x, s, λ) + R1(x, s, λ) .
5) С помощью резольвенты найти точное решение уравнения

 

1
2 2 3

1

1( ) ( ) ( ) .
4

y x xs x s y s ds x
−

= + +∫  (3)

6) Найти решение уравнения (3) с точностью 10–2 по норме C[0; 1]
a) методом последовательных приближений;
b) методом квадратур (используя формулу Симпсона) .

Заключение
Курсовые работы по функциональному анализу и другим абстрактным ма-

тематическим дисциплинам должны включаться в учебные планы подготовки 
математических, физических и многих инженерных специальностей классиче-
ских и технических университетов . Именно выполняя курсовую работу, сту-
дент осознаёт практическую значимость таких дисциплин, востребованность 
в приложениях, закрепляя при этом теоретические основы, полученные в про-
цессе учебы . Разрабатывая темы курсовых работ, необходимо теоретические 
исследования тесно увязывать с конкретными практическими и прикладными  
задачами . 

Особое внимание необходимо уделять междисциплинарным курсовым про-
ектам . Именно при выполнении такого вида самостоятельной работы форми-
руется способность использовать фундаментальные и специальные знания, 
аналитические и численные методы, виртуальные модели для выполнения ин-
новационных инженерных проектов с целью достижения новых результатов . 
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