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ÐÀÇÄÅË I. 
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

УДК 519.47
DOI: 10.18384/2310-7251-2019-4-8-16

Î ËÎÊÀËÜÍÛÕ 3-ÒÊÀÍßÕ, ÏÐÈÑÎÅÄÈÍ¨ÍÍÛÕ Ê ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÌ 
ÑÈÑÒÅÌÀÌ ÍÀ ÊÎÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÈ ÍÀÄ ÃËÀÄÊÈÌ 
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÅÌ

Ищенко О. С., Матвеев О. А.
Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская 

Федерация

Аннотация. Гамильтоновой системе дифференциальных уравнений, заданной на кокаса-
тельном расслоении T*(M) гладкого многообразия M размерности n, соответствующей 
функции Гамильтона H и имеющей n первых интегралов ставится в соответствие одно-
параметрическое семейство три-тканей, определенных (локально) на кокасательном рас-
слоении T*(M). Дифференциально-алгебраические свойства построенного семейства 
три-тканей отражают свойства исходной гамильтоновой системы.

Ключевые слова: три-ткань, кокасательное расслоение дифференцируемого многообра-
зия, гамильтонова система дифференциальных уравнений

LOCAL THREE-WEBS ADDED TO HAMILTON SYSTEMS 
ON A CÎTANGENT BUNDLE ABOVE A SMOOTH MANIFOLD

О. Ishchenko, О. Matveyev 
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. A one-parameter family of three-webs is put in accordance with the Hamilton system of 
differential equations on a cotangent bundle T* (M) above aт n dimensional differentiable manifold 
M, corresponding a Hamiltonian H, having n first integrals. The differentially algebraic properties of 
the constructed family of three-webs reflect the properties of the initial Hamilton system. 
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Keywords: three-web, cotangent bundle of a differentiable manifold, Hamilton system of 
differential equations

Теория три- и многомерных тканей, пограничная территория между диффе-
ренциальной геометрией и алгеброй, имеет давнюю историю. Хорошо известны 
её тесные связи с геометрической теорией пространств аффинной связности и ал-
гебраической теорией квазигрупп и луп. В настоящий временной период разви-
тие этой перспективной области математики связано, прежде всего, с такими вы-
дающимися исследователями, как М. А. Акивис, А. М. Шелехов, В. В. Гольдберг 
(см., например, [1; 2; 7; 9]). Научная школа профессора А. М. Шелехова (Тверь, 
Москва) привнесла существенный вклад и в теорию неассоциативных универ-
сальных алгебр, и в теорию тканей.

Идея приложений теории тканей к исследованию обыкновенных дифферен-
циальных уравнений не нова. Известно, например, совместное рассмотрение 
свойств интегральных кривых дифференциального уравнения Риккати и три-
тканей специального вида [9]. C другой стороны, предпринят подход примене-
ния методов теории гладких локальных квазигрупп и алгебраической теории 
аффинной связности [6] к исследованию Лагранжевых механических систем 
[4; 5]. В замечательной книге [8] систематически рассматривается алгебраиче-
ская и геометрическая составляющие в теории интегрируемых гамильтоновых 
дифференциальных уравнений, на первое место ставится теория групп и алгебр 
Ли, однако значение квазигрупп и луп явно не выявляется.

В настоящей работе гамильтоновой системе, заданной на кокасательном рас-
слоении T*(M) гладкого многообразия M размерности n, имеющей n первых 
интегралов ϕ1, ..., ϕn, ставится в соответствие однопараметрическое семейство 
три-тканей Wτ(H; ϕ1, ..., ϕn), τ ∈ \{0}, определённых (локально) на касательном 
расслоении T*(M). Дифференциально-алгебраические свойства построенного 
семейства три-тканей Wτ(H; ϕ1, ..., ϕn) отражают, как нам представляется, не-
которые свойства исходной гамильтоновой системы дифференциальных урав-
нений.

Пусть M – гладкое многообразие размерности n, T*(M) – его касательное рас-
слоение, ω2 – естественная симплектическая структура на T*(M). В локальных 
координатах (qi, pi)ω2 задаётся формулой:

 =

ω = ∧∑2

1
.

n
i

i
i

dp dq  (1)

Приведём некоторые стандартные определения гамильтонова формализма, 
см., например, [3; 8].

Определение 1. Пусть f – некоторая гладкая функция на T*(M). 
Кососимметрическим градиентом sgradf функции f называется гладкое вектор-
ное поле на T*(M), однозначно определяемое соотношением:

 ( ) ( )2 , ,v sgradf v fω =
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где v пробегает множество всех гладких векторных полей на T*(M), а v(t) – значе-
ние дифференциального оператора (векторного поля) на функции f.

В локальных координатах (qi, pi) векторное поле sgradf имеет вид:

 1 1
 , , , , ,  .

n n

f f f fsgrad f
p p q q

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= … − … −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (2)

Определение 2. Гладкое векторное поле v на T*(M) называется гамильтоно-
вым, если оно имеет вид v = sgradH, где H – некоторая гладкая функция на T*(M), 
называемая гамильтонианом.

В локальных координатах (qi, pi) интегральные траектории γ(t) = (qi(t), pi(t)) 
гамильтонова векторного поля v удовлетворяют следующей системе уравнений:

 

 .
,

     1,
,

i

i

i
i

dq H
dt p i n

dp H
dt q

⎧ ∂=⎪ ∂⎪ =⎨ ∂⎪ = −
⎪ ∂⎩

 (3)

Определение 3. Пусть ˆ, q q  – некоторые точки многообразия M, τ – некото-
рое действительное число. Известно [3] (гл. 9 §46 В), что найдутся такая окрест-
ность U ⊂ M и такое достаточно малое положительное действительное число ε, 
что при ,q U∈  ˆ ,q U∈  |τ| < ε существует единственная интегральная траектория  
γ(t) = (qi(t), pi(t)) гамильтонова поля, такая что:

 

( )
( )

 

 

0
     . ,

,
ˆ 1

,

i i

i i

q q
i n

q q
⎧ =⎪ =⎨ τ =⎪⎩

 (4)

Следовательно, при ∈,  ̂ ,q q U  |τ| < ε корректно определена функция ( )ˆ, ,S q q τ  
следующим равенством:

 
( )

1
, , ,ˆ

ndef
i

i
i

S q q p dq Hdt
=γ

⎛ ⎞
τ = −⎜ ⎟⎝ ⎠∑∫  (5)

где H – гамильтониан, и интеграл берётся вдоль отрезка интегральной кривой 
γ(t) = (qi(t), pi(t)), 0 ≤ t ≤ τ, удовлетворяющей условиям (4). Функция ( )ˆ, ,S q q τ  
называется функцией действия гамильтонова поля v.

Введём обозначения:

 

( )
( )

,
.ˆ

0
1,

, 
i i

i i

p p
i n

p p
=

=
= τ

 (6)

Лемма. Для функции действия ( )ˆ, , S q q τ  гамильтонова поля v с гамильтониа-

ном H(q, p) справедливы соотношения:
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( ) 1ˆˆ ., , , ,

ˆ ii
S q q p i n
q

∂ τ = =
∂

 (7)

 
( ) , ,  ,  1  ˆ , .ii

S q q p i n
q

∂ τ = − =
∂

 (8)

 
( )∂ τ = −

∂τ
, , .ˆS q q H  (9)

Соотношения (7), (9) доказаны в [3] (гл. 9 §46), где рассматривается диффе-
ренциал функции действия при фиксированной начальной точке .q  Равенства 
(8) доказываются аналогичным образом, если фиксировать не начальную точку 

,q  а конечную точку ˆ.q

Следствие. Функция действия ( )ˆ, ,  S q q τ  гамильтонова поля v с гамильтониа-

ном H(q, p) удовлетворяет уравнениям Гамильтона-Якоби:

 
( ) ( ), , , , , 0.ˆ

ˆ
ˆ ˆS Sq q H q q q

q
⎛ ⎞∂ ∂τ + τ =⎜ ⎟∂τ ∂⎝ ⎠

 (10)

 
( ) ( ), , , , , 0. ˆ ˆS Sq q H q q q

q
⎛ ⎞∂ ∂τ + − τ =⎜ ⎟∂τ ∂⎝ ⎠

 (11)

Введём следующие обозначения, пусть:

 

( )
( )

, ,  ,
 1,

,
.

 , ,

i i

i i

q q p t
i n

p q p t
⎧ = μ⎪ =⎨ = ν⎪⎩

 (12)

является решением системы (3) при начальных условиях:

 

( )
( )0

,
.

0
1,

,

i i

i i

q q
i n

p p
⎧ =⎪ =⎨ =⎪⎩

 (13)

Ясно, что

 ( ), , , 1, , ˆi iq q p i n= μ τ =  (14)

 ( ), , , 1, . ˆi ip q p i n= ν τ =  (15)

Подставляя равенства (14) в соотношение (8), получаем тождества:

 
( )( ) , , , , , . 1,ii

S q q p p i n
q

∂ μ τ τ ≡ − =
∂

 (16)

Дифференцируя тождества (16) по ,kp  имеем:
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2

   . 
ˆ

i

i ki i
k

S
q q p
∂ ∂μ = −δ

∂ ∂ ∂
 (17)

Следовательно,

 
( )

2

  det , ̂ , 0,
ˆi i

S q q
q q

⎡ ⎤∂ τ ≠⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 (18)

 
( )det , , 0. 

i

k
q p

p
⎡ ⎤∂μ τ ≠⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 (19)

Так как функция действия ( )ˆ, , S q q τ  удовлетворяет условию (18), то по теоре-

ме о неявной функции равенства (7) разрешимы относительно переменных  ,iq  
, :1i n=

 ( ) , , ,     1, .ˆˆi iq q p i n= λ τ =  (20)

Приступим к построению локальной 3-ткани на кокасательном расслоении  
T*(M). Определения и первоначальные конструкции теории тканей приведены, 
например, в [9].

Определение 4. Определим , qM τ  как совместную поверхность уровня функ-

ций λi(q, p, τ) при фиксированном t = τ, то есть:

 
( ) ( ) ( ){ }*  

, , : , , , 1, .
˜

i i
qM q p T M q p q i nτ = ∈ λ τ = =  (21)

Предложение 1. Существует такое положительное число ε, что при |τ| < ε 
поверхность , qM τ  является гладким n-мерным подмногообразием в T*(M).

Доказательство. Так как согласно определению функций λi, μi:

 ( ) ( ), , , , , 1ˆ ,ˆ ˆˆi iq p q p i nμ −τ = λ τ =  (22)

то λi(q, p, 0) ≡ qi, и, следовательно, 

 

( )
 0

, ,
. 

i
i
j

j

q p
q

τ=

∂λ τ
≡ δ

∂  (23)

Из (23) следует, что существует такое положительное число ε, что при |τ| < ε 
функции λi(q, p, τ) функционально независимы (при фиксированном τ) на T*(M), 
то есть градиенты grad λi, , ,1i n=  линейно независимы на T*(M). Следовательно, 
в силу теоремы о неявных функциях, поверхность τ, qM  является гладким 
n-мерным подмногообразием в T*(M).

Предложение 2. Пусть G – одномерная группа диффеоморфизмов кокасатель-
ного расслоения T*(M), представленная сдвигами вдоль интегральных траекто-
рий гамильтонова поля v, то есть если gτ ∈ G, то:
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 ( ) ( ) ( )( ) , , , , , ,  .i i
i ig q p q p q pτ = = μ τ ν τ

Тогда справедливо равенство:

 ( )( )*
, . q qM g T Mτ τ=  (24)

Доказательство. Пусть ( ) ( ) *, ,i
i qq p T M∈  и пусть ( ) ( )  ,ˆˆ, , i i

i ig q p q pτ =  тогда 

( ) ( )  , , ,ˆˆ i i
i ig q p q p−τ =  то есть:

 ( )  ˆ, , 1ˆ , .i i iq p q i nμ − τ = =  (25)

Следовательно, в силу равенства (22) ( )  ,, , ˆˆi iq p qλ τ =  , ,1i n=  то есть 
( ) , ˆˆ ., qq p M τ∈  Таким образом, доказано, что ( )( )*

, ,q qg T M Mτ τ⊂  но так как gτ – 

диффеоморфизм, а размерности ( )*
qT M  и , qM τ  в силу предложения 1 совпада-

ют, то ( )( )*
, .q qM g T Mτ τ=

Следствие. Совместная поверхность , qM τ  не зависит от выбора локальных 
координат (qi, pi).

Суммируя полученные выше результаты, приходим в следующей теореме. 
Теорема. Пусть на кокасательном расслоении T*(M) определено гамильтоно-

во векторное поле v и заданы n первых интегралов ϕ1, ..., ϕn гамильтонова поля 
v(n = dimM), подчиняющихся условию:

 
( ), 0, i

i
det q p

p
⎡ ⎤∂ϕ ≠⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 (26)

где (qi, pi) – локальные координаты на T*(M). 
Пусть Na – совместная поверхность уровня функций ϕi, то есть:

 
( ) ( ) ( ){ }*, : , , 1, .

def

a i iN q p T M q p a i n= ∈ ϕ = =  (27)

Тогда существует такое положительное число ε, что при 0 < |τ| < ε на кока-
сательном расслоении T*(M) определена (локально) три-ткань, слоями которой 
являются ( )* ,qT M  , ,qM τ  Na.

Построенную таким образом 3-ткань, присоединённую к гамильтонову век-
торному полю v посредством первых интегралов ϕ1, ..., ϕn, будем обозначать  
Wτ(H, ϕ1, ..., ϕn), где H = H(p, q) – функция Гамильтона.

Пример. На кокасательном расслоении T*(M) гладкого многообразия M раз-
мерности n рассмотрим функцию Гамильтона H = K(p). Уравнения Гамильтона в 
локальной системе координат имеют вид:
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( ) ( ) ,

0.

i

i

dK pdq K p
dt dp

dp
dt

⎧
= =

=

′⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 (28)

Имеем n первых интегралов 1 1, ,  ,   .const,   1,n n ip a p a a i n= … = = =

Решение системы (28) в соответствии с (4) имеет вид:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

1 ; 0 , ,   .
ˆ

;
i i

i i i i
i i n

q q t
p a q t q tK a a q t q

−
= = + = +′ …

τ

Функция действия имеет вид:

 
( ) ( )2 

, , ,
ˆ

ˆ
2

i iq q
S q q

−
τ =

τ

 

 
 ˆ ,    .

ˆ
 ˆ

ˆ
i i

i i
i ii

q qS p q q a
q

−∂ = = = − τ
∂ τ

Слоями 3-ткани Wτ(K, p1, ..., pn) являются ( )* ;qT M  ( ) ( ){= ∈ *, ;aN q p T M  
}= = ;,  1,i ip a i n

 ( ) ( ){ }1
, 1 1 , ,  ; , , .n

q n nM q a q a a a T Mτ = + τ … + τ … ⊂

Предложение 3. Ткань Wτ(K, p1, ..., pn) – параллелезуема.
Следствие. Пусть размерность многообразия M равна 1, в локальных коорди-

натах гамильтониан имеет вид:

 
( ) ( )21, . 

2
H q p p U q= +  (29)

3-ткань Wτ(H, H) является параллелизуемой тогда и только тогда, когда 
U(q) = const.

Замечание. Первое слагаемое в равенстве (29) в теоретической механике ин-
терпретируют как кинетическую энергию, а второе как потенциальную.

Статья поступила в редакцию 23.05.2019 г.
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Аннотация. В рамках равновесной термодинамики получен изотермический принцип 
виртуальных работ для сжимаемого жидкого сплошного тела. Выведены условия меха-
нического равновесия внутри и на поверхности сжимаемого жидкого сплошного тела. 
Полученный изотермический принцип виртуальных работ представляет основу для опи-
сания динамики баротропной магнитной жидкости.

Ключевые слова: сжимаемое жидкое сплошное тело, виртуальная работа, виртуальное 
смещение, лагранжева вариация, удельная свободная энергия, соотношение Гиббса, ус-
ловие равновесия

ISOTHERMAL PRINCIPLE OF VIRTUAL WORK

V. Sokolov
MIREA – Russian Technological University

prosp. Vernadskogo 78, 119454 Moscow, Russian Federation

Abstract. The isothermal principle of virtual work for a compressible liquid continuum is derived 
using the equilibrium thermodynamics. The conditions for a mechanical equilibrium in the 
volume and on the surface of a compressible liquid continuum are obtained. 

Keywords: compressible liquid continuum, virtual work, virtual displacement, Lagrangian 
variation, free energy density, Gibbs relation, equilibrium condition

Различные модели сплошных сред построены на базе принципа виртуальных 
работ. Этот принцип широко используется в современных исследованиях для 
решения различных проблем физики, материаловедения и других. Новый этап 

© CC BY Соколов В. В., 2019.
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применения принципа виртуальных работ связан с применением методов со-
временной геометрии [1-4].

В монографии [5] представлен вывод термодинамического принципа вирту-
альных работ для общего случая, когда необходимо было получить условие и ме-
ханического и теплового равновесия одновременно, при этом рассматривалось 
жидкое или твёрдое сплошное тело объёма V с поверхностью Σ, помещённое 
в термостат с температурой T0. Тело подвергается действию заданных внешних 
сил с объёмной плотностью f


 и с поверхностной плотностью .F



Целью данной работы является вывод изотермического принципа виртуаль-
ных работ, когда выполнено условие теплового равновесия, то есть температура 
во всех точках тела одинакова и остаётся всё время неизменной. Изотермический 
принцип виртуальных работ в такой ограниченной ситуации формулируется 
следующим образом:

Если изотермическое сплошное тело находится в состоянии механического 
равновесия, то для любого виртуального смещения тела из этого состояния вир-
туальная работа внешних сил меньше или равна виртуальной свободной энер-
гии тела, то есть: 

 
( ) ,eAδ ≤ δΦ

где Ф = E – TS – свободная энергия тела, E, S – внутренняя энергия и энтропия 
тела, T – постоянная по всему телу температура. Если изотермическое сплошное 
тело находится в состоянии, не являющемся состоянием механического равно-
весия, то найдётся виртуальное смещение из этого неравновесного состояния, 
для которого:

 ( ) .eAδ > δΦ

Виртуальная работа внешних сил ,F f


 определяется выражением

 
( ) ( )( ) * * ,e

k k k k
V

A f q dV F q d
Σ

δ = ρ δ + δ Σ∫ ∫  (1)

в котоpом виртуальное смещение индивидуальных точек сплошного тела из 
начального состояния описывается лагранжевой вариацией координат * ,qδ   
где ρ – плотность массы тела.

Рассмотрим сжимаемое жидкое сплошное тело. Свободная энергия Ф такого 
тела определяется как интеграл, берущийся по объёму V тела от удельной плот-
ности свободной энергии ϕ(ρ, T):

 
( ), .

V

T dVΦ = ρϕ ρ∫

Согласно выше сформулированному изотермическому принципу виртуаль-
ных работ, для всех обратимых виртуальных смещений из состояния равнове-
сия должно выполняться вариационное равенство:
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( ) ( )  * * * ,k k k k

V V

dV f q dV F q d
Σ

ρδ ϕ = ρ δ + δ Σ∫ ∫ ∫  (2)

где δ*ϕ – лагpанжева вариация удельной свободной энергии, которая определя-
ется следующим выражением:

 
* * * .q∂ϕ ∂ϕδ ϕ = δ ρ = − ρ∇⋅δ

∂ρ ∂ρ


Здесь мы использовали уравнение непрерывности, записанное в лагранжевых 
вариациях, то есть * * .qδ ρ = −ρ∇⋅δ   Теперь преобразуем интеграл в левой части 
уравнения (2):

 

* 2 * 2 * * 2 .n
V V V

dV qdV q d q dV
Σ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕρδ ϕ = − ρ ∇⋅δ = − ρ δ Σ + δ ∇ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ∂ρ⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ 

В результате основное вариационное равенство (2) примет вид:

 
( ) ( )2 * * 2 * * 0.n

V V

q d q dV f q dV F q d
Σ Σ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕρ δ Σ − δ ∇ ρ + ρ δ + δ Σ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫
     (3)

Полученное равенство должно выполняться при произвольных смещениях 
* .qδ   Приравнивая нулю коэффициенты при вариации в объёмных интегралах, 

приходим к следующему условию объёмного изотермического механического 
равновесия:

 
2 0.f

⎛ ⎞∂ϕρ − ∇ ρ =⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠


 (4)

Приравнивая нулю коэффициенты при вариации в поверхностных интегра-
лах, получим следующее условие поверхностного изотермического механиче-
ского условия равновесия:

 
2 0.n F∂ϕρ + =

∂ρ
  (5)

Здесь n  означает внешнюю нормаль к поверхности Σ объёма V. Полученные 
условия механического равновесия (4) и (5) показывают, что давлением p вну-
три рассматриваемого жидкого тела является величина 

 

2 .
T

p
⎛ ⎞∂ϕ= ρ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

 (6)

Согласно основному термодинамическому соотношению Гиббса [6], для диф-
ференциала удельной внутренней энергии ε имеем соотношение:

 
2

.pd Tds dε = + ρ
ρ
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Здесь s – удельная энтропия. Удельная свободная энергия, определяемая соот-
ношением ϕ = ε – Ts, позволяет основное термодинамическое тождество Гиббса 
представить в виде:

 
2

,Pd sdT dϕ = − + ρ
ρ

из которого следует формула для термодинамического давления

 

2 ,
T

p
⎛ ⎞∂ϕ= ρ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

совпадающая с формулой (6), полученной из условия механического равновесия 
в объёме. 

В заключение приведём полную формулировку задачи на определение равно-
весного напряжённого состояния изотермического, с заданной температурой T, 
жидкого тела, находящегося под действием произвольных внешних сил fρ


 и .F


Внутри объёма жидкого тела выполняется условие механического равновесия: 

 ,p f∇ = ρ


в котором

 

( )2
,

,
T

T
p

⎛ ⎞∂ϕ ρ
= ρ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

причём удельная свободная энергия ϕ считается известной функцией.
На поверхности Σ жидкого тела выполняется граничное условие:

 | .np FΣ = −

Полученный изотермический принцип виртуальных работ представляет ос-
нову для описания динамики баротропной магнитной жидкости. 

Статья поступила в редакцию 11.10.2019 г.
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ËÈÍÅÀÐÈÇÀÖÈß ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ 
Â ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÉ ÏËÀÇÌÅ

Лам Тхи Ньюнг, Юшканов А. А.
Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская 

Федерация

Аннотация. Рассматривается поведение вырожденной электронной плазмы под действи-
ем электрического поля слабой интенсивности. Проведена линеаризация кинетического 
уравнения. Приведены аналитические выражения для всех входящих в линеаризованное 
кинетическое уравнение параметров. Показано, что линеаризованное уравнение описы-
вает отклик плазмы на внешнее электрическое поле.

Ключевые слова: кинетическое уравнение, электрическое поле, линеаризация, электрон, 
вырожденная плазма

LINEARIZATION OF THE KINETIC EQUATION FOR ELECTRONS
IN A DEGENERATE PLASMA

Lam Thi Nhung, A. Yushkanov
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. The behavior of a degenerate electron plasma under the action of a weak electric field 
is considered. The linearization of the kinetic equation is performed. Analytical expressions 
are presented for all input parameters in the linearized kinetic equation. It is shown that the 
linearized equation describes the response of a plasma to an external electric field.

Key words: kinetic equation, electric field, linearization, electron, degenerate plasma

Введение
Рассматривается кинетическое уравнение для вырожденной электронной 

плазмы и уравнение для напряжённости электрического поля. Поле считается 
достаточно слабым для возможности линеаризации имеющихся уравнений. При 
этом будет рассмотрен случай, когда электроны после рассеяния в той или иной 
степени сохраняют информацию о своей первоначальной скорости. Это проис-
ходит при учёте электрон-электронного рассеяния, а также при рассмотрении 
сильно гранулированных сред. В последнем случае существенно рассеяние элек-

© CC BY Лам Тхи Ньюнг, Юшканов А. А., 2019.
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тронов на границе зерен, когда требуется учесть эффект отражения электронов 
от этих границ.

Линеаризованное кинетическое уравнение для вырожденного электронного 
газа широко используется для исследования различных явлений в металлах, на-
пример, для исследования скин-эффекта [1–5]. Также линеаризованное кинети-
ческое уравнение используется для описания колебания электронной плазмы 
под действием электрического поля [6; 7].

Кинетическое уравнение и его линеаризация
Рассмотрим кинетическое уравнение для электронов Власова-Больцмана с 

интегралом столкновений БГК (Бхатнагар, Гросс и Крук) для функции распреде-
ления электронов f(v, r, t) [1; 8]:

 
( ).eq

f f fe f f
t

∂ ∂ ∂+ + = ν −
∂ ∂ ∂

v E
r p

 (1)

Здесь v, e – скорость и заряд электронов, ν – частота рассеяния электронов, 
E – напряжённость электрического поля. 

Функция feq описывает локально равновесное распределение вырожденного 
Ферми-газа электронов:

 ( ) ( ) ( )( ), , , , .eqf t t t⎡ ⎤= Θ μ − ε −⎣ ⎦v r r v u r

Здесь

 
( )( ) ( ) 2

, , ,
2
mt t⎡ ⎤ε − = −⎣ ⎦v u r v u r

μ(r, t) – химический потенциал электронного газа. Функция u(r, t) учитывает 
тот факт, что равновесная скорость электронного газа при наличии явлений пе-
реноса может быть отлична от нуля.

Функция Θ(x) – единичная ступенька Хэвисайда:

 
( ) 1,      0,  

0,      0. 
x

x
x

>⎧⎪Θ = ⎨ <⎪⎩

Рассмотрим линеаризацию кинетического уравнения (1). Химический потен-
циал линеаризуем относительно некоторого его значения μ0:

 ( ) ( ) const0 0, , , .x t tμ = μ + δμ μ =r

Равновесную функцию распределения линеаризуем относительно абсолютно-
го (независящего от координат) распределения Ферми:

 ( ) ( ) ( )0 0 .Ff f ⎡ ⎤≡ =Θ μ − ε⎣ ⎦v v v

При линеаризации локально равновесной функции распределения получаем:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , , .eq Ff f m t t⎡ ⎤= + δ ε − ε + δμ⎣ ⎦v v vu r r
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Здесь δ(x) – дельта-функция Дирака.
Для вырожденного Ферми-газа электронов в металле:

 
( )

22 2

0 , , 
2 2 2

FF
F

pm mυ υμ = ε = = ε =v

υF – скорость электронов на поверхности Ферми, которая считается сфериче-
ской, εF – энергия электронов на поверхности Ферми, ε(v) – кинетическая энер-
гия электронов.

Для вырожденного Ферми-газа электронов имеем:

 
( ) ( )( )

2 2

2 2 2
F

F F F
m m mυ υ⎡ ⎤ ⎛ ⎞δ ε − ε = δ − = δ υ − υ υ + υ =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
( ) 2

1 1 11 1 .
2F

F F F FFm m
υ υ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= δ υ − υ = δ − = δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠υ υ υ ε υ

Импульс электрона равен p = mυ. На поверхности Ферми pF = mυF. 
Введём безразмерный импульс (скорость) электронов и безразмерный (при-

ведённый) химический потенциал:

 
( ) ( )

2

,
, , ,

F F F

x tpP x t
p m

μυ= = α =
υ υ

тогда:

 
( ) ( )1 11 1

2 2F
F F F

Pυ⎛ ⎞δ ε − ε = δ − = δ −⎜ ⎟⎝ ⎠ε υ ε

и линеаризованная локально равновесная функция распределения записывает-
ся в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( )21  1 , , .eqf P P t P t⎡ ⎤= Θ − +δ − δα +⎣ ⎦r U r  (2)

Здесь

 
.

F
=

υ
uU

Рассмотрим уравнение Гаусса для напряжённости электрического поля:

 ( ) ( )div , 4 , ,t t= πρE r r

где ρ(r, t) – плотность заряда.
Перепишем уравнение для напряжённости электрического поля в виде:

 ( ) ( )div 0, 4 , .t t⎡ ⎤= π ρ + δρ⎣ ⎦E r r

Здесь ρ0 – равновесное распределение заряда, равное нулю по причине элек-
тронейтральности материала, δρ(r, t) – отклонение плотности заряда решётки 
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от равновесной. Поэтому уравнение для напряжённости электрического поля 
можно переписать в виде:

 ( ) ( )div , 4 , .t t= πδρE r r  (3)

При этом:

 
( )

( )
3

0 3

2 .
2

d pf fδρ = −
π∫ 

 (4)

Рассмотрим уравнение непрерывности плотности заряда [8]:

 
( ) ( )div

,
, 0.

t
t

t
∂ρ

+ =
∂

r
j r

Здесь j(r, t) – плотность электрического тока:

 
( )

( )
3

3

2, .
2

d pt e f=
π∫j r v


Равновесную концентрацию электронов N можно представить в следующем 
виде:

 ( )
3

0 3

2 .
2

d pf N=
π∫ 

При этом:

 
( ) ( )

2

3 2 3 3
0

1

41 .
3p

f P d P P d P d P
<

π= Θ − = =∫ ∫ ∫

Это – объём шара единичного радиуса. Тогда:

 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

3 3
0 0 03 3 3 3

2 2 82 .
2 2 2 3 2

F Fd p p pf f d p f d P π= = =
π π π π∫ ∫ ∫   

Поэтому

 ( )
3

3

8 .
3 2

FpN π=
π

Данное соотношение позволяет найти связь между равновесной концентра-
цией электронов N и величинами pF и μ0.

В линейном приближении функцию распределения электронов можно искать 
в виде:

 ( ) ( ) ( )21 , ,  1 . f P h P t P= Θ − + δ −r  (5)

Здесь f0 = Θ(1 – P2) – абсолютный фермиан, h(r, P, t) – функция, описывающая 
отклонение функции распределения от равновесного значения.

С помощью (5) запишем кинетическое уравнение (1) в виде:
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( ), F

F

f f feP t
t m P

∂ ∂ ∂+ υ + =
∂ ∂ υ ∂

E r
r

 ( ) ( ) ( ) ( )1 , , , , .P t P t h P t⎡ ⎤= νδ − δα + −⎣ ⎦r U r r  (6)

Очевидно, что:

 
0 0 0.f f
t

∂ ∂= =
∂ ∂r

В линейном приближении по электрическому полю можно записать:

 
( ) ( ) ( ) ( )0, , ,  1 .f ft t P t P

P P
∂ ∂= = − δ −
∂ ∂

E r E r E r

При выводе этого уравнения было учтено, что

 
( )( ) ( )0 21 2 1 . f P P P P

P
∂ = Θ′ − − = − δ −
∂

Учитывая эти соотношения, кинетическое уравнение (6) можно переписать в 
следующем виде:

 
( ) ( ) ( ) ( ), , , , , . F

F

h h eP t t P t h P t
t m

∂ ∂ ⎡ ⎤+ υ + = ν δα + −⎣ ⎦∂ ∂ υ
PE r r U r r

r
 (7)

Для нахождения безразмерного отклонения химического потенциала от рав-
новесного значения воспользуемся законом сохранения числа частиц (концен-
трации):

 
( )

( )
3

3

2 0.
2

eq
d pf f− =
π∫ 

Из этого равенства получаем:

 ( ) ( ) ( ) ( ) 31 , , , , 0.P t P t h P t d P⎡ ⎤δ − δα + − =⎣ ⎦∫ r U r r

Отсюда получаем:

 ( ) ( ) ( ) 3, 1 , , .t P h P t d Pδα = δ −∫r r

Величина U(r, t) связана с дрейфовой скоростью электронов ud(r, t) соотно-
шением:

 ( ) ( ), , ,dt t= βU r u r  (8)

где β – некоторый коэффициент. Впервые такая модель была предложена для 
учета электрон-электронных столкновений в [9]. Для электрон-электронных 
столкновений β > 0. Для поликристаллических (сильно гранулированных) ма-
териалов β > 0.

Величина ud(r, t) связана с плотностью тока j(r, t) соотношением:
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( ) ( ), 

, .d
t

t
eN

=
j r

u r

Или

 
( )

( )
3

3

21, .
2

d
d pt f

N
=

π∫u r v


В линейном приближении отсюда получаем:

 
( ) ( ) ( )

( )
3

3
21, , , 1 .
2

d
d pt h P t P

N
= δ −

π
∫u r v r



Данное выражение можно представить в виде:

 
( )

( )
( ) ( )

4
3

3

2, , , 1 .
2

F
d

pt Ph P t P d P
Nm

= δ −
π ∫u r r


Учитывая связь между величинами N и pF, получаем:

 
( )

( )
( ) ( ) ( )

34
3

3 3

3 22, , , 1
82

F
d

F

pt Ph P t P d P
pm

π
= δ − =

ππ
∫u r r




 (9)

 
( ) ( ) 33 , , 1 .

4
Fp Ph P t P d P

m
= δ −

π ∫ r

Заключение
1. Проведена линеаризация кинетического уравнения для вырожденного 

электронного газа и уравнения Гаусса для электрического поля. Все выраже-
ния представлены в виде соотношений для функции, описывающей отклонение 
функции распределения электронов от равновесной функции распределения. 

2. Проведён учёт возможности того, что после столкновения электроны ча-
стично сохраняют информацию о своей скорости до столкновения. 

3. Отдельно рассмотрены случаи электрон-электронных столкновений и 
сильно гранулированных сред, когда необходимо учитывать эффект рассеяния 
электронов от границ зерен этих сред.

Статья поступила в редакцию 14.05.2019 г.
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ 
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÒÈÒÀÍÎÂÛÕ ÑÏËÀÂÎÂ ÊÎÐÎÒÊÎÈÌÏÓËÜÑÍÛÌ 
ËÀÇÅÐÍÛÌ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÌ

Ушаков И. В., Симонов Ю. В.
Национальный исследовательский технологический университет «МИСиС»

119049, г. Москва, Ленинский проспект, д. 4, Российская Федерация

Аннотация. В работе исследованы физико-механические свойства поверхностного слоя 
конструкционных титановых сплавов ВТ18у и ВТ9, обработанных лазерными импульсами. 
Лазерная обработка состоит из серии импульсов длительностью ≈ 20 нс. Использовались 
различные методы лазерной обработки, которые отличались плотностью мощности, ча-
стотой следования импульсов, алгоритмом формирования матрицы облучённых участков 
и так далее. Исследованы изменения микротвёрдости. Установлены зависимости микро-
твёрдости от нагрузки на индентор. Показано, что качество формируемой поверхности 
и её свойства определяются параметрами лазерных импульсов и технологией процесса 
обработки в целом. Установлены режимы, обеспечивающие повышение микротвёрдости 
материала, а также стойкости обрабатываемой поверхности к трещинообразованию и 
разрушению при локальном нагружении. Обсуждены механизмы комплексного улучше-
ния механических свойств поверхностного слоя материала под воздействием лазерной 
обработки. Существенным достоинством предлагаемого метода обработки является од-
новременный рост микротвёрдости и стойкости к формированию трещин.

Ключевые слова: механические свойства; титановые сплавы; поверхностный слой; ми-
кротвёрдость; лазерная обработка

CONTROL OF PHYSICAL AND MECHANICAL PROPERTIES OF THE 
TITANIUM ALLOY SURFACE BY SHORT LASER PULSES

I. Ushakov, Yu. Simonov
National University of Science and Technology ‘MISiS’,

Leninsky prosp. 4, 119049 Moscow, Russian Federation

Abstract. The physical and mechanical properties of the surface layer of titanium alloys VT18u 
and VT9 processed by laser pulses are investigated. Laser processing consists of a series of 
pulses with a duration of ≈20 ns. Various laser processing methods are used, which differ 
in power density, pulse repetition rate, algorithm for forming a matrix of irradiated sections, 
etc. The changes in microhardness are examined. The dependences of microhardness on the 
load at the indenter are established. It is shown that the quality of the formed surface and its 
properties are determined by the parameters of laser pulses and the processing technology as 
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a whole. Regimes are established that provide an increase in the microhardness of the material, 
as well as the resistance of the treated surface to cracking and fracture under local loading. 
The mechanisms of complex improvement of the mechanical properties of the surface layer of 
a material under the influence of laser treatment are also discussed. A significant advantage of 
the proposed treatment method is the simultaneous increase in microhardness and resistance 
to crack formation.

Keywords: mechanical properties, titanium alloys, surface layer, microhardness, laser treatment

Введение
Сплавы на основе титана являются перспективными конструкционными ма-

териалами для современной авиационной и космической промышленности. В 
частности, титановые сплавы нашли применение при изготовлении лопаток га-
зотурбинных двигателей [1; 2]. Преимущество титановых сплавов обусловлено 
их низкой плотностью и достаточно высокими значениями прочности. 

Улучшение технических свойств титановых сплавов достигается варьиро-
ванием доли различных легирующих соединений и различными видами обра-
ботки. Сплавы ВТ18у и ВТ9 можно отнести к комплексно-легированным тита-
новым сплавам. Относительно большое содержание алюминия и циркония в 
сплаве ВТ18у способствует достаточно высокому сопротивлению ползучести 
в условиях высоких температур, что существенно для газотурбинных двигате-
лей. Данный титановый сплав относится к одному из наиболее жаропрочных 
сплавов на базе титана. Сплав ВТ18у является высокопрочным, а специфика его 
элементного и фазового составов обеспечивает высокое значение длительной 
прочности. Авиационные детали из этого материала способны выдерживать 
длительные нагрузки при значениях температуры до 873 К. 

Упрочнение поверхностного слоя позволяет повысить износостойкость лопа-
ток в целом [3; 4]. Для поверхностных слоёв деталей были разработаны различ-
ные технологии упрочнения. Эти технологии направлены на повышение микро-
твёрдости поверхности, создание сжимающих напряжений, повышение ударной 
вязкости и т. д.

В случае формирования упрочнённого поверхностного слоя необходимо кон-
тролировать толщину этого слоя, а также его адгезию к основному материалу. 
Свойства слоя должны быть такими, чтобы не возникало трещин на границе 
между упрочнённым и исходным материалом. Это связано с тем, что во время 
эксплуатации механическим нагрузкам подвергается как поверхность лопатки, 
так и материал в объёме детали. 

Существуют различные методы упрочнения поверхности: напыление, ла-
зерные аддитивные технологии, дробеструйная обработка, лазерный пиннинг, 
плазменно-электролитическая обработка и т. д. [5–10]. Некоторые из этих мето-
дов активно используются на практике. Другие виды обработки показали хоро-
шую эффективность в лабораторных условиях, однако их сложно реализовать в 
реальном производстве [1; 3; 8]. Это, например, относится к технологии исполь-
зования сильноточных импульсных электронных пучков [3].
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Одним из перспективных методов формирования свойств поверхности явля-
ется лазерная обработка [6]. Современные лазерные установки являются доста-
точно надёжными, экономичными и простыми в использовании. Следует отме-
тить, что за последние десятилетия технологии лазерной обработки материалов 
получили большое развитие. Удалось значительно повысить эффективность ла-
зерных систем. Значительные успехи достигнуты в формировании необходимых 
параметров лазерных импульсов: длительности импульса, плотности мощности, 
распределения энергии в области облучения и т. д. Были разработаны точные и 
надёжные системы механического позиционирования деталей, обрабатываемых 
лазерным излучением. 

Все перечисленные методы воздействия имеют определённые достоинства и 
недостатки, связанные как с конечным состоянием образцов, так и с технологич-
ностью процесса обработки. В настоящее время достаточно трудно разработать 
такой метод обработки, который позволил бы существенно улучшить качество 
лопаток в целом по сравнению с другими современными способами. Поэтому 
новые методы обработки должны эффективно формировать требуемые свой-
ства материала, а также быть более технологичными и дешёвыми.

Ранее была предложена технология селективной лазерной обработки нано-
структурных плёнок [6; 7]. Удаётся подбирать такие параметры воздействия, 
при которых существенно повышается их микротвёрдость и стойкость к рас-
трескиванию. 

Цель данной работы заключается в исследовании специфики изменения меха-
нических свойств при воздействии лазерного излучения, а также в определении 
параметров лазерной обработки, при которых возможно одновременно повы-
сить твёрдость поверхностного слоя, а также его стойкость к растрескиванию.

Методика эксперимента
Исследования проведены на нескольких образцах конструкционных титано-

вых сплавов: ВТ18у (Ti85,85Al6,5Zr4Sn2Nb1Mo0,5Si0,15) и ВТ9 (Ti88,3Al6,4Mo3,3Zr1,5Si0,3

Fe0,2). Поверхность сплава ВТ18у перед использованием подвергалась шлифовке 
и полировке.

Поверхность исследуемых образцов была обработана нано- и миллисекунд-
ными лазерными импульсами. Лазерная обработка осуществлялась с использо-
ванием трёх лазерных установок.

Первая установка – LS-2134-E4 (ELS–03): частота следования импульсов 
ν = 1–100 Гц, длина волны излучения λ = 532 нм, энергия одиночного импульса 
E ≈ 15–20 мДж, длительность воздействия одиночного импульса τ ≈ 15–20 нс.

Вторая установка – Bulat (модель LRS–150 AU): частота следования импульсов 
ν = 1–200 Гц, длина волны излучения λ = 1,064 мкм, энергия импульса E ≈ 60 Дж, 
длительность воздействия одиночного импульса τ ≈ 0,2–20 мс.

Третья установка – длиннофокусный импульсный лазер с диодной накачкой 
Nd3+: YAG: частота лазера ν = 100–300 Гц (использовали 200 Гц), длина волны 
λ = 1064 нм, энергия импульса E = 10–20 мДж.
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Материалы подвергали обработке согласно четырём алгоритмам. Алгоритмы 
лазерной обработки и полученные результаты описаны в следующем разделе 
статьи.

Далее проводили серии механических испытаний исходной поверхности ма-
териала, всех обработанных и пограничных участков. Указанные участки инден-
тировали пирамидками Виккерса и Берковича с использованием модернизиро-
ванного микротвердомера ПМТ-3М и нанотвердомера NHT-2. Использовались 
стандартные и модернизированные методы тестирования [11].1

Экспериментальные результаты и обсуждение 
Многие методы обработки титановых сплавов предполагают достаточно 

сложные и дорогостоящие технические мероприятия [3; 9; 12]. Как следствие, не 
все из этих методов обработки находят масштабное применение на практике.

Большой практический интерес представляет создание эффективных, вос-
производимых и дешёвых методов формирования свойств поверхности тита-
новых сплавов. В данной работе свойства поверхности формируются исключи-
тельно за счёт лазерного излучения. Современные лазерные установки имеют 
высокий коэффициент полезного действия, обеспечивают контроль параметров 
лазерного излучения, оснащены высокоточными системами пространственного 
позиционирования обрабатываемых образцов.

Внедрение оксидов и нитридов металлов в поверхностный слой титанового 
сплава способствует повышению микротвёрдости. В случаях, при которых уда-
ётся задействовать механизм повышения микротвёрдости за счёт химических 
реакций с атмосферным кислородом и азотом, появляется возможность уде-
шевить технологии обработки. Вместо создания специальной защитной среды 
можно проводить обработку при нормальных физических условиях.

1. Первый режим облучения (лазер ELS–03 и лазер Nd3+: YAG) обеспечивал 
формирование прямоугольной области обработки за счёт нескольких последо-
вательных этапов. На первом этапе формировали матрицу облучённых участков 
в соответствии со схемой, показанной на рис. 1а. Матрица состоит из непере-
секающихся областей лазерной обработки. Плотность мощности варьировали 
от 0,5 × 1012 Вт/м2 до 90 × 1012 Вт/м2. Затем формировали вторую матрицу, сме-
щённую относительно первой (рис. 1б). Первая и вторая матрицы не перекры-
ваются. Последующие этапы обработки включают формирование дополнитель-
ных матриц облучённых областей, смещённых относительно первых двух. Они 
полностью перекрывают облучённые участки. Описанную выше обработку по-
вторяли от 2 до 5 раз. Размеры диаметров облучаемых участков можно изменять 
при переходе к следующему циклу обработки.

1 Также см.: Государственный стандарт Союза ССР: Измерение микротвердости вдавливанием 
алмазных наконечников. Москва, 1976. ГОСТ 9450-76 (СТ СЭВ 1195-78).
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Рис. 1. Схема последовательных этапов облучения поверхности сплава: а) первый этап; 
б) второй этап. Микрофотография поверхностного слоя, сформированного по первому 

способу: в) диодным лазером Nd3+: YAG; г) лазером ELS-03.

Микроструктура данной поверхности, исследованная с помощью оптической 
микроскопии, не содержит микротрещин и элементов растрескивания. В целом 
её микрорельеф соотносится с неровностями, имеющимися в необработанной 
зоне. Характерно наличие на поверхности сферических областей, образовав-
шихся при быстром охлаждении расплава в атмосфере. На свойства материала 
влияют химические процессы. Начиная с температуры 673К процессы диффу-
зии азота и кислорода в титан резко активизируются. Присутствие оксидов TiO2 
и нитридов TiN в титановых сплавах заметно повышает их микротвёрдость и 
износостойкость.

2. Второй режим (лазер ELS–03). Поверхность облучали лазерными импуль-
сами с частотой 100 Гц, которые фокусировали под поверхность. За счёт измене-
ния глубины фокусировки варьировали диаметр облучённой области от 0,05 мм 
до 2 мм. Образец перемещали на 15 мм в направлении «х» с постоянной скоро-
стью 185 мм/с. Затем образец смещали в направлении «у» и т. д. Обработку про-
должали до формирования зоны облучения размером 15 × 15 мм (рис. 2).

Рис. 2. а) на микрофотографии чётко видны смещённые вдоль оси «x» круглые области 
лазерной обработки; б) структура поверхности с бóльшим увеличением.

За счёт бóльшего размера облучаемой поверхности и поступательного дви-
жения образца формируется бóльший по размерам и более стабильный газо-
плазменный факел. Соответственно, формируется более стабильная защит-
ная атмосфера. При этом снижается давление, оказываемое лазерной плазмой. 
Получаемая поверхность гладкая и имеет характерные участки оплавления. 
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Трещин на обработанной поверхности не фиксировали, в том числе после ло-
кального нагружения алмазной пирамидкой Виккерса с нагрузкой до 4,9 H 
включительно.

3. Третий способ обработки основан на обработке образца миллисекундны-
ми лазерными импульсами (Bulat LRS–150 AU). 

Обрабатывали как одиночными импульсами, так и серией импульсов. За 
счёт обработки единичными импульсами сформировано несколько одиночных 
участков обработки с диаметром пятна порядка 1,3 мм. Равномерное движение 
образца в одном направлении приводило к образованию на его поверхности 
оплавленной дорожки шириной около 1,3 мм (рис. 3). 

Рис. 3. а) поверхность после обработки единичным миллисекундным импульсом; 
б) область, сформированная при воздействии серии миллисекундных лазерных 

импульсов на движущийся образец. Белыми стрелками показаны трещины.

Поверхность имеет сложный и неоднородный рельеф с углублением в центре. 
Формируемые поверхности оказываются подверженными разрушению и тре-
щинообразованию. На всех микрокартинах присутствуют трещины. В большин-
стве единичных зон оплавления имеется одна большая радиальная трещина, но 
могут присутствовать и короткие радиальные трещины. Указанные трещины 
образуются при изменении градиента температурного поля в оплавленной об-
ласти при остывании. Вытянутая зона также покрыта трещинами.

Воздействие миллисекундных лазерных импульсов приводит к сильному ра-
зогреву материала заготовки, что в свою очередь, может способствовать измене-
нию структуры материала. Испытания на микротвёрдость проводили в обрабо-
танных областях, а также в местах, удалённых от границ области оплавления на 
100 мкм и более. В пределах зон оплавления микротвёрдость оказалась выше по 
сравнению с необработанными участками поверхности примерно на 60%. При 
нагрузке F = 0,49 Н микротвёрдость в среднем 350 МПа, в то время как микро-
твёрдость необработанного материала 220 МПа.

Микротвёрдость постепенно снижается при переходе от внутренних участков 
зоны обработки к её границе и далее за пределы области оплавления. На рас-
стоянии более 100 мкм от границы области оплавления микротвёрдость ниже, 
чем на исходной поверхности образцов примерно в 2 раза. Наличие трещин в 
области обработки и снижение микротвёрдости в окрестностях обработанных 
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областей из-за перегрева свидетельствует о неэффективности данного режима 
лазерного облучения.

4. Четвёртый способ обработки схож со вторым методом обработки. 
Использовали лазер ELS-03. Отличие свойств поверхности обусловлено осо-
бенностями фокусировки и количеством полных циклов обработки (рис. 4). На 
первом этапе обработки лазерное излучение фокусируют на высоте 5 мм над по-
верхностью. Далее последовательность обработки поверхности идентична ука-
занной в методе № 2, но при каждом последующем проходе точка фокусировки 
с шагом в 1 мм приближается к поверхности материала. На последнем, шестом 
проходе, излучение фокусировали на поверхность. Микротвёрдость поверхно-
сти после обработки существенно возрастает, особенно в тонком поверхност-
ном слое толщиной 1 мкм.

Рис. 4. Упрочнённая поверхность сплава ВТ9 после лазерной обработки на установке 
ELS-03 по четвёртому способу. Видны фрагменты плёночного покрытия, образованного 

в результате взаимодействия атмосферы с веществом.

5. Использование нескольких вариантов нагрузки позволяет проанализи-
ровать изменение механических свойств лазерно-обработанных участков при 
изменении глубины внедрения индентора. Кроме того, применение разных ве-
личин нагрузок позволяет установить, насколько материал чувствителен к воз-
никновению трещин при индентировании.

Обработанные и необработанные участки поверхности сравнивали меж-
ду собой по следующим критериям: величине микротвёрдости по Виккерсу и 
Берковичу, формированию трещин при нагружении пирамидкой Виккерса с ис-
пользованием больших нагрузок.

Обработка титановых сплавов, как правило, требует создания защитной или 
сильно разреженной атмосферы. В нашем случае была предпринята попытка 
обойтись без защитной атмосферы. Этого достигали за счёт создания квазиста-
бильного газоплазменного факела. Время существования газоплазменного фа-
кела на порядок превышает время воздействия лазерного импульса. В результа-
те разлетающиеся и окисляющиеся пары титанового сплава формируют более 
или менее эффективную защитную атмосферу. Такая методика частично себя 
оправдала. При использовании четвёртого режима обработки на поверхности 
формируется окрашенная плёнка, характерная для поверхностного слоя, насы-
щенного оксидами и нитридами титана. В этом случае можно ожидать высокой 
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микротвёрдости в указанном слое. Это предположение было экспериментально 
подтверждено при испытаниях сплава ВТ9 на нанотвердомере NHT-2 пирамид-
кой Берковича. Микротвёрдость можно рассчитывать несколькими способами 
[11]. В данном случае, при построении зависимости рассчитывали микротвёр-
дость как функцию от нагрузки. Такая зависимость показывает «динамическую 
микротвёрдость». Разные методы расчёта нано- и микротвёрдости имеют пре-
имущества и недостатки. В нашем случае рассчитанное значение микротвёрдо-
сти будет меньше (рис. 5), чем микротвёрдость, оцениваемая по ГОСТ1, с учётом 
эффектов, описанных в [11].

Рис. 5. а) изменение твёрдости необработанной поверхности сплава ВТ9 при изменении 
нагрузки на индентор; б) зависимость твёрдости от нагрузки на индентор для сплава 

ВТ9 после лазерной обработки согласно режиму № 4 на установке ELS-03.

Для необработанного материала при нагрузке на пирамидку Берковича, рав-
ной 0,05 Н, значение твёрдости составляет Hv ≈ 534 МПа (рис. 5). В диапазоне 
малых нагрузок (около 0,001 Н) наблюдаются флуктуации твёрдости около зна-
чений 4500 – 5000 МПа.

Для обработанного материала, показанного на рис. 4, отмечено существен-
ное увеличение твёрдости (рис. 5). При максимальной нагрузке на пирамидку 
Берковича, равной 0,05 Н, значение твёрдости составляет 1516–1589 МПа. Это в 
3 раза превышает величину твёрдости на исходной поверхности материала ВТ9. 
Флуктуаций твёрдости в зоне «малых» нагрузок для лазерно-обработанной об-
ласти не наблюдается. 

Высокая микротвёрдость при низких нагрузках свидетельствует о значитель-
ном упрочнении поверхностного слоя. Параметры используемых режимов ла-
зерного облучения позволяют создать газоплазменный факел. В этих условиях 
оксиды и нитриды титана способны проникать в поверхностный слой и повы-
шать его твёрдость.

1 Государственный стандарт Союза ССР: Измерение микротвердости вдавливанием алмазных 
наконечников. Москва, 1976. ГОСТ 9450-76 (СТ СЭВ 1195-78).
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Существенным является вопрос структуры упрочнённого слоя и его глубины. 
Структура обработанного слоя не должна содержать дефектов, концентраторов 
механических напряжений, желательно добиваться плавного изменения меха-
нических свойств. В таких покрытиях снижается вероятность формирования 
трещин между исходным материалом и поверхностью. Область деформацион-
ного упрочнения также должна учитываться при определении общей толщины 
обработанного слоя. Косвенную информацию об упрочнённом слое можно по-
лучить за счёт индентирования большими нагрузками с использованием пира-
мидки Виккерса (рис. 6). Зависимости № 1 и № 2 демонстрируют значительное 
увеличение микротвёрдости. Микротвёрдость для большинства эксперимен-
тальных точек этих зависимостей примерно на 25–40% выше по сравнению с 
необработанным материалом.

Для зависимости № 2 микротвёрдость практически линейно возрастает с 
229 МПа до 375 МПа с увеличением нагрузки от 0,49 Н до 1,96 Н. При дальней-
шем увеличении нагрузки микротвёрдость существенно не уменьшается.

Толщина обработанного слоя оценивалась только косвенно. Глубина вдавли-
вания индентора составляла около 12 мкм при максимальной нагрузке F = 4,9 Н. 
Необходимо учитывать упругопластическое восстановление материала после 
вдавливания. Реальная глубина внедрения индентора будет значительно больше 
12 мкм [11]. 

Рис. 6. Показаны зависимости микротвёрдости по Виккерсу от нагрузки при 
вдавливании. Зависимости № 1, 2 соответствуют режимам лазерной обработки № 1, 2. 

Зависимость № 3 соответствует исходному материалу.

Существует несколько механизмов, ответственных за изменения микротвёр-
дости. В результате сверхбыстрого плавления и последующего охлаждения ме-
талла возможна аморфизация поверхности. Происходит процесс испарения 
поверхностного слоя в зоне воздействия лазерного излучения. Формируется 
ударная волна с ударным давлением до 1010 Па. В этом случае следует ожидать 
деформационного упрочнения материала. При использовании режима № 2 на-
грев может стимулировать процессы релаксации напряжений [6; 13].

Полученные результаты должны оцениваться по нескольким критериям. 
Оптимальная техника обработки должна быть относительно простой, дешёвой и 
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воспроизводимой. Режимы № 1 и № 2 соответствуют этим критериям. Лазерная 
обработка не предполагает каких-либо дополнительных процедур. Не требуется 
защитной атмосферы, нанесения специальной краски и жидкости (в отличие от 
метода лазерного пиннинга). 

Предлагаемый способ имеет перспективы развития, связанные с комбиниро-
ванием режимов № 1 и № 2 и/или использования второго лазера с высокой ча-
стотой следования импульсов для создания защитной атмосферы.

Существенным преимуществом рассмотренного режима лазерной обработки 
является увеличение стойкости к формированию трещин. Этим данный режим 
обработки выгодно отличается от традиционных методов поверхностного ла-
зерного упрочнения, при которых рост микротвёрдости сопровождается увели-
чением хрупкости. 

Экспериментально установлена вероятность формирования трещин при ло-
кальном нагружении. При индентировании необработанного образца вероят-
ность формирования трещин возрастала с 20% при нагрузке 0,49 Н до 34% при 
нагрузке 1,96 Н для сплава ВТ18у.

При индентировании облучённых участков образцов сплава ВТ18у нагрузка-
ми от F1 = 0,49 Н до F2 = 4,9 Н формирование трещин не фиксировали.

Заключение
1. Предложены способы обработки поверхности титановых сплавов ВТ18у и 

ВТ9, обеспечивающие одновременное повышение микротвёрдости и стойкости 
к формированию трещин. 

Удаётся повысить микротвёрдость в поверхностном слое толщиной 1 мкм в 
2–3 раза, а в слое толщиной 10–20 мкм на 20–40%. 

На исходной поверхности сплава ВТ18у вероятность формирования трещин 
при нагружении пирамидкой Виккерса достигает 34% при нагрузке 1,96 H. В 
обработанном сплаве, при использованных режимах нагружения, трещины не 
формируются. 

2. Воздействие серии лазерных импульсов длительностью в двадцать наносе-
кунд с высокой плотностью мощности позволяет на короткое время сформиро-
вать газоплазменный факел, создающий относительно эффективную защитную 
атмосферу. Незначительное попадание азота и кислорода в поверхностные слои 
титанового сплава способствует повышению микротвёрдости, что и было до-
стигнуто при режиме обработки № 4.

3. Предлагаемый способ обработки основан только на использовании лазер-
ного излучения и электронно-механической системы точного перемещения. Это 
обеспечивает невысокую стоимость и простоту предложенного способа лазер-
ной обработки.

Статья поступила в редакцию 27.09.2019 г.
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ÑÎ ÑÂÅÐÕÒÎÍÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ
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Федерация

Аннотация. Описан способ компьютерного моделирования спектров ЭПР с анизотропны-
ми g-фактором и сверхтонкой структурой (СТС). В программе расчёта учтена зависимость 
ширины индивидуальных резонансных линий поглощения от магнитного квантового чис-
ла mI и от угловой ориентации осей симметрии парамагнитного комплекса в магнитном 
поле. Эффективность метода продемонстрирована на примере модельных спектров ЭПР 
ионов V4+ и Cu2+ в оксидных стёклах.

Ключевые слова: электронный парамагнитный резонанс (ЭПР), компьютерное моделиро-
вание, анизотропия g-фактора, сверхтонкая структура (СТС)

COMPUTER MODELING OF ANISOTROPIC ESR SPECTRA WITH 
A HYPERFINE STRUCTURE

Zhachkin V. A.
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. The method for computer simulation of ESR spectra with an anisotropic g-factor 
and hyperfine structure (HFS) is described. The calculation program takes into account the 
dependence of the width of individual resonance absorption lines on the magnetic quantum 
number mI and on the angular orientation of the axes of the paramagnetic complex symmetry 
in the magnetic field. The efficiency of the method is demonstrated by the example of modeling 
ESR spectra of V4+ and Cu2+ ions in oxide glasses.

Keywords: electron spin resonance (ESR), computer modeling, g-factor anisotropy, hyperfine 
structure (HFS)

Введение
Метод электронного парамагнитного резонанса (ЭПР) примесных ионов 

группы железа в качестве индикаторов широко применяется при исследовани-
ях структуры оксидных стёкол. Однако, отсутствие дальнего порядка в стёклах, 
произвольная ориентация осей симметрии электрических полей, создаваемых 
ближайшим окружением парамагнитных ионов, а также разброс напряжённо-

© CC BY Жачкин В. А., 2019.
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стей самих этих полей сильно усложняют форму экспериментальных спектров. 
Особенно сложной форма спектров ЭПР оказывается в случае анизотропии кон-
станты сверхтонкой структуры (СТС) А и g-тензора. Определение параметров 
спин-гамильтониана из таких спектров без их моделирования на ПК представ-
ляет трудную проблему, зачастую оказывается некорректным, а иногда и просто 
невозможным.

В случае хорошего совпадения модельного спектра с экспериментальным по-
лученные параметры ЭПР, их распределение и степень их взаимной корреляции 
могут дать дополнительную информацию о строении и локальном окружении 
парамагнитного центра и, в конечном счёте, о структуре стекла.

Ниже приведено описание методики моделирования спектров ЭПР в стёклах 
для ионов V4+ и Cu2+, отличающейся от известных учётом зависимости ширины 
резонансных линий от магнитного квантового числа mI и от угловой ориента-
ции осей симметрии магнитного комплекса в магнитном поле. 

Выбор именно ионов V4+ и Cu2+ в качестве ЭПР-индикаторов структуры стек-
ла обусловлен тем, что они обладают ядрами с ядерными спинами, отличными 
от нуля и приводящими к сверхтонкому расщеплению их линий ЭПР. При этом 
ионы V4+ и Cu2+ в оксидных стёклах находятся в электрических полях аксиаль-
ной симметрии, что вызывает анизотропию их g-фактора и констант СТС, за-
висящую от состава стекла и условий его синтеза. 

Моделирование спектров ЭПР ионов Cu2+ и V4+

Типичные для стёкол спектры ионов Cu2+ и V4+ приведены на рис. 1 и 
рис. 2, соответственно. Можно видеть, что спектры имеют сложную фор-
му, и их параметры мы определяли с помощью сопоставления с расчётными 
спектрами. 

Рис. 1. Типичный спектр ЭПР V4+ в бинарном 
натрий-силикатном стекле.
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Рис. 2. Типичные спектры ЭПР Cu2+ в оксидных стёклах составов: 
40Cs2O – 50В2О3 – 10Al2O3 (а), 35Na2O – 60SiO2 – 5Al2O3 (б) и 45Cs2O – 55Р2О5 (в).

Расчёты спектров ЭПР Cu2+ и V4+ проводились в предположении, что они опи-
сываются спин-гамильтонианом [1; 2]:

 ( ) ( ),z z x x y y z z x x y yH S H S H S A I S A I S I S⊥ ⊥= β + β + + + +  g g  (1)

где S = 1/2 для обоих ионов, а I = 3/2 для 63,65Cu и I = 7/2 для 51V.
Энергия, поглощаемая спином, ориентированным под углом θ к направлению 

внешнего магнитного поля, может быть записана как [1; 2]:
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4
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|| ||
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g
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где 2 2 2 2 2cos   sin ,⋅
⊥= ⋅ θ+ ⋅ θ||g g g

а

 
2 2 2 2 2 2 2 2cos   sin .K A A ⋅

⊥ ⊥= ⋅ ⋅ θ+ ⋅ ⋅ θ|| ||g g g  (3)

Из условия, что hv = g0βH0, где g0 и H0 – g-фактор и резонансное поле эталон-
ного образца ДФПГ, соответственно, и что в двух последних слагаемых второго 
порядка малости gβH может быть заменено на (g0βH0 − KmI), получаем для ре-
зонансного поля H(mI, θ) расчётную формулу:
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Модельный спектр в форме первой производной сигнала поглощения рассчи-
тываем по формуле:

 
( ) ( ) ( ){ }2
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g

g
g

 – вероятность перехода, зависящая от ориентации 

парамагнитного комплекса [1]. Мы использовали гауссову форму линии погло-
щения, производная которой имеет вид:

 

( ){ }
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 (6)

Аналогичные соотношения применялись при расчётах спектров с лоренцевой 
формой индивидуальной линии поглощения. Широкое применение при модели-
ровании сложных спектров находит программа EasySpin [3], устанавливаемая на 
современных ЭПР-спектрометрах.

В наших расчётах все четыре параметра спин-гамильтониана (A||, g||, A⊥, g⊥), 
входящие в выражение (4), рассматривались как флуктуирующие, при этом кор-
реляция между парами {A||, g||} и {A⊥, g⊥} не учитывалась, но параметры внутри 
пары считались коррелированными для обоих ионов Cu2+ и V4+. В этом случае:
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где ,, ,A A⊥ ⊥σ σ σ σ|| ||g g  − стандартные отклонения параметров спин-гамильтони-
ана g||, A||, g⊥ и A⊥ от их средних значений, соответственно, а τ|| и τ⊥ – коэффици-
енты корреляции между переменными A|| и g|| и A⊥ и g⊥, соответственно.
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Таким образом, при компьютерном моделировании спектров ЭПР V4+ и Cu2+ 
варьировались 10 параметров: параметры спин-гамильтониана (g||, A||, g⊥, A⊥), 
их стандартные отклонения от среднего значения || || , )( , ,A A⊥ ⊥σ σ σ σg g  и коэффи-
циенты корреляции (τ||, τ⊥).

Из выражений (4) и (7) легко могут быть получены аппроксимации, описы-
вающие угловую зависимость ширины линии ΔH от θ и квадратичную зависи-
мость от магнитного квантового числа mΙ:

 при2 2 2 2 2  cos sin  1,H H H ⊥⊥= ⋅ θ + ⋅ θ τ = τ = +||||  (8)

 при2 2 4 2 4  cos sin 0,H H H ⊥⊥= ⋅ θ + ⋅ θ τ = τ =||||  (9)

где

 ( )1/22
0 1 2 ,I IH a a m a mΔ = + +||  (10)

 ( )1/22
0 1 2 .I IH b b m b m⊥Δ = + +  (11)

Приближение (8) наиболее часто использовалось нами в модельных расчётах 
спектров ЭПР Cu2+ и V4+ (например, в [4; 5]). На рис. 3 приведены в качестве 
примера экспериментальный спектр ЭПР V4+ в натрий-силикатном стекле и мо-
дельный спектр, рассчитанный для гауссовой формы индивидуальной линии 
поглощения при следующем наборе параметров спин-гамильтониана: g|| = 1,943, 
g⊥ = 1,982, A|| = 170 ⋅ 10–4 см–1, A⊥ = 57,5 ⋅ 10–4 см–1.

Зависимость ширины линии ΔH от θ и от магнитного квантового чис-
ла mΙ была выбрана в соответствии с выражениями (8), (10) и (11) в виде: 

2 2 2 2 2  cos sin ,H H H⊥= ⋅ θ + ⋅ θ||  где ΔH|| = (5,3 – 3,6 ⋅ mI + 1 ⋅ mI
2 )1/2 и ΔH⊥ = 

= (4,9 – 1,5 ⋅ mI + 1,2 ⋅ mI
2 )1/2.

Рис. 3. Экспериментальный спектр ЭПР V4+ в натрий-силикатном стекле 
(сплошная линия) и модельный спектр (кружки).
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На рис. 4 приведены зависимости ширины индивидуальной линии поглоще-
ния ΔH(mΙ) от магнитного квантового числа mΙ для параллельной и перпендику-
лярной ориентаций комплекса в магнитном поле.

Рис. 4. Зависимости ширин индивидуальных линий поглощения от магнитного 
квантового числа mI {ΔH|| = (5,3 – 3,6 ⋅ mI + 1 ⋅ mI

2 )1/2; ΔH⊥ = (4,9 – 1,5 ⋅ mI + 1,2 ⋅ mI
2 )1/2}мТ 

в модельном спектре ЭПР V4+, приведённом на рис. 3.

На рис. 5 приведён экспериментальный спектр ЭПР Cu2+ в цезий-алюмо-бо-
ратном стекле состава 40Cs2O–10Al2O3–50B2O3 и модельный спектр, рассчитан-
ный для гауссовой формы индивидуальной линии поглощения при параметрах 
спин-гамильтониана: g|| = 2,293, g⊥ = 2,051, A|| = 170 ⋅ 10–4 см–1, A⊥ = 24 ⋅ 10–4 см–1. 

Рис 5. Экспериментальный спектр ЭПР Cu2+ в цезий-алюмо-боратном стекле состава 
40Cs2O–10Al2O3–50B2O3 (сплошная линия) и модельный спектр (кружки).

Зависимость ширины линии ΔH от θ и от магнитного квантового числа 
mΙ была выбрана в виде 2 2 2 2 2

|| cos sin ,H H H⊥= ⋅ θ + ⋅ θ  где 

 ΔH|| = (100 – 65 ⋅ mI + 15 ⋅ mI
2)1/2 мТ и ΔH⊥ = (7 – 5 ⋅ mI + 6 ⋅ mI

2 )1/2 мТ. 
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Выводы
1. Показано, что учёт в расчётной формуле (4) для резонансного поля 

H(mI, θ) членов второго порядка малости приводит к заметному сдвигу цен-
тральных линий СТС в сторону меньших магнитных полей в эксперименталь-
ных спектрах ЭПР. Учёт этих сдвигов позволяет во многих случаях получать 
хорошее совпадение расчётных спектров с экспериментальными и тем самым 
точнее определять значения g-фактора и констант СТС.

2. Предлагаемый алгоритм моделирования позволяет рассчитывать сложные 
спектры, являющиеся суперпозицией сигналов от двух и более неэквивалентных 
парамагнитных центров.

3. Приведённые в работе расчётные формулы могут быть с успехом примене-
ны как в научных, так и в учебных лабораториях при работе со спектрами ЭПР в 
рамках спецкурса «Обработка эксперимента в физике».

Статья поступила в редакцию 09.10.2019 г.
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Ê ÌÅÒÎÄÈÊÅ ÈÇÓ×ÅÍÈß ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÆÈÄÊÈÕ ÊÐÈÑÒÀËËÎÂ 
Â ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÏÎËßÕ

Геворкян Э. В., Хотькин С. О. 
Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская 

Федерация

Аннотация. Представлена методика измерения оптического пропускания в скрещенных 
поляризаторах слоя нематического жидкого кристалла при воздействии на него вра-
щающегося магнитного и переменного электрического полей. Рассмотрено поведение 
нематического жидкого кристалла в таких полях. Создана экспериментальная установ-
ка, реализующая методику, в которой вращающееся магнитное поле создаётся между 
двумя «неодимовыми» (из NdFeB (неодим-железо-бор)) дисками, закреплёнными на 
вращающейся платформе. Приведены результаты измерений оптического пропускания 
в ЖК-1289, а также оценки однородности магнитного поля между дисками. 

Ключевые слова: нематический жидкий кристалл, вращающееся магнитное поле, пере-
менное электрическое поле, динамика директора, анизотропия диамагнитной восприим-
чивости, анизотропия диэлектрической проницаемости

A METHOD FOR INVESTIGATING THE BEHAVIOR OF LIQUID CRYSTALS 
IN VARIABLE ELECTROMAGNETIC FIELDS

E. Gevorkyan, S. Khotkin
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. We present a method for measuring optical transmission in crossed polarizers 
of a nematic liquid crystal layer under the action of rotating magnetic and variable electric 
fields. The behavior of a nematic liquid crystal in such fields is considered. An experimental 
setup implementing the method is designed, where the rotating magnetic field is generated 
between two NdFeB (neodymium–ferrum–borum) disks installed on a rotating platform. The 
measurement results of the optical transmission in LC-1289 and the estimates of homogeneity 
of the magnetic field between the disks are presented.

Keywords: nematic liquid crystal, rotating magnetic field, variable electric field, director 
dynamics, diamagnetic susceptibility anisotropy, permittivity anisotropy
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Введение
Одним из уникальных свойств жидких кристаллов (ЖК) является наличие 

вращательной вязкости при вращении директора (единичного вектора, задаю-
щего направление преимущественной ориентации молекул). Наиболее эффек-
тивным методом изучения динамики директора считается метод вращающегося 
магнитного поля [1; 2]. Однако у него имеется ряд недостатков и трудностей, 
преодолеть которые удаётся с помощью более сложного, конического магнитно-
го поля [3; 4].

Использование комбинации двух магнитов: статического и вращающегося для 
конического поля даёт малую область однородности поля. Вращение одного маг-
нита вокруг оси, не ортогональной полю и несовпадающей с главной осью инерции 
магнита, также практически неудобно. Экспериментальная, практическая реализа-
ция такого магнитного поля осуществляется, например, с помощью специальных 
сменных наконечников для вращающегося магнита [5]. В этом случае доступен 
только ограниченный дискретный набор углов конуса поля. Область однородности 
поля также невелика. При этом для акустического или оптического зондирования 
динамики директора приходится делать отверстия в магните.

Как электрическое, так и магнитное поле в отдельности широко используются 
для ориентации жидких кристаллов. Однако работ, в которых оба этих ориен-
тирующих фактора используются совместно, даже в простейшем статическом 
случае, очень мало [6–12].

Альтернативный подход, использованный нами в представленной ниже экс-
периментальной установке, состоит в применении комбинации вращающегося 
магнитного и переменного электрического полей для жидких кристаллов с по-
ложительной анизотропией диэлектрической проницаемости. Ячейка с жидким 
кристаллом находится между полюсами вращающегося магнита, а переменное 
электрическое поле подаётся непосредственно на прозрачные проводящие по-
верхности ЖК-ячейки.

Экспериментальная установка
На рис. 1 приведена блок-схема установки, созданной для реализации пред-

ложенной методики.
1. Диск из NdFeB (неодим-железо-бор) ∅70 мм и h = 30 мм в обойме из алю-

миния ∅130 мм и h = 30 мм.
2. Шаговый двигатель марки ASTROSYN, 6-ти проводной с шаговым углом 

1,8 градуса с током фазы до 1,6А.
3. Фотоприёмник в алюминиевом корпусе, собранный на базе фотодиода 

BPW20RF с диапазоном длин волн 550-1040 нм.
4. Вращающий механизм.
5. Генератор ГСС-120 с диапазоном частот 1 мкГц–120 МГц.
6. Четырёхканальный регистратор K8047.
7. Программируемый контроллер шаговых двигателей SMSD-1.5.
8. Компьютер.
9. Лазерный модуль DSL6505-0921.
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10. Поляризатор (с возможностью поворота на 180°).
11. Ячейка с жидким кристаллом (НЖК-1289).
12. Анализатор (с возможностью поворота на 180°).

Рис. 1. Блок-схема установки.

Установка включает в себя два магнита, помещённых в обоймы, соединённые 
между собой шпильками из латуни диаметром 7 мм с резьбой, что позволяет 
изменять индукцию магнитного поля, меняя расстояние между магнитами. 
Обоймы смонтированы на основании из нержавеющей стали, которое латунны-
ми стойками закреплено на вращающейся платформе, работающей от шагового 
двигателя (ШД). Вращающий механизм представляет собой металлическую пла-
стину и закреплённую в ней с помощью подшипника цилиндрическую вставку 
из стали марки Ст3. В середине вставки выточен зазор диаметром 25 мм (для 
возможности снятия оптического сигнала). На нижней части вставки распо-
ложен шкив под зубчатый ремень, соединяемый с ШД. Конструкция с ячейкой 
нематического жидкого кристалла – ЖК-1289 (НЖК), поляризатором, анализа-
тором, лазером и фотоприёмником расположена так, что не имеет мест сопри-
косновения с вращающейся платформой. Это позволяет избежать передачи ви-
браций от двигателя. Размеры ячеек 30 мм на 15 мм. Толщина слоя НЖК 100 мкм. 
Поверхность ячейки обработана оксидом индия-олова (ITO), который является 
прозрачным электродом. Генератор ГСС-120 соединён с ячейкой и регистрато-
ром. Также на регистратор выведен сигнал от фотоприёмника. Одновременная 
запись позволяет отслеживать зависимость изменения оптического сигнала от 
напряжения, подаваемого на ячейку. Скорость и направление вращения магнит-
ного поля задаются при помощи программируемого контроллера шаговых дви-
гателей SMSD-1.5. Контроллер и регистратор подключены к компьютеру, через 
который осуществляется контроль над проводимым экспериментом с использо-
ванием сервисных программ PcLab2000SE и SMC_Program-v-4-0-5.
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Магнитное поле
Вращающееся магнитное поле создаётся между двумя «неодимовыми» (из 

NdFeB (неодим-железо-бор)) дисками (диаметра 70 мм и толщины 30 мм; оста-
точная индукция 1,05 Тл), закреплёнными на вращающейся платформе. 

Оценим величину и однородность магнитного поля в пространстве между 
пластинами.

Уравнения магнитостатики с использованием скалярного магнитного по-
тенциала ϕ, где напряжённость магнитного поля H = –∇ϕ, дают возможность с 
учётом граничных условий непрерывности нормальной компоненты магнитной 
индукции численно рассчитать магнитную индукцию в пространстве между 
магнитами. 

Результаты расчёта представлены на рис. 2 и 3. Из рис. 3 видно, что в центре 
зазора между магнитами есть достаточно широкая область однородного маг-
нитного поля, в которой можно поместить исследуемый жидкий кристалл.

Рис. 2. Расчётная структура магнитного поля.

Рис. 3. Нормальная компонента магнитной индукции около дисков (по оси абсцисс 
расстояние в мм вдоль линии магнитной индукции, а по оси ординат значение 

магнитной индукции в Тл, расстояние между дисками 40 мм).
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Электрическое поле и оптическая часть
Переменное электрическое поле задаётся генератором ГСС-120. Частота из-

менения поля может меняться в диапазоне от 1 мкГц до 120 МГц и выбирается в 
диэлектрическом режиме таким образом, чтобы избежать электрогидродинами-
ческих (ЭГД) неустойчивостей и ориентационных эффектов, связанных с про-
водимостью ЖК.

Стеклянные пластинки ячейки с прозрачным проводящим покрытием позво-
ляют с помощью лазерного луча, проходящего сквозь ЖК-ячейку, получать ин-
формацию об изменении ориентации директора в ней.

Интенсивность света I, прошедшего сквозь ячейку с гомеотропной ориента-
цией, помещённую между скрещенными поляризаторами, зависит от ориента-
ции директора:

 
ΔΦ= β⋅2 2

0 sin 2 sin . 
2

I I  (1)

Здесь β – угол между поляризацией лазерного луча и плоскостью поворота 
директора, а фазовый сдвиг равен:

 
( )( )( )0

2 ,
d

e on z n dzπΔΦ = θ −
λ ∫  (2)

где d – толщина жидкого кристалла в ячейке, λ – длина волны, Δn = ne0 – no – 
анизотропия показателя преломления, θ(z) – угол наклона директора относи-
тельно нормали ячейки.

Динамика директора и результаты измерений
В диэлектрическом режиме плотность момента, действующего со стороны 

переменного электрического поля Ez = E0 sin 2πνt на директор, равна:

 
Γ = ε ε θ2

0 0
1   sin2 , 
4 a E  (3)

где εa – анизотропия диэлектрической проницаемости на частоте n, ε0 – электри-
ческая постоянная, θ – угол наклона директора.

Плотность момента, действующего со стороны вращающегося магнитного 
поля H = (H0cosωt, H0sinωt, 0) на директор n, равна:

 [ ]0  ,aΓ =μ χ ⋅ ×n H n H  (4)

где μ0 – магнитная постоянная, χa – анизотропия диамагнитной восприимчиво-
сти, ω – угловая скорость вращения магнитного поля.

Уравнение движения директора сводится к системе двух нелинейных уравне-
ний. Её стационарное решение (индекс s, синхронный режим) имеет вид:

 

2
0 0
2 2

0 0
2sin cos 1   ,

2 cos
a

s s
a s c

E
H

⎛ ⎞ε ε ωϕ ϕ + =⎜ ⎟χ μ ϕ ω⎝ ⎠
 (5)
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0 0

0
 , 

s2 co
a

a
s

s

Ed
cH

ε
χ ϕ
ε=  (6)

где ω = μ χ γ2
0 0 1/ 2c aH  – критическая частота, ϕn – азимутальный угол директора, 

ϕ = ω − ϕnt  – запаздывание азимутального угла, d = ctgθ = nz/n0 – котангенс 
полярного угла наклона директора, c – скорость света. 

Как было показано ранее, в отсутствии синхронного режима или при его не-
устойчивости жидкий кристалл переходит в асинхронный режим со сложным 
движением директора. Вследствие вырожденности этого состояния начинается 
медленный процесс разориентации жидкого кристалла, в результате которого 
он переходит в новое стационарное состояние с неполной ориентированностью 
с многочисленными ориентационными дефектами, дисклинациями. Оптическая 
анизотропия этого состояния уменьшается с ростом частоты вращения поля и 
определяется, как и длительность переходного процесса, динамикой дефектов.

На рис. 4 представлены результаты измерений на описанной выше экспери-
ментальной установке временной зависимости интенсивности (в относитель-
ных единицах, асинхронный режим) лазерного луча, прошедшего в скрещенных 
поляризаторах через жидкокристаллическую ячейку с нематиком ЖК-1289. 

Рис. 4. Зависимость от времени (в с) интенсивности (в относительных единицах) 
лазерного луча, прошедшего сквозь ЖК-ячейку с поляризаторами.

Заключение
Как видно из рис. 4, под действием переменных скрещенных полей происхо-

дит изменение ориентационной структуры нематика. Анализ результатов из-
мерений позволит оценить коэффициент вращательной вязкости, анизотропии 
диэлектрической проницаемости (на различных частотах) и диамагнитной вос-
приимчивости жидкого кристалла. Сочетание быстро вращающегося магнитно-
го поля с переменным электрическим представляет также интерес для изучения 
динамики ориентационной структуры дискотиков. Для корректной постановки 
эксперимента требуется визуальный контроль за образованием в ячейке дискли-
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наций. Для изучения «объёмных» свойств жидких кристаллов больших разме-
ров вместо оптических измерений можно использовать измерения анизотропии 
коэффициента поглощения ультразвука с волновым вектором ортогональным 
электрическому полю.

В последнее время повысился теоретический интерес к изучению ЭГД не-
устойчивости жидких кристаллов в очень сильных электромагнитных полях и 
соответствующей модификации уравнений гидродинамики НЖК [13]. Для из-
учения таких эффектов также может быть полезной предложенная эксперимен-
тальная схема.

Статья поступила в редакцию 31.10.2019 г.
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Аннотация. Проведён сравнительный анализ классической теории вязкостного механизма 
поглощения звука ультрадисперсными средами и одной из доминирующих теорий ани-
зотропии поглощения звука магнитными жидкостями на основе вязкостного механизма. 
Теория Такетоми, используемая многими авторами, даёт завышенные значения размеров 
агрегатов в магнитных жидкостях и не позволяет количественно описать эксперимен-
тальные данные. Кроме того, формула, полученная Такетоми, в предельном случае не 
сводится к классическому выражению поглощения ультразвука, следовательно, должна 
считаться ошибочной.

Ключевые слова: магнитные жидкости, коэффициент поглощения, анизотропия, агрега-
ты, вязкостный механизм
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Abstract. We report a comparative analysis of the classical theory of the viscous mechanism 
of sound attenuation by ultrafine media and one of the dominant theories of sound attenuation 
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anisotropy by magnetic fluids on the basis of the viscous mechanism. The Taketomi theory used 
by many authors gives overestimated values for the size of aggregates in magnetic fluids and 
is not able to quantify experimental data. In addition, the formula obtained by Taketomi does 
not reduce to the classical expression for viscous absorption in the limiting case and, therefore, 
should be considered erroneous.

Keywords: magnetic fluids, attenuation coefficient, anisotropy, aggregates, viscous mechanism

I. Введение
При распространении упругих волн в ультрадисперсных средах происходит 

дополнительное ослабление их интенсивности, которое вызвано преимуще-
ственно вязкостным и тепловым механизмами. Вязкостный механизм обуслов-
лен различием плотностей дисперсионной среды и дисперсной фазы, из-за чего 
возникает градиент скорости между компонентами системы. В результате на 
границе раздела фаз появляются вязкие волны, стремящиеся выровнять ско-
рости дисперсной фазы и дисперсионной среды. Величина градиента скорости 
зависит от размера частиц, разности плотностей между фазами, вязкости дис-
персионной среды и частоты звуковой волны.

Впервые теорию вязкостного механизма поглощения звука во взвеси твёрдых 
частиц в жидкости выдвинули С. М. Рытов, В. В. Владимирский и М. Д. Галанин 
[1]. Применимость этой теории для ненамагниченной магнитной жидкости про-
верялась в работах [2–4]. Основным параметром в данной теории является от-
ношение радиуса частицы R к глубине проникновения вязкой волны δη:

 

1

1
,

2
R R

η

ρ ωξ = =
δ η

 (1)

где ρ1 – плотность несущей среды, ω – циклическая частота ультразвуковой 
волны, η1 – сдвиговая вязкость несущей среды.

Добавочное поглощение, вызванное данным процессом, определяется выра-
жением:
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2
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c b
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 (2)

где с1 – скорость звука в несущей среде, ϕ – объёмная концентрация частиц, ρ2 – 
плотность частиц,

 

2

1

2 1 2 .
9

b
⎛ ⎞ρ= +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 (3)

Для малых значений объёмной концентрации параметр a = 1.
Расчёт полного поглощения энергии упругой волны в намагниченной магнит-

ной жидкости представляет собой существенно более сложную задачу, посколь-
ку общее поглощение системы α будет складываться из поглощения в несущей 
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среде α0, а также вязкостного αv, теплового αT и магнитодинамического αmd 
механизмов поглощения [5]:

 0 .v md Tα = α + α + α + α  (4)

Из многочисленных магнитооптических экспериментов известно, что под 
действием внешнего магнитного поля в магнитных и магнитореологических 
жидкостях происходит формирование внутренней структуры из частиц [6]. 
Индуцирование анизотропной структуры приводит к появлению зависимости 
коэффициента поглощения звука от угла между волновым вектором и направ-
лением магнитного поля.

Первые попытки развития теории анизотропии поглощения звука магнитны-
ми жидкостями опирались на теории хорошо изученных к тому моменту других 
анизотропных жидкостей – жидких кристаллов. Это связано с тем, что моле-
кулы нематических жидких кристаллов, как правило, представляются в виде 
жёстких вытянутых эллипсоидов или стержней. Под действием внешнего маг-
нитного поля наночастицы в магнитной жидкости группируются в сферические 
кластеры, которые затем выстраиваются в цепочечные агрегаты вдоль силовых 
линий [7]. Такие агрегаты можно также представить в виде вытянутых эллипсо-
идов, но существенно больших размеров [8].

Проводя аналогию с жидкими кристаллами, Дж. Парсонс в своей работе раз-
вил линейную гидродинамическую теорию магнитных жидкостей [9]. Причём в 
качестве директора n, имеющего смысл преимущественной ориентации длин-
ных осей молекул жидких кристаллов, он принял единичный вектор локальной 
намагниченности. Однако экспериментальные данные показали, что даже каче-
ственно угловые зависимости коэффициента поглощения ультразвука в магнит-
ных жидкостях носят иной характер [10; 11].

После экспериментального обнаружения того, что в магнитных жидкостях 
могут образовываться сферические кластеры из наночастиц в присутствии 
внешнего магнитного поля, С. Такетоми попытался объяснить появление анизо-
тропии коэффициента поглощения ультразвука в магнитной жидкости движе-
нием данных кластеров: вращательным и поступательным [12]. Используя тео-
рию поглощения звука в жидких кристаллах, он получил следующее выражение 
для коэффициента поглощения, вызванного вращением сферических кластеров:

 

2
* 2 4

3 3 5 13
1 3

4 2 cos cos ,
2 3rot c
ω ⎛ ⎞α = η + η + α θ + α θ⎜ ⎟⎝ ⎠ρ

 (5)

где η3 – сдвиговая вязкость магнитной жидкости, η3
* – объёмная вязкость маг-

нитной жидкости, c3 – скорость звука в магнитной жидкости, θ – угол между 
волновым вектором ультразвуковой волны и направлением магнитного поля, 
α1, α5 – коэффициенты Лесли [13; 14].

Для получения выражения поглощения звука, связанного с поступательным 
движением кластеров, им была взята модель вибрирующей сферы в вязкой 
жидкости. С использованием формулы Стокса для силы трения, действующей 
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на сферический кластер, и учитывая силу упругости цепочечных агрегатов во 
внешнем магнитном поле, им было получено выражение:

 

( )
( ) ( )

3
1 1 1

2 22
3 2 3 1

3 6
,

sin 6
c c c c c

tr
c c

R V n R V

c k V c R

πη ω πη + ρ ω
α =

θ −ρ ω + πη ω
 (6)

где Vc – объём кластера, nс – число кластеров в единице объёма, Rc – радиус кла-
стера, k – силовая константа. Общее поглощение звука в магнитной жидкости 
представляется суммой выражений (5) и (6).

В настоящее время теория Такетоми используется многими авторами для 
описания экспериментальных данных по поглощению звука магнитными жид-
костями под действием внешнего магнитного поля [15–23]. Привлекательность 
данной теории заключается в возможности получения с её помощью многих фи-
зических характеристик магнитных жидкостей и индуцированных в ней класте-
ров, а также в качественном совпадении экспериментальных и теоретических 
угловых зависимостей поглощения звука. Однако, можно ли надёжно опираться 
на получаемые с её помощью численные значения?

Поскольку теория Такетоми основана на вязкостном механизме поглощения 
звука, то расчётные значения радиуса и плотности агрегатов должны совпадать 
для обеих теорий. Поэтому целью данной работы является проверка соответ-
ствия рассматриваемых теорий посредством анализа экспериментальных дан-
ных.

II. Объект и методы исследования
Располагая большим массивом экспериментальных данных по акустическим 

свойствам магнитных жидкостей во внешних магнитных полях, возможно не 
только сопоставить результаты, получаемые с помощью теорий на основе вяз-
костного механизма, но также проанализировать их изменения при варьиро-
вании типа несущей среды, размеров и концентрации частиц, температуры об-
разца, а также величин магнитного поля и частоты ультразвукового сигнала. В 
настоящей работе выбраны экспериментальные данные по исследованиям маг-
нитных жидкостей на основе трансформаторного масла [18; 20; 22], синтетиче-
ских углеводородов [17; 21] и воды [12; 19; 23], полученные разными авторами.

Значения размера и плотности кластеров были взяты из расчётных данных 
по теории Такетоми и дополнены известными физическими характеристиками 
несущей среды и наночастиц. К сожалению, не все теплофизические параметры 
и кривые полидисперсности были представлены авторами работ, поэтому точно 
оценить вклады других механизмов поглощения звука не представляется воз-
можным. Несмотря на это, условие αexp > αv + α0, полученное из выражения (4), 
всё равно должно выполняться, и любое отклонение от него будет указывать на 
ошибочность данных, используемых в расчётах.
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III. Результаты и их обсуждение
На рис. 1 представлены диаграммы сравнения экспериментальных и расчёт-

ных значений коэффициента поглощения ультразвука в магнитных жидкостях 
при варьировании несущей среды и концентрации наночастиц. 

Рис. 1. Диаграммы сравнения экспериментальных и расчётных согласно теории 
Такетоми значений коэффициента поглощения ультразвука в магнитных жидкостях 

при варьировании несущей среды и концентрации наночастиц.

Вклад вязкостного механизма поглощения αv, рассчитанный по значениям, 
полученным из теории Такетоми, превышает экспериментально полученные для 
всех представленных образцов магнитных жидкостей. Причиной аномальных 
значений вязкостного поглощения являются завышенные размеры кластеров 
Rcl, которые в ряде случаев достигают значений в 2–3 мкм и выше. Частицы по-
добных размеров не только увеличивают поглощение ультразвука системой на 
порядки, но и вызывают его рассеяние, сопоставимое по величине с внутренним 
поглощением.

Значения поглощения звука магнитной жидкостью на основе воды, получен-
ные в работе [19], существенно ниже не только расчётных данных αv, но и значе-
ний, полученных другими авторами для образцов с меньшими концентрациями 
наночастиц. Ранее нами уже был указан ряд грубых ошибок в данной работе [24].
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Рассмотрим подробнее выражение (6), которое представляет собой вклад 
только вязкостного механизма в поглощение ультразвука магнитной жидко-
стью. В предельном случае при k = 0 (случай равенства плотностей дисперсион-
ной среды и дисперсной фазы) оно должно обращаться в нуль. Легко увидеть, 
что выражение (6) не удовлетворяет данному требованию, поэтому его следует 
считать ошибочным.

IV. Заключение
Существующие на данный момент теории жидких намагничивающихся сред 

не способны количественно описать поведение магнитных жидкостей во внеш-
них магнитных полях, в особенности индуцированную анизотропию её свойств. 
Теория Такетоми даёт завышенные значения размера кластеров из наночастиц в 
магнитных жидкостях, что должно приводить к аномальному поглощению уль-
тразвука и его рассеянию. Однако известно, что в стабильных образцах магнит-
ной жидкости отсутствуют агрегаты микронных размеров даже в присутствии 
внешнего магнитного поля. Кроме того, формула, полученная Такетоми, в пре-
дельном случае не сводится к классическому выражению поглощения ультра-
звука, следовательно, должна считаться ошибочной.

Статья поступила в редакцию 26.09.2019 г.
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Ê ÂÎÏÐÎÑÓ Î ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÑÈËÎÂÛÕ ËÈÍÈßÕ ÇÅÌËÈ Â ÓÑËÎÂÈßÕ 
Å¨ ÂÐÀÙÅÍÈß

Гладков С. О.
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

125993, г. Москва, Волоколамское ш., д. 4, Российская Федерация 

Аннотация. Строго аналитически показано, что магнитные силовые линии Земли запол-
няют некоторый непрерывный класс поверхностей и получаются из решения уравнений 
магнитостатики при учёте эффекта вращения. Доказано, что их происхождение является 
следствием эффекта вращения Земли. 

Ключевые слова: магнитостатика, частота вращения, силовые линии 

MAGNETIC FORCE LINES OF THE EARTH UNDER THE CONDITIONS OF ITS 
ROTATION

S. Gladkov 
Moscow Aviation Institute (National Research University)

Volokolamskoe shosse 4, 125993 Moscow, Russian Federation

Abstract. Magnetic force lines of the Earth are shown strictly analytically to fill some continu-
ous class of surfaces and are obtained from the solution to the equation of magnetostatics. It is 
proven that their origin is a consequence of the effect of the Earth’s rotation.

Keywords: magnetostatics, rotation frequency, forces lines

Вопрос, поднимаемый в настоящей статье, относится к общим теоретическим 
вопросам геофизики и преследует единственную цель: представить подробное 
аналитическое описание стационарного пространственного распределения 
поля магнитной индукции Земли и его силовых линий, чтобы закрыть этот не-
большой образовавшийся пробел. Решение этой задачи в литературных источ-
никах по непонятной причине пока что не было освещено (во всяком случае, мы 
не смогли обнаружить какого–либо вразумительного объяснения её отсутствия 
ни в монографиях [1–4], ни во множестве оригинальных работ по этой темати-
ке). Весьма возможно, что решение этой задачи для авторов упомянутых моно-
графий показалось им слишком тривиальным и не заслуживающим внимания. 
Подобное простое объяснение и подтолкнуло нас остановиться на данном во-
просе достаточно подробно, как с точки зрения его физической интерпретации, 
так и с целью изложения некоторых тонкостей чисто вычислительного характе-
ра, касающихся этой интересной проблемы. 

© CC BY Гладков С. О., 2019.
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Сама же физическая постановка вопроса довольно проста. Действительно, 
будем рассматривать Землю, как магнитный шар, вращающийся с постоянной 
угловой частотой ω .

Благодаря тому, что ось Земли претерпевает нутацию, приводящую к излуче-
нию длинных электромагнитных волн (сокращенно ЭМ) (наподобие того, как 
это было подробно описано, например, в работах [5–7] для обычных магнитных 
и сегнетоэлектрических шаров), то подобное обстоятельство свело бы задачу 
анализа распределения ЭМ полей вне Земли к решению нестационарных урав-
нений Максвелла. 

Поскольку целью настоящего сообщения является аналитическое описание 
формы магнитных силовых линий, заполняющих некоторое семейство вектор-
ных поверхностей, то нас не будет интересовать вопрос, касающийся ЭМ излу-
чения.

В свете этого, нутацией земной оси мы пренебрежём, что, конечно, сильно 
упростит нашу задачу, и будем решать её в магнитостатическом приближении. 

В нашем распоряжении, таким образом, с формальной точки зрения имеется 
некоторый массивный ферромагнитный шар, вращающийся вокруг своей оси с 
постоянной угловой скоростью ω

 .  При этом возникает вполне закономерный 
вопрос, касающийся аналитического описания формы его магнитных силовых 
линий. 

В условиях стационарности движения мы имеем право записать тогда следую-
щую систему уравнений Максвелла, описывающих квазистационарное магнит-
ное поле в веществе [8]: 

 

0,
0,

div
rot

=
=

B
H  (1)

где B – вектор магнитной индукции, а H – напряжённость магнитного поля. 
Они связаны друг с другом простым линейным соотношением B = μH, где 
μ – средняя магнитная проницаемость Земли. 

Из верхнего уравнения системы (1) следует, что B = rotA, где A – векторный 
потенциал магнитной индукции. Поэтому из второго уравнения немедленно по-
лучаем: 

 

⎛ ⎞
=⎜ ⎟μ⎝ ⎠

1 0.rot rotA

Считая μ = const и учитывая условие калибровки ЭМ поля 

 = 0,divA  (2)

немедленно находим уравнение: 
 Δ = 0.A  (3)

Решение этого уравнения легко написать, если воспользоваться аналогией с 
решением уравнения Лапласа, описывающего распределение давления Р вблизи 
поверхности обтекаемого вязким стационарным потоком шара (так называемая 
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задача Стокса, см., например, [9]), согласно которому ΔP = 0, и для внешней за-
дачи математической физики (r ≥ R) решение будет иметь вид: 

 
( )η

= −0 3

3
,

2
R

P P
r

ur
 (4)

где P0 – атмосферное давление, u – скорость течения, R – радиус шара. 
Легко проверить, что решение (4) удовлетворяет уравнению Лапласа. Поэтому 

в полной аналогии с формулой (4) можно легко привести решение уравнения (3) 
с учётом конкретной специфики нашей проблемы. 

Действительно, в рассматриваемом нами случае можно записать, что 

 
[ ]

3
,a

r
ω ×

=
r

A


 (5)

где а – некоторая константа, которую мы далее приведём, исходя из соображе-
ний размерности и её физического смысла, r – радиус-вектор, проведённый из 
центра шара в точку наблюдения при условии, что r ≥ R. 

Легко проверить прямой подстановкой решения (5) в уравнение (3) и в урав-
нение калибровки (2), что они автоматически удовлетворяются. Поэтому, в со-
ответствии с равенством B = rotA, немедленно находим для интересующего нас 
поля магнитной индукции следующее пространственное распределение: 

 

( )
3 2

3
.a

r r
⎛ ⎞ω ×

= − ω⎜ ⎟⎝ ⎠
r r

B


  (6)

Теперь, что касается константы a. В силу нашего предположения, что магнит-
ное поле (или индукция) появляется только благодаря вращению Земли, напра-
шивается вполне очевидный физический вывод о том, что это возможно лишь 
в том случае, если имеются электрические заряды, распределённые по объёму 
Земли с некоторой объёмной плотностью ρe. Поэтому, исходя из совершенно 
простых соображений размерности, мы можем сразу же написать: 

 

πρ εμ
=

54
,

3
eRa

c
 (7)

где c – скорость света в вакууме, ε – средняя диэлектрическая проницаемость 
Земли. Заметим здесь, что плотность ρe очень мала. 

Если на поверхности сферы выбрать локальный ортонормированный еди-
ничный базис θ ϕ, , ,re e e  который тривиальным образом связан с единичными 

декартовыми ортами i, j, k линейными соотношениями: 

 

θ

ϕ

= ϕ θ + ϕ θ + θ
= ϕ θ + ϕ θ − θ
= − ϕ + ϕ

cos sin sin sin cos ,
cos cos sin cos sin ,

sin cos ,

re i j k
e i j k
e i j  (8)
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то в сферической системе координат для решения (6) с учётом (7) легко получим 
для компонент поля индукции ( )θ ϕ= , ,rB B BB

 

θ

ϕ

ρ εμ
= ω θ

ρ εμ
= ω θ

=

2

3

2

3

2
cos ,

sin ,

0,

e
r

e

R V
B

cr
R V

B
cr

B  (9)

где V – объём Земли. 
В соответствии с верхним уравнением системы (1), мы имеем право написать 

соответствующие линейные уравнения, которые описывают магнитные силовые 
линии, лежащие на некоторой поверхности вращения, называемой векторной 
поверхностью, в следующем виде: 

 θ

θ θ ϕ= = sin .
0r

dr rd r d
B B

 (10)

Подставляя сюда (9), получаем в результате два интеграла, описывающие ис-
комые векторные линии: 

 

=
θ

ϕ =

12

2

,
sin

.

r C

C  (11)

где C1,2 – константы интегрирования. 
Таким образом, в соответствии с [10], уравнение векторных поверхностей бу-

дет: 

 ( ) 2sin ,r = Φ ϕ θ  (12)

где Ф(ϕ) некоторая произвольная функция от полярного угла ϕ. 
Переходя здесь к декартовым координатам x, y, z согласно преобразованиям 

 = θ ϕ = θ ϕ = θsin cos , sin sin , cos ,x r y r z r

получаем следующее семейство поверхностей: 

 
( ) ( )⎛ ⎞+ + = Φ +⎜ ⎟⎝ ⎠

3 22 2 2 2 2arctg .yx y z x y
x

 (13)

В соответствии с решением (13) можно теперь совершенно элементарно найти 
векторные линии магнитной индукции поля Земли. 

Действительно, полагая, что ϕ = const получаем однопараметрическое урав-
нение прямой: 

 = ,y kx  (14)

где коэффициент k = tgϕ.
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Переобозначая в (13) функцию Ф(ϕ) через константу C2 с учётом (14), нахо-
дим: 

 ( ) ( )= + − +
2 4 2

2 2 2 23 3 31 1 ,z C x k x k  (15)

Дифференцируя (15) по x и полагая производную z′ равной нулю, определяем 
точки экстремума векторной линии. В результате оказывается, что точки макси-
мума функции z(x) находятся при симметричных значениях: 

 
± = ±

+
0

2

2 2 ,
33 1

Cx
k

 (16)

соответственно справа от центра Земли и слева (напомним, что начало коорди-
нат выбрано в центре Земли), то есть между северным и южным полюсами. 

Далее, считая, что максимум силовых линий находится при значениях 
± = ±0 ,x R  где R – радиус Земли, получим из (16), что константа 

 
= + 23 3 1 .

2 2
C k R  (17)

И, следовательно, подставляя её в (15), найдём 

 
( )⎛ ⎞= ± + −⎜ ⎟⎝ ⎠

2 1
2 3 3

31 .
2

z x k R x x  (18)

Таким образом, из (18) следует вывод о том, что, во-первых, радиус действия 
магнитных силовых линий ограничен значением: 

 
=max

3 3 ,
2 2

x R  (19)

которое приблизительно равно двум радиусам Земли, а, во-вторых, максималь-
ное значение высоты векторной силовой линии будет таким: 

 

+= ±
2

max
1 .

2
kz R  (20)

Если теперь найти кривизну силовой линии =
ρ
1 ,K  где ρ – радиус кривизны 

в данной точке, при значении x = R, согласно известной формуле двухмерной 
дифференциальной геометрии 

 ( )
′′= =

ρ + ′
3

2 2

1 ,
1

zK
z  

то в результате тривиального дифференцирования зависимости (18), получим, 
что: 
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( ) ( )22 2 11 .

3x R

k
K z R

R=

+
= = =′′

ρ
  (21)

Согласно условию 
=

ρ ≥ max ,
x R

z  из выражений (20) и (21) немедленно следует, 

что угловой коэффициент k должен подчиняться неравенству: 

 
≤ 1 .

2
k  (22)

Заметим, что качественно решение (18) адекватно соответствует магнитным 
силовым линиям, которые приводятся практически в любом учебнике, посвя-
щённом описанию геофизических свойств Земли. 

Формулой (22) мы закончим анализ сформулированной выше задачи и, под-
водя итог настоящего сообщения, ещё раз кратко сформулируем основные вы-
воды, проведённого выше исследования.

1. Исходя из аналогии с гидродинамической задачей Стокса, найдено распре-
деление поля магнитной индукции Земли в магнитостатическом приближении 
для внешней задачи математической физики. 

2. Приведено строгое доказательство того факта, что магнитные силовые ли-
нии Земли являются следствием её вращения в предположении, что Земля пред-
ставляет собой равномерно заряженный шар. 

3. Результат чисто аналитического решения сформулированной проблемы 
качественно соответствуют экспериментально наблюдаемым силовым линиям. 

Статья поступила в редакцию 06.11.2019 г.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß ÏËÀÇÌÛ ÍÀ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÈÑÏÅÐÑÍÛÕ 
ÑÐÅÄ Ñ ÎÐÃÀÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

Бычков В. Л., Бикмухаметова А. Р., Дешко К. И., Михайловская Т. О., 
Черников В. А., Шваров А. П. 
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова 

119991, Москва, Ленинские горы, д. 1, Российская Федерация

Аннотация. Проделаны эксперименты по воздействию плазмы коронного разряда на об-
разцы дисперсных сред с органическими объектами (такими, как различные виды почв). 
Выявлена роль ионизации воздуха при воздействии коронного разряда в изменении 
электропроводности сред и в изменении химических свойств, связанных с окислением 
молекулярного азота до его минеральных форм.

Ключевые слова: дисперсные среды, различные виды почв, коронный разряд, воздух, 
плазма

INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF PLASMA ON THE PROPERTIES 
OF DISPERSED MEDIA WITH ORGANIC OBJECTS

V. Bychkov, A. Bikmukhametova, K. Deshko, T. Mikhailovskaya, V. Chernikov, 
A. Shvarov
Lomonosov Moscow State University

Leninskie Gory 1, 119991 Moscow, Russian Federation

Abstract. We have performed experiments on the influence of corona discharge plasma on 
samples of dispersed media with organic components (various types of soils). We have revealed 
the role of air ionization under the action of the corona discharge, which leads to a change in the 
electrical conductivity of media and to a change in the chemical properties associated with the 
oxidation of molecular nitrogen to its mineral forms.

Keywords: dispersed media, various types of soils, corona discharge, air, plasma

1. Введение
Исследование взаимодействия потоков заряженных частиц c дисперсными 

средами, в том числе c природными органическими и неорганическими веще-
ствами важно, для развития технологии создания и модификации различных 
материалов при воздействии на них плазменных или высокотемпературных по-
токов [1; 2]. В частности, обработка почво-подобных объектов плазмой различ-

© CC BY Бычков В. Л., Бикмухаметова А. Р., Дешко К. И., Михайловская Т. О., Черников В. А., 
Шваров А. П. , 2019.
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ных разрядов может привести к улучшению культурных свойств почвы и, как 
следствие, к увеличению всхожести и уменьшению количества необходимых для 
здорового роста растений факторов [3]. 

К последним перспективным направлениям относятся: создание условий 
для модификации дисперсных сред, почвы; создание оптимальных условий 
для роста растений, компоненты которых препятствуют развитию онкологиче-
ских заболеваний, и воздействия плазмы на дисперсные материалы на косми-
ческих станциях-миссиях на Луну и Марс в условиях гравитации, отличной от 
Земной [4].

В данной работе проделаны эксперименты по плазменному воздействию на 
дисперсные материалы – два подтипа чернозёма с целью определения возмож-
ных параметров воздействия коронного разряда на почвенный и растительный 
покров в лабораторных условиях. Определены параметры плазмы, при которых 
возможно воздействие последних на такие материалы – различные типы почв. 
Проведены модельные исследования, где в качестве дисперсных материалов ис-
пользовались: чернозём, слитый выщелоченный, а также чернозём типичный 
маломощный, глина и песок, и выявлены изменения электропроводности и дру-
гих почвенных свойств. 

2. Объект исследования воздействия коронного разряда 
на дисперсные материалы

При использовании плазмы коронного разряда в качестве объектов воздей-
ствия на дисперсные материалы были выбраны: чернозём слитой выщелочен-
ный, чернозём типичный маломощный, глина и песок. 

В Западной части республики Адыгея, в Гиагинском районе, был заложен пол-
нопрофильный разрез, из которого были отобраны образцы для эксперимента. 
По гранулометрическому составу чернозём почти однороден по всему профилю. 
По классификации Качинского он соответствует лёгкой глине. Классификация 
2004 года: постлитогенный аккумулятивно-гумусовый агро-чернозём, слитизи-
рованный, сильно выщелоченный на делювиальных суглинках. Основной срав-
нительный анализ свойств после взаимодействия коронного разряда и контроля 
проходил именно на этой почве.

Чернозём типичный маломощный был отобран в Липецкой области, 
Данковском районе. Классификация 2004 года: миграционно-мицелярный кар-
бонатсодержащий среднекарбонатный на покровных суглинках [5]. 

Глина и песок. Для исследований использованы глина из Селивановского рай-
она, Владимирской области и песок кварцевый. По классификации [5] исходно-
му образцу глины соответствует глина лёгкая (см. табл. 1.). 

Исследования физико-химических свойств глины показали, что: ёмкость ка-
тионного обмена составляет: 31,5 мг-экв/100 г; степень насыщенности основа-
ниями: 83,8%; содержание катионов (мг-экв/100 г): Са – 16,6; Mg – 7; K – 1,9; 
Na – 0,9. Кроме того, был определён минералогический состав илистой фракции 
изучаемой глины: содержание группы монтмориллонита составляет 35%; содер-
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жание группы гидрослюд (иллита) – 30%; группы каолинита + хлорита – 28% от 
общей фракции.

В исследованиях использовался обезжелезненный кварцевый песок. По клас-
сификации [5] ему соответствует песок рыхлый. Содержание фракции крупного 
и среднего песка – 67,6%; мелкого песка – 32,4%.

Таблица 1.
Гранулометрический состав исходной глины

Фракция Содержание

Песок крупный и средний (1–0,25 мм) 1,76%

Песок мелкий (0,25–0,05 мм) 9,80%

Пыль крупная (0,05–0,01 мм) 27,61%

Пыль средняя (0,01–0,005 мм) 11,20%

Пыль мелкая (0,005–0,001 мм) 10,81%

Ил (< 0,001 мм) 38,82%

Сумма частиц размером < 0,01 мм 60,83%

3. Методы исследования
3.1. Методы исследования дисперсных материалов
Определение электропроводности в почвенных пастах [6]. 
Данный метод был применён ко всем образцам. Образцы доводились до оди-

наковой влажности, разбавление 1:1. Измерение проводилось 4-х электродной 
установкой Landmapper-ERM. Образец помещали в кювету так, чтобы почва це-
ликом заполнила её, затем подключали электроды и проводили измерение, вы-
ставив нужный режим на приборе. 

Определение микроструктуры почвы на сканирующем электронном микро-
скопе. 

Съёмку производили на микроскопе JSM-6380LA на увеличениях ×30; ×100; 
×500; ×2000; ×7000. 

Определение гранулометрического и микро-агрегатного составов, лазерная 
дифрактометрия [8]. 

Определение KJCM распределения частиц по размерам на лазерном дифрак-
ционном анализаторе “Analysette 22 comfort”. Он измеряет частицы размером от 
0,01 до 1250 мкм. Прибор состоит из измерительного блока с лазером и пере-
мещающейся ячейкой и из блока подготовки пробы с ультразвуковой ванной 
(при микро-агрегатном анализе обработка ультразвуком при внесении пробы 
не производится). 

Определение углерода, методом сухого сжигания [8]. 
Измерение производилось на приборе AH-7529. Содержание карбонатов про-

водилось по методу [8], а также на приборе AH-7529 методом кулонометрического 
титрования. Содержание карбонатов представляется в процентном содержании.
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Определение сорбционной способности и удельной поверхности дисперсных 
материалов – почв методом БЭТ. 

В результате строится график зависимости влажности почв от относительного 
давления паров и высчитывается полная удельная поверхность [7, с. 48–52, 79–83].

Определение pH, содержания NO3 и NH4 [8]. 
Определение производилось потенциометрическим методом, с использова-

нием ион-селективных электродов. Прибор для определения данных свойств – 
Эксперт 001, анализатор жидкости [8]. 

Определение макроэлементов и микроэлементов [8]. Определение массовой 
доли макро и микроэлементов почвы проводилось методом масс-спектрометрии 
с индуктивно связанной плазмой на масс-спектрометре Agilent ICP-MS 7500.

3.2. Физические методы исследования [5]
Измерение полевых зависимостей намагниченности. 
Для измерения магнитной характеристики образцов был использован метод 

измерения полевых зависимостей намагниченности на приборе LakeShore 7400. 
Измерение количества аэроионов. 
Измерение проводилось малогабаритным счётчиком аэроионов МАС–1. 

Для экспресс измерений лёгких аэроионов, подвижность которых составляет 
0,4 см2/В∙с диапазон измерения составлял 102 ÷ 106 в см3. Собственный фон при-
бора 50 единиц в см3. Допустимая погрешность при измерении от 100 до 700 
единиц ± 50%, а от 700 до 106 погрешность 40%.

4. Эксперименты при использовании коронного разряда
Для проведения экспериментов по воздействию плазмы на дисперсные материа-

лы была использована установка по созданию коронного разряда [10]. Стандартная 
схема прибора и фотография области действия коронного разряда представлены на 
рис. 1; 2. В кювету помещается образец дисперсного материала типа почвы (рис. 1). 

Рис. 1. Схема создания коронного разряда:1 – кювета, 2 – образец, 3 – анод, 
4 – подставка, 5 – катод, 6 – источник питания.

Кювета сделана из металла, её диаметр равен 130 мм, а высота 18 мм. Образец 
предварительно необходимо растереть и просеять через сито в 1 мм, затем ув-
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лажнить до пастообразного состояния. Не обязательно заполнять кювету це-
ликом. Важно, чтобы в месте воздействия находился материал. Толщина слоя 
дисперсного материала, выложенного в кювету, в экспериментах, не превышала 
7 мм. 

Рис. 2. Фотография разрядной области.

В качестве источника питания использовался генератор высокого напряже-
ния, позволяющий менять электрическое напряжение на электродах в диапазо-
не 2 ÷ 50 кВ с шагом 250 В. Типичный использованный диапазон электрическо-
го напряжения составлял 9 ÷ 12 кВ. Ток разряда измерялся миллиамперметром 
и в ходе опыта мог изменяться на величину от 18 до 21 мкА. Верхний высоко-
вольтный электрод представлял собой иглу диаметром 3 мм, с радиусом кончи-
ка – 0,4 мм. Его полярность можно было установить как положительной, так и 
отрицательной. 

Расстояние между поверхностью образца и верхним электродом варьирова-
лось от 10 до 30 мм (рис. 2). Электрод противоположной полярности находился 
непосредственно под почвой, то есть кювета выступала в качестве электрода. 
Обработка почвенного образца производилась в течение 1–2 минут. При под-
нятии напряжения выше 12 кВ появлялся искровой разряд между концом иглы 
и поверхностью материала. 

4.1. Сравнение электропроводности для положительной и 
отрицательной корон в дисперсных материалах (чернозёме типичном 
маломощном, глине и песке)

В результате эксперимента выявлены изменения значения электропровод-
ности обработанных образцов по сравнению с контролем: при положительной 
полярности коронного разряда (нижний электрод заземлен, потенциал на игле) 
электропроводность увеличивается заметнее (рис. 3), чем при отрицательной 
полярности (рис. 4) (потенциал на нижнем электроде, игла заземлена), как в слу-
чае чернозёма, так и в случае песка и глины. 
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Рис. 3. Изменение электропроводности образцов при положительной полярности 
коронного разряда.

Рис. 4. Изменение электропроводности образцов при отрицательной полярности 
коронного разряда.

4.2. Эксперименты с положительной короной с дисперсным 
материалом – чернозёмом выщелоченным слитым

4.2.1. Оценка изменения концентрации заряженных частиц в воздухе 
(аэроионов)

Содержание положительно и отрицательно заряженных частиц в кубиче-
ском сантиметре воздуха фоновых условий не превышало 150–200 единиц. 
Воздействие коронного разряда на атмосферный воздух привело к резкому ро-
сту концентрации аэроионов. Так, число положительно заряженных ионов воз-
росло до 15000–17000, а отрицательных до 23000–25000 единиц в см3. 

4.2.2. Электропроводность дисперсного материала–почвенных паст
Электропроводность почвенных паст чернозёма в результате его обработки 

коронным разрядом увеличилась более чем на 150 мСм/см (рис. 5). 
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Рис. 5. Изменение электропроводности образцов, обработанных 
коронным разрядом положительной полярности.

Данные статистически достоверны, при вероятности 0,90. Доверительный ин-
тервал для образца, обработанного разрядом, 580–600 мСм/см, а для контроля 
452–501 мСм/см.

4.2.3. Магнитные характеристики
Кривые намагниченности практически не менялись. 

4.2.4. Изменения химических свойств образцов
Показания содержания углерода в образце, обработанном короной, измени-

лись слабо (см. табл. 2).

Таблица 2.
Содержание углерода в образцах

Содержание С, %
Обработка коронным разрядом 2,65
Контроль 2,55

Погрешность данного определения составляет 0,05%.
При действии коронного разряда содержание минеральных форм азота резко 

возросло по сравнению с контролем. Так, содержание нитратов возросло в два с 
половиной раза, а аммиака – более чем в пять раз (см. табл. 3).

Таблица 3.
Изменение химических свойств дисперсного материала-чернозёма при действии 

коронного разряда

рН NO3, мг/л NH4, мг/л
Контроль 6,59 14,7 28,0
Обработка коронным разрядом 5,90 39,5 159,6
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Причина такого роста содержания минеральных форм азота на фоне корон-
ного разряда лежит в ионизации атмосферного воздуха. Молекулярные формы 
азота и кислорода при коронном разряде в высоком электрическом поле пере-
ходят в ионные структуры с последующим окислением азота. В частности, как 
показано в [11], под действием тлеющего газового разряда в диапазоне напря-
жённости электрического поля 11–25 кВ/см концентрация ионов NO+ растёт от 
103 до 107 в см3 при фоновой концентрации ионов 103 в см3, а концентрации ней-
тралов NO и N2O за 20 секунд растут до 1013 в см3. То есть концентрации ионов 
и нейтралов с компонентами азота растут на несколько порядков величины под 
действием ионизации, произведённой коронным разрядом. Аммиак, по мнению 
Прянишникова Д. Н. (1934) [8], есть начало и конец азотного цикла окисления 
молекулярного азота. Поэтому его многократное преобладание по сравнению с 
контролем вполне объяснимо.

4.2.5. Гранулометрический и микроагрегатный составы
Гранулометрический состав. 
Электрическое и электромагнитное воздействия, вероятно, привели к изме-

нению дисперсного состояния чернозёма в результате воздействия коронного 
разряда (см. табл. 4). Данные статистически достоверны при вероятности 0,80. 
Доверительный интервал содержания ила в образце, обработанном коронным 
разрядом, варьируется в пределах 62,23–63,65, а в контрольном образце разброс 
составил 61,10–61,87. Содержание пыли в обработанном образце имеет довери-
тельный интервал 36,21–37,73, а в контрольном образце 38,13–38,90.

Таблица 4.
Гранулометрический состав образца, обработанного коронным разрядом, и контроля

Мкм Корона Контроль

<1 Ил 14,06 13,40

5 Пыль мелкая 48,88 48,09

10 Пыль средняя 15,14 15,14

50 Пыль крупная 20,50 22,22

250 Песок мелкий 1,33 1,17

500 Песок средний 0,09 0,00

1000 Песок крупный 0,00 0,00

Рост содержания наиболее мелких фракций при действии коронного разряда 
происходил на фоне снижения содержания более крупных фракций. 

Микроагрегатный состав. 
При оценке микроагрегатного состава наблюдается обратная картина по срав-

нению с гранулометрическим составом (см. табл. 5).
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Таблица 5.
Микроагрегатный состав образцов

Размер фракций, мкм Обработка короной Контроль
<1 0,87 1,07
5 7,00 9,33

10 6,81 8,91
50 25,34 34,13

250 40,31 42,46
500 ÷ 1000 19,69 4,12

Соотношение результатров гранулометрического и микроагрегатного анали-
зов показывает прочность микроструктуры.

Содержание фракций микроагрегатов на контроле было выше, чем в обрабо-
танных короной образцах во всех фракциях, за исключением самых крупных 
микроагрегатов (рис. 6). 

Данные так же статистически достоверны, при вероятности 0,80.

Рис. 6. Изменение содержания микроагрегатов в эксперименте.

Содержание самых крупных микроагрегатов при коронном разряде было 
в 4 раза выше чем на контроле.

4.2.6. Сорбционная способность и удельная поверхность
Воздействие коронного разряда на дисперсный материал – чернозём, привело 

к некоторому изменению его дисперсности и водо-удерживания в сорбционной 
области. На рис. 7 показаны изотермы сорбции чернозёма на контроле и при 
воздействии на него коронного разряда. Данные статистически достоверны при 
вероятности 0,80. Действие коронного разряда (рис. 7) способствовало росту 
влагосодержания в основном в области капиллярной конденсации. В механизме 
этого явления, по-видимому, лежит изменение катионного состава поглощаю-
щего комплекса.



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 4

86

Рис. 7. Изотермы сорбции паров воды контрольного образца и образца, 
обработанного коронным разрядом.

4.2.7. Микростроение
При рассмотрении образца, подвергнутого воздействию коронного разря-

да, при сравнении снимков обработанного образца и контроля, не было видно 
сильных различий. Почва оставалась однородной, элементарные почвенные ча-
стицы влиты в однородную массу.

4.2.8. Макроэлементный состав
Для обоснования трансформации почвенной матрицы чернозёма и некото-

рых свойств несомненный интерес представляет анализ элементного состава 
твёрдой фазы (см. табл. 6). 

Таблица 6.
Содержание макроэлементов в образцах

Na, мг/кг Al, мг/кг K, мг/кг
Контроль 142,74 46958,64 9560,02
Обработка коронным разрядом 222,07 51381,76 10558,63

Из табл. 6 видно, что содержание макроэлементов Na в образцах сильно уве-
личилось. Доверительный интервал содержания натрия в образце, обработан-
ном короной, 173,21–270,92, а в контрольном образце 111,34–174,14 при вероят-
ности 0,95.

Выводы
Отмечены особенности изменения концентраций некоторых химических эле-

ментов при действии коронного разряда на дисперсный материал – почву. 
Выявлена роль ионизации воздуха при воздействии коронного разряда в из-

менении электропроводности дисперсных материалов почв: чернозёма, глины и 
песка. Наиболее сильно это проявляется в случае положительной короны.
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При воздействии коронного разряда на дисперсный материал почвы происхо-
дит изменение его химических свойств, связанных с окислением молекулярного 
азота до его минеральных форм.

Данные эксперименты носят пионерский, предварительный характер. 
Требуются дальнейшие исследования как изменения электропроводности, так и 
химического состава дисперсного материала почвы с целью определения опти-
мальных условий и времени воздействия коронного разряда и выяснения физи-
ко-химических механизмов, ответственных за эти изменения.

Статья поступила в редакцию 16.05.2019 г.
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ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ ÏÐÈ ÓÄÀÐÍÎÌ ÑÆÀÒÈÈ 
Â ÏÎËÈÌÅÐÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÝÏÎÊÑÈÄÍÎÉ ÑÌÎËÅ

Зиборов В. С., Ростилов Т. А.
Объединённый институт высоких температур Российской академии наук 

125412, г. Москва, ул. Ижорская, д. 13, стр. 2, Российская Федерация

Аннотация. Исследованы ударно-волновые свойства модифицированной эпоксидной 
смолы Этал-370, полимеризованной отвердителем Этал-45М. Измерена ударная адиабата 
в координатах массовая скорость – скорость ударной волны; она не отличается от ранее 
полученных ударных адиабат эпоксидных смол на масштабе исследованного диапазона 
массовых скоростей. Обнаружено, что степенная зависимость скорости деформации во 
фронте ударной волны от давления за её фронтом имеет показатель 6,3, что превышает 
ранее полученную для сплошных твёрдых материалов обобщающую степень 4.

Ключевые слова: ударная волна, VISAR, эпоксидная смола, ЭТАЛ-370, ЭТАЛ-45М, ударная 
адиабата, скорость деформации

DEFORMATION RATE UNDER SHOCK COMPRESSION IN POLYMERIZED 
EPOXY RESIN

V. Ziborov, T. Rostilov
Joint Institute for High Temperatures of the Russian Academy of Sciences 

ul. Izhorskaya 13, stroenie 2, 125412 Moscow, Russian Federation

Annotation. The properties of the Etal-370 epoxy resin polymerized with the Etal-45M hardener 
are investigated by laser interferometry (VISAR) under shock compression in the pressure range 
from 0.92 to 2.55 GPA. The shock adiabat in the mass velocity coordinates, i.e. the velocity of 
the shock wave, is obtained. It is found that the power dependence of the deformation rate in 
the shock wave front on the pressure behind its front has an index of 6.3, which significantly 
exceeds the generalizing degree of 4 obtained for solid materials.

Keywords: shock compression wave, VISAR, epoxy resin, ETAL-370, ETAL-45M, shock adiabat, 
deformation rate

Введение
Эпоксидные смолы находят широкое применение в качестве матриц совре-

менных композиционных материалов (КМ). Сами КМ играют ключевую роль во 
многих современных областях науки и техники, в том числе в аэрокосмической 
и оборонной отраслях [1]. В этих областях критически необходимы эксперимен-

© CC BY Зиборов В. С., Ростилов Т. А., 2019.
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тальные данные о поведении композиционных материалов и отдельных их со-
ставляющих в условиях ударных нагрузок [2], на основе которых верифициру-
ются и создаются расчётные модели.

Эксперимент
Целью экспериментов было определение профиля ударной волны и скоро-

сти её распространения в образце. Образцы изготавливались из коммерчески 
доступной низковязкой модифицированной эпоксидной смолы марки Этал-
370, полимеризованной с использованием отвердителя Этал-45М. Отвердитель 
добавлялся в соотношении 1/2, затем образец сутки подвергался холодному 
отвердеванию. Плотность полученных цилиндрических образцов составляла 
1,15 г/см3, диаметр составлял от 30 до 40 мм, толщина от 3,94 до 10,04 мм.

Эксперименты по ударному нагружению проводились в следующей постанов-
ке: ударник, разгоняемый в пороховой пушке, плоскопараллельно соударялся с 
экраном цилиндрической экспериментальной сборки, через который в образец 
вводилась ударная волна (УВ). При достижении ударной волной фольги-отра-
жателя, расположенной между образцом и водяным окном, измерялся профиль 
скорости этой фольги с помощью лазерного интерферометра VISAR [3] (рис. 1). 
Этот профиль интерпретировался как профиль ударной волны, выходящей из 
эпоксидной смолы на границу с водяным окном, ввиду относительно малой тол-
щины фольги, которая составляла от 7 до 20 мкм. 

Рис. 1. Схема экспериментов. 1 – ударник, 2 – монтировочное кольцо, 3 – пины, 
4 – экран, 5 – датчик измерения времени входа волны в образец, 6 – образец, 

7 – отражающая фольга, 8 – водяное окно, 9 – крышка окна из ПММА, 10 – луч VISAR.

Скорость ударника определялась по последовательному замыканию им систе-
мы из четырёх датчиков-пинов. Материал ударника и экрана – сплав алюминия 
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Д16Т, фольги – алюминий. Толщина экрана составляла от 1,8 до 1,9 мм. Так же 
по известным меткам времени входа волны в образец и выхода из него измеря-
лась скорость распространения ударной волны в образце. Метка входа опреде-
лялась с помощью поляризационного датчика в форме фольги, расположенно-
го между образцом и экраном. Метка выхода определялась по сигналам VISAR. 
Характеристики образцов и параметры экспериментов представлены в табл. 1.

Таблица 1.
Результаты экспериментов
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4,93
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4,75
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6,03

4,42

3,94

2,915

3,265

3,210*

3,563*

3,569

3,244

3,279

3,300

3,413

3,192

3,473

0,278

0,337

0,346*

0,568*

0,623
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0,329

0,381
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0,413

0,92

1,26

1,28*

2,33*
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1,35

1,22

1,42
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1,31

1,63

5,55

72,46

69,45

1586,01

465,71

19,69

51,90

193,45

193,79

–

–
* Звёздочками отмечены величины, рассчитанные с использованием адиабаты, 
полученной в других экспериментах. Они использовались только для расчёта 
скорости деформации.

Результаты
По результатам экспериментов была построена ударная адиабата в коорди-

натах массовая скорость u [км/c] – скорость ударной волны D [км/c]. Массовая 
скорость рассчитывалась по методу отражения [4] c использованием известных 
характеристик материалов ударника и экрана [5]. Экспериментальные точки ли-
нейно аппроксимировались зависимостью:

 км/с2,66 1,59  [ ].D u= +  (1)

Полученные профили УВ представлены на рис. 2. Они имеют стандартный 
для полимеров вид [6].
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Рис 2. Экспериментальные профили ударных волн в эпоксидной смоле. 
a) – образцы, нагруженные ударником толщиной 10 мм, б) – образцы, нагруженные 

ударником толщиной 6 мм.

Ударная адиабата близка к тем, что были получены ранее, и которые так же 
имеют линейный вид [2; 7]. Однако, в некоторых исследованиях адиабаты эпок-
сидных смол описываются квадратической зависимостью, но на гораздо боль-
шем диапазоне массовых скоростей [5].

С помощью профилей по простому соотношению определялась скорость де-
формации при ударном сжатии [8]:

 
c 1[ ],p

x
uk
D

−ε =
  (2)

где pu  [м/c2] – максимальный градиент скорости во фронте профиля, 
k [безразм.] – коэффициент, учитывающий различие динамических импедансов 
материалов образца и окна.

На рис. 3 представлен принцип измерения максимального градиента для 
некоторых экспериментов в близких режимах нагружения. Заметно, что в от-
носительно толстом образце (эксперимент №6), фронт УВ оказывается сильно 
сглаженным, что очевидно связано с её затуханием. В экспериментах №4 и №5, 
в которых реализовывались давления нагружения порядка 2,5 ГПа, ширина 
фронта не могла быть измерена корректно, поскольку она оказывалась меньше 
временной разрешающей способности метода. В связи с вышеизложенным ре-
зультаты этих трёх экспериментов не были использованы при построении фи-
нальной зависимости. 
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Рис 3. Фронты экспериментальных профилей ударных волн 
в эпоксидной смоле в наносекундном диапазоне.

Получена степенная зависимость скорости деформации от давления за фрон-
том УВ (рис. 4):

 
7 6,31,35 10 .x Pε = ⋅  (3)

Рис. 4. Зависимость скорости деформации от давления за фронтом ударной волны 
для эпоксидной смолы. Стрелочкой отмечено «выпадение» эксперимента №5 

из общей зависимости.

Показатель степени 6,3 для исследованной эпоксидной смолы оказывается 
больше полученной ранее для различных металлов и некоторых других твёрдых 
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веществ обобщающей степени 4 [9]. Однако, необходимо отметить, что в этом 
исследовании значения отдельных показателей лежали в диапазоне от 3,5 до 4,6. 
В недавней работе для титана была получена степень 3,43 [10]. Неопределённость 
в такого рода измерениях связана как с разрешающей способностью измери-
тельной техники, так и с некоторой вольностью в том, по каким участкам про-
филя экспериментатор измеряет максимальный градиент скорости. Также свою 
роль в «сглаживании» профиля играет и толщина отражающего слоя.

Заключение
Ударная адиабата модифицированной эпоксидной смолы Этал-370, полиме-

ризованной с помощью отвердителя Этал-45м, не отличается от адиабат других 
эпоксидных смол в исследованном диапазоне массовых скоростей. Показатель 
6,3 степенной зависимости скорости деформации от давления за фронтом удар-
ной волны оказывается больше, чем ранее полученный для сплошных твёрдых 
веществ обобщающий показатель 4. Для дальнейшего анализа подобного рода 
зависимостей необходимы новые экспериментальные данные, полученные раз-
ными исследователями.

Статья поступила в редакцию 17.09.2019 г.
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