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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ 
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ 
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ 
 
Усенов И.А.1 
Кыргызский Национальный Университет им. Ж. Баласагына, 
720033, г. Бишкек, ул. Фрунзе, д. 547, Кыргызстан 
 
Аннотация. В работе предлагается метод малого параметра для регуляризации решения 
нового класса нелинейного операторного уравнения первого рода в гильбертовом 
пространстве. Доказана сходимость регуляризированного решения к точному решению 
исходного уравнения. Получен выбор параметра регуляризации в зависимости от 
погрешности правой части. Получена оценка скорости сходимости регуляризированного 
решения к точному решению. 

Ключевые слова: оператор, регуляризация, условие Липшица, параметр регуляризации, 
сходимость, пространство Гильберта. 
 

CONSTRUCTION OF AN APPROXIMATE SOLUTION OF NONLINEAR 
OPERATOR EQUATIONS OF THE FIRST KIND IN A HILBERT SPACE 
 
I. Usenov  
Zhusup Balasagyn Kyrgyz National University,  

                                                            
© Усенов И.А., 2016 
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ul. Frunze 547, 720033 Bishkek, Kyrgyzstan 
Abstract. A method of a small parameter is proposed for the regularization of a new class of 
solutions of nonlinear operator equations of the first kind in a Hilbert space. The convergence 
of the regularized solutions to the exact solution of the original equation is proved. The 
regularization parameter, depending on the error in the right-hand side, is selected. The rate of 
convergence of the regularized solutions to the exact solution is estimated. 

Key words: operator, regularization, Lipschitz condition, regularization parameter, 
convergence, Hilbert space. 
 

1. Постановка задач 
В гильбертовом пространстве H  рассмотрим нелинейное операторное 

уравнение первого рода вида: 
 ,zBKuAz      (1) 

где: 

1. A  – линейный непрерывный самосопряженный положительный оператор в
H ; 

2. B  – линейный вполне непрерывный самосопряженный положительный 

оператор в H ;  

3. K  – нелинейный оператор, определенный в H , и удовлетворяющий 

условию Липшица, т.е. для любого Hzz 21, :  

    .2121 zzNzKzK      (2) 

Допустим, что при 0uu   уравнение (1) имеет единственное решение 

Hz 0 и точное решение истокопредставимо в виде: 

  ,000 AvzKz   где .0 Hv     (3) 

Предположим, что оператор 1A  существует, но не является ограниченным. 
Тогда решение уравнения (1) не является устойчивым от правой части u , т.к. 
на практике известно только приближенное значение u , допускается 
погрешность  , т.е. 

  0uu      (4) 

Ставится задача: Найти устойчивое решение уравнения (1). 
 



10

ISSN 2072-8387 Вестник МГОУ. Серия: Физика-Математика 2016 / № 1

 

2. Регуляризация решения задачи 
Наряду с уравнением (1) рассмотрим уравнение вида: 

 ,)(   zKBEuAzz     (5) 

где   – параметр регуляризации.  
В работе [1] доказано, что: 

 



11  AEL .   (6) 

В работе [4] доказано, что для оператора BEB    имеет место 

неравенство: 

.2 zzB       (7) 

Из операторного уравнения (5) переходим к операторному уравнению вида: 
 . zKBLuLz      (8) 

Теорема 1. Пусть: 1. для операторов BA, и K  выполнены условия 1), 2) и 3); 
2. постоянная Липшица для оператора K  удовлетворяет условию 2

1N . 

Тогда при любом Hu  и 0  уравнение (8) имеет единственное решение 
Hz  . 

Доказательство: Исходя из начального приближения: 
uLz 0

~ ,    (9) 

строим последовательность элементов  1nnz : 

     zKBLzKгдеnzKzz nn    ,,....2,1,~
10 . (10) 

Если последовательность  0nnz  сходится к некоторому элементу z  и если 

оператор  zK  непрерывен в точке z , то из (10) следует, что z  является 

решением уравнения (8). Следовательно, условия, обеспечивающие 

сходимость последовательности  0nnz , являются условиями существования 

решения уравнения (8). 
Во-первых, покажем, что: 
1. элемент Hz 0

~ при любом 0 , на самом деле: 

 uuLz

1~

0 ;   (11) 

2. оператор HHK :  при любом 0  и ограничен при 0 . 

Действительно: 
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         









N
K

zNKBLKzKBLzK
)0(~200 0 ; (12) 

3. оператор K  при любом Hzz 21,  удовлетворяет условию Липшица: 

         212121 2 zzNzKzKBLzKzK   .  (13) 

Следовательно, при 2
1N  оператор K  является сжимающим. 

Теперь оценим nn zz 1 . Используя оценку (13), из (10) имеем: 

    111 2   nnnnnn zzNzKBLzKBLzz  , где 12  Nq . (14) 

Продолжая оценку (14) и используя (12), окончательно получаем: 









 

 N
K

zqzz n
nn

)0(~
0

1
1 .   (15) 

Далее покажем, что последовательность  0nnz  является фундаментальной 

последовательностью. Действительно для любого n и p имеем, используя 
неравенство треугольника и (15): 

  .
)0(~...... 0

21
1211 








 

 N
K

zqqqzzzzzzzz npnpn
nnpnpnpnpnnpn

Используя сумму геометрической прогрессии, имеем в силу : 

.
)0(~

1
1

0 












 N
K

z
q

qqzz
p

n
npn    (16) 

В силу полноты пространства H существует: 

zznn



lim .     (17) 

Зафиксируем в неравенстве (16) индекс n и устремим p к бесконечности. Тогда 
получаем оценку: 

.
)0(~

1 0 










 N

K
z

q
qzz

n

npn     (18) 

Полученная оценка утверждает: приближения nz  сходятся к z  со скоростью 

геометрической прогрессии со знаменателем q . 
Переходя к пределу при n , используя непрерывность оператора K и 

(18), из (10) имеем: 
  zKzz  0

~ .    (19) 

Теорема 1 доказана. 
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Теорема 2. Пусть: 1) выполнены все условия теоремы 1; 2) точное решение 

представимо в виде (3). Тогда решение 0
z  уравнения (8) при 0uu   сходится 

к точному решению 0z  уравнения (1) при 0 . 

Доказательство: Решение уравнения (8) в силу формулы (19) представимо в 
виде:  

 00
0

 zKuLz  .    (20) 

По предположению точное решение Hz 0  представимо в виде: 

0
1

0
1

0 BKzAuAz   .    (21) 

Вычитая из (20) (21) и используя тождество 000 BKzAzu  , имеем: 

       )()()( 0
0

000
1

0
10

00
0 zKzKBLzKzLzBKAuAzKuLzz  

   (22) 

Используя (3), из (22) имеем: 

 )()( 0
0

00
0 zKzKBLAvLzz    .  (23) 

Оценим разность 0
0 zz  : 

  0
0

00
0

00
0 2)()( zzNvzKzKBLAvLzz    . (24) 

Учитывая, что 2
1N , из (24) имеем: 

.
21
0

0
0

N
v

zz





     (25) 

Из оценки (25) следует, что при 0  0
0 zz   по норме пространства H. 

Скорость сходимости удовлетворяет условию (25). Теорема 2 доказана. 
Теорема 3. Пусть: 1. выполнены все условия теоремы 2; 2. правая часть u  

удовлетворяет неравенству (4); 3. зависимость параметра регуляризации   от 
погрешности правой части   определяется по закону   )(  o . Тогда 

решение уравнения 
z  (8) при uu   сходится к точному решению z0 

уравнения (1) при 0 . 
Доказательство: Решение уравнения (8) при uu   в силу формулы (19) 

представимо в виде:  

 

 zKuLz  .   (26) 

Используя неравенство треугольника, имеем: 

.0
00

0 zzzzzz  




    (27) 

Оценим первое слагаемое в правой части (27): 
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
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    00
0

0 2)()( 







 

 zzNzKzKBLuuLzz  . (28) 

Отсюда при 2
1N , имеем: 

.
21
10

N
zz









    (29) 

Тогда в силу неравенств (25) и (29), из (27) имеем: 







 


 00 21

1 v
N

zz 



 .   (30) 

Минимизируя правую часть неравенства (30), определяем зависимость 
параметра регуляризации  от погрешности  , т.е. 

   
2

1

c
c , где .;

21
1

2101 ccvc
N




  (31) 

Найденное значение   подставим в правую часть (30), имеем  

  .2 210 
  cczz     (32) 

Отсюда следует, что при  0    0zz 
  по норме пространства H , и  


z  

является приближенным устойчивым решением уравнения (1). 
Скорость сходимости удовлетворяет неравенству (32). 
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Abstract. We have defined three classes of Riemannian spaces whose affine connections are 
functionally Abelian. We have determined and proved a necessary and sufficient condition for 
a three-dimensional Riemann space to exhibit a functionally Abelian property 
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Описание свойств пространств аффинной связности в терминах 

мультипликативного интеграла [1; 2] в значительной мере связано с 
мультипликативной интегрируемостью в конечном виде матричных функций 
определенного геометрического содержания, а специфика мультипликативного 
интеграла вытекает из неперестановочности значений подынтегральной 
функции. Было доказано [3; 4], что матричная функция мультипликативно 
интегрируема, если она функционально абелева. Поэтому и возник интерес к 
задаче выделения римановых пространств с функционально абелевыми 
матрицами связности [1; 2–5; 10]. 

В настоящей работе для размерности 3 дается полное описание таких 
пространств и приводятся их примеры. Также показано, что кроме пространств 
нулевой кривизны существует достаточно большой класс римановых 
пространств с функционально абелевыми связностями, который не 
исчерпывается найденным в работе [5] конформным случаем. 

Итак, пусть ��� � ���������  (по �, �� � �1,2,�� суммирование) – риманова 
метрика с матрицей � � ����� и матрицами связности Γ� � �Γ��� �, где, как 
обычно, Γ��� � ���Γ��� , Γ�� � �Γ����, а 

Г��� � 1
2�

����
��� �

����
��� �

����
����. 

Для функционально абелевых матриц связности тензор кривизны: 

��� � �Г�, Г�� � �Г�
��� �

�Г�
��� �

�Г�
��� �

�Г�
���.   (1) 

При замене координат � � ������� матрица метрики преобразуется по 
правилу: �� � ����, а матрица связности – по правилу: 

Г�� � ���Г����� � �������� .     (2) 
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Из последней формулы видно, что, если преобразование координат � �
����� постоянно, то связностью Г�� наследуется диагональный, треугольный или 
блочный вид матриц ���Г��. 

Согласно результатам В.В. Морозова [3], функционально абелевы матрицы 
разложимы в линейные комбинации постоянных попарно коммутирующих 
матриц с функциональными коэффициентами, и значит, для любого значения 

индекса � можно полагать, что матрицы связности  Г� � ∑ ��������� , где 

матрицы ���  – постоянны и попарно коммутируют. Если хотя бы одна из них 
имеет все собственные значения различными, то в базисе из её собственных 
векторов, к которому можно перейти постоянным преобразованием, все 
коммутирующие с ней матрицы диагональные, а значит, как отмечено выше, 
диагональны и матрицы связности Г�. В этом случае классификационная задача 
решена в [9]. 

Если же среди матриц ���  отсутствуют матрицы со всеми различными 
собственными значениями, но найдётся хотя бы одна матрица с двумя 
различными собственными значениями, то в базисе, составленном из её 
собственных векторов, все постоянные матрицы, коммутирующие с ней, будут 
блочно-треугольными, а значит, и матрицы связности также блочно-
треугольные. Этот вид матриц связности был назван [6] функционально 
кратным жордановому и соответствующие им метрики были найдены для 
произвольной размерности. 

Приведём примеры таких метрик:  � � ����, � � ����, � � ����. 
Пример 1. 

� � �
�� ��� ���
��� �� ���
��� ��� ��

�,	  где  		�� � �� � �� � ���� � �. 

Г� � ��
� ���;								Г� �

��
� ���;								Г� �

��
� ���;								��� ≡ 0. 

Пример 2. 

� � �
� � ��
� �� � � ���
�� ��� ��

�,													где  ��� � ��� � 0. 

Г� ≡ 0;								Г� � �����;								Г� � �����; 								��� ≡ 0. 
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Пример 3. 

� � �
��� ���� ����
���� ����� � � �����
���� ����� ��

�,								где 				��� � ��� � 0. 

Г� ≡ ���;								Г� ≡ ��� � ���;								Г� � ��
� ���;								��� ≡ 0. 

Пусть теперь все матрицы ���  имеют по одному собственному значению, 
тогда жорданов тип каждой из них есть либо трёхмерная клетка, либо 
двумерная и одномерная. 

10. Рассмотрим случай, когда среди постоянных матриц ���  найдётся 
матрица, жорданов вид которой – трёхмерная клетка, и тогда любая 
коммутирующая с ней матрица в базисе собственных векторов матрицы ���  – 
верхняя тёплицева, значит, такого же вида в этом же базисе и их линейные 
комбинации с функциональными коэффициентами, причем матрица перехода 
к базису постоянная. 

Симметрия коэффициентов позволяет уточнить вид матриц связности в 
таком случае: 

Г� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 � �
0 0 �
0 0 0

�,								Г� � �
� � �
0 � �
0 0 �

�. 
Понятно, что матрицы связности этого вида не только попарно 

коммутируют, но и являются функционально абелевыми, при этом 
коэффициенты тензора кривизны, согласно (1), находятся по формулам: 

��� � ��
��� ��� � � ����� �

��
���� ���,  ��� �

��
��� � �

��
��� ��� � � ��

��� �
��
���� ���, (3) 

��� � ��
��� � � � ����� �

��
������� � � ����� �

��
�������, 

где � – единичная матрица, ��� � ��� � ���, ��� � ���, где ��� � ����� – матрица, 
элементы которой ��� � 0,	если � � �, а ��� � �. 

Координатная форма матричной системы Г�� � �Г�, �� � �, �, �� указанного 
выше типа матриц связности Г� даёт систему уравнений: 
����
��� � 0,						 ������� � 0,						 ������� � �����, ����

��� � 0,								 ������� � ����,								 ������� �
���� � �����, 

����
��� � ����,								 ������� � ���� � ����,								 ������� � ���� � ���� � �����, 

����
��� � 0,								 ������� � �����,								 ������� � ������ � �����,    (4) 
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����
��� � ����,				 

����
��� � ���� � ���� � �����,			 ������� ���� � ���� � ����� � �����, 

����
��� � �����,								 ������� � ������ � �����,								������� � ������ � ���� � �����. 

Условия интегрируемости этой системы: 

��� ����� � �,								��� ����� � �,								��� ����� � �,								��� ����� � �, 
��� ����� � ���� ����� � �, 		��� ����� � ��� ����� � �, 
���� � ���� ����� � ���� ����� � ��� � ����� �

��
����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� ��

��� � ���� ��
���,  ��� �

��
��� �

��
���� � ��� ��

��� � ��� ��
���, (5) 

��� � ����� �
��
���� � ��� ����� , ��� � ����� �

��
���� � ���� � ���� �����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� ��

���,  ��� �
��
��� �

��
���� � ���� ��

���,   ��� �
��
��� �

��
���� � ��� ��

���, 
��� � ����� �

��
���� � ��� � ����� �

��
���� � ���� ����� ,

��� � ����� �
��
���� � ���� � ���� � ����� �

��
���� � ���� �����, 

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

��
���� � ��� �����. 

Чтобы определить коэффициенты матриц связности a, b и c, рассмотрим 
несколько случаев. 

10.1. Если ��� � � или ��� � �, но ��� � �, то из последней системы 
исключаются ���, и 

��
��� � �,  ����� � �, ����� � �,  ����� �

��
��� �

��
���,	  

��
��� �

��
���.    (6) 

Отсюда и из (1) следует, что ��� � � для всех �, �	 � 	�,�,�. 
Интегрируя систему уравнений (6), получим в явном виде, что 

� � �����,					� � �������� � �����, 
� � �������� � �������� � ������������ � ������,																	(7)	

где �����, �����, ���� – произвольные функции от переменной ��, по 
крайней мере, дважды дифференцируемые. Это позволяет выписать и решения 
системы уравнений (5), обозначив функции: 

� � ��������� , � � ������� � �����, � � �
� �� � ��� � �

� ������� � ���� � �,
 (8) 
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которые определяют метрики, матрицы которых следующие: 

� � ��� �
	1 � �
	� �� � � �� � ��� � ��
	� �� � ��� � �� �� � ��� � ��� � �

	� ,					���	�� � 0  (9) 

и 

� � ��� �
0 1 �
1 2�� � �� � � �� � ���
� � � �� � ��� 2��� � ��� � ��� � �

� ,					���	� � 0		  (10) 

10.2. Если же положить нулевыми коэффициенты ��� � ��� � 0, то в 
системе уравнений (5) остаются только два нетривиальных условия: 

�
���� � ���� � ����� �

��
���� � 0,																				

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

��
���� � 0     (11)	

помимо того, что ��
��� �

��
��� �

��
��� � 0 и ����� �

��
���, которые обращают в нуль 

коэффициенты тензора кривизны ���		�		���. 
Если же дополнительно предположить, что ��� � ��� � 0, то из последней 

системы уравнений (11) следуют и остальные условия системы (6), как и 
равенство нулю последнего из коэффициентов тензора ���. Тогда решение 
системы (3) определяет метрику с матрицей: 

� � ��� �
0 0 1
0 � �1 � ���
1 �1 � ��� 2� � ���

� ,					���	� � 0,   (12)	

а функции �, �, �, �, �, � определяются формулами (8) и (7). 
Налагая условие ��� � ��� � 0, получим, что 

� � �����,				� � ����, ���,  	� � �������� � �̃���, ���, 
(здесь �����–	произвольная функция), и система (4) сведется к системе: 

����
��� � 0,								 ������� � 0,								 ������� � 0								���					� � 1, 2,	

����
��� � 2����,				 ������� � 2����,				 ������� � 2����,	

����
��� � 2����,								 ������� � 2����� � �����,								������� 2����� � ���� � �����. 
Её решения и определяют метрику с матрицей вида: 

� � ��� �
0 0 �1
0 1 �
�1 � 2�

�,     (13) 
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которые определяют метрики, матрицы которых следующие: 

� � ��� �
	1 � �
	� �� � � �� � ��� � ��
	� �� � ��� � �� �� � ��� � ��� � �

	� ,					���	�� � 0  (9) 

и 

� � ��� �
0 1 �
1 2�� � �� � � �� � ���
� � � �� � ��� 2��� � ��� � ��� � �

� ,					���	� � 0		  (10) 

10.2. Если же положить нулевыми коэффициенты ��� � ��� � 0, то в 
системе уравнений (5) остаются только два нетривиальных условия: 

�
���� � ���� � ����� �

��
���� � 0,																				

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

��
���� � 0     (11)	

помимо того, что ��
��� �

��
��� �

��
��� � 0 и ����� �

��
���, которые обращают в нуль 

коэффициенты тензора кривизны ���		�		���. 
Если же дополнительно предположить, что ��� � ��� � 0, то из последней 

системы уравнений (11) следуют и остальные условия системы (6), как и 
равенство нулю последнего из коэффициентов тензора ���. Тогда решение 
системы (3) определяет метрику с матрицей: 

� � ��� �
0 0 1
0 � �1 � ���
1 �1 � ��� 2� � ���

� ,					���	� � 0,   (12)	

а функции �, �, �, �, �, � определяются формулами (8) и (7). 
Налагая условие ��� � ��� � 0, получим, что 

� � �����,				� � ����, ���,  	� � �������� � �̃���, ���, 
(здесь �����–	произвольная функция), и система (4) сведется к системе: 

����
��� � 0,								 ������� � 0,								 ������� � 0								���					� � 1, 2,	

����
��� � 2����,				 ������� � 2����,				 ������� � 2����,	

����
��� � 2����,								 ������� � 2����� � �����,								������� 2����� � ���� � �����. 
Её решения и определяют метрику с матрицей вида: 

� � ��� �
0 0 �1
0 1 �
�1 � 2�

�,     (13) 

 

где � – произвольная функция, �Ф
��� � ��,			 �Ф��� � �� � ��,			 �Ф��� � �� � ��, 

причём � � ���������. Существование этой функции обеспечивается 
последним из условий системы (11), которое принимает вид: 

� ����� �
��
���� � � � ����� �

��
���� � 0, 

и коэффициент ��� � 0. Тем самым доказано утверждение. 
Утверждение 1. Метриками с матрицами (8), (9), (12), (13) исчерпываются 

все трёхмерные римановы метрики, которые имеют матрицы связности 
функционально абелевыми и тёплицевыми. 

Пример 4. Метрика с матрицей: 

� � ������� �
0 0 �1
0 1 1
�1 1 ������� � ��� � �����

� 

имеет матрицами своей связности матрицы: 

Г� � �
0 0 ��
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 �� ���
0 0 ��
0 0 0

�,								Г� � �
�� ��� �� � ��
0 �� ���
0 0 ��

�� 
Отсюда получим (см. (1)), что ��� � ��� � 0, ��� � ��� � ��� � ����. 

Замечание 1. Метрика с матрицей (13) может быть постоянным 

преобразованием 	� � �
1 0 			0
0 1 ��
0 0 			1

�	 сведена к виду: 

��� � ������������ � ������ � �Ф�������, 
где	 ��� � ��� � 0 и 	��� � � ��Ф

������ �
��Ф

������� ��� � 0  

20. Рассмотрим второй случай, когда все постоянные матрицы, в 
линейные комбинации которых с функциональными коэффициентами 
разлагаются матрицы связности, имеют по одному собственному значению, но 
жорданов тип каждой из них – двумерная и одномерная клетки. Согласно [11], 
в базисе из их собственных векторов в этом случая коммутирующие с ней 
матрицы с одним собственным значением должны иметь блочно-треугольный 
вид, который переименованием второй и третьей координат (постоянным 
преобразованием, которому подвергаем, конечно, и метрику) можно свести к 
треугольному виду с равными элементами по диагонали. Причем матрицы 
связности метрики таковы: 
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Г� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 �� �
0 0 �
0 0 0

�,								Г� � �
� � �
0 � ��
0 0 �

�. 
Условия их коммутирования: 

��������� � ���������,
��������� � ���������,
���������� � ��������,

 

приводят к необходимости рассмотреть случаи: 

1) �� � 	�,  	� � ��,  для  0. 
2) � � 0,				�� � 0. 
3) �� � 0, � � 0. 

При этом коэффициенты тензора кривизны имеют вид: 

��� � ���
��� ��� �

��
��� ��� � � ����� �

��
�������,	 

��� � ��
��� � �

��
��� ��� �

���
��� ��� � � ��

��� �
��
�������,																								(14) 

��� � ��
��� � � � ����� �

���
���� ��� � � ������ �

��
������� � � ����� �

��
�������. 

Аналогично (3) получим систему, по существу, её обобщающую: 

����
��� � 0,					 ������� � 0,					 ������� � �����, ������� � 0,				 ������� � ����� ,			�������

� ���� � �����, 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����,					 ������� � ���� � ����� � �����,								 

����
��� � 0,					 ������� � ������ ,					������� � ������ � �����,  (15) 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����� � ����,					 �������

� ���� � ���� � ����� � �����, 
����
��� � �����,					 ������� � ������ � �����,					������� � ������ � ����� � �����, 

и условия её интегрируемости аналогичны условиям интегрируемости системы 
(4). Отсюда при всех допустимых значениях ��� получим, что обязательны 
условия: 

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0, ��

��� �
��
���	, 
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Г� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

�,								Г� � �
0 �� �
0 0 �
0 0 0

�,								Г� � �
� � �
0 � ��
0 0 �

�. 
Условия их коммутирования: 

��������� � ���������,
��������� � ���������,
���������� � ��������,

 

приводят к необходимости рассмотреть случаи: 

1) �� � 	�,  	� � ��,  для  0. 
2) � � 0,				�� � 0. 
3) �� � 0, � � 0. 

При этом коэффициенты тензора кривизны имеют вид: 

��� � ���
��� ��� �

��
��� ��� � � ����� �

��
�������,	 

��� � ��
��� � �

��
��� ��� �

���
��� ��� � � ��

��� �
��
�������,																								(14) 

��� � ��
��� � � � ����� �

���
���� ��� � � ������ �

��
������� � � ����� �

��
�������. 

Аналогично (3) получим систему, по существу, её обобщающую: 

����
��� � 0,					 ������� � 0,					 ������� � �����, ������� � 0,				 ������� � ����� ,			�������

� ���� � �����, 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����,					 ������� � ���� � ����� � �����,								 

����
��� � 0,					 ������� � ������ ,					������� � ������ � �����,  (15) 
����
��� � ����,					 ������� � ���� � ����� � ����,					 �������

� ���� � ���� � ����� � �����, 
����
��� � �����,					 ������� � ������ � �����,					������� � ������ � ����� � �����, 

и условия её интегрируемости аналогичны условиям интегрируемости системы 
(4). Отсюда при всех допустимых значениях ��� получим, что обязательны 
условия: 

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0, ��

��� �
��
���	, 

 

из чего следует равенство нулю коэффициентов ��� и ��� в (14). 
Дальше поступаем аналогично случаю трёхмерной жордановой клетки при 

решении системы уравнений (15). 
20.1. Если ��� � � или ��� � �, но ��� � �, то рассмотрим случаи: 

20.1.1. �� � 	�, � � ��			� 0, тогда имеем, что: 
� � �����, � � ������� ∙ �� � �����,	 

������� ∙ �� � 1
2��

����� ∙ ����� � ������ ∙ �� � �����. 
Обозначим � � ���������, 				�� � ������ ∙ �� � ����,					� � ���,			 

� � 1
2���

� � � ∙ �� � 1
2��

� ∙ ����� � � ∙ �� � �,				 
где, как выше, функции �����, �����, ���� произвольны и достаточное число 
раз дифференцируемы. Это дает метрики нулевой кривизны с матрицами: 

� � ��� �
1 �� �
�� �� � � ��� � ������ � ��
� ��� � ������ � �� �� � ������� � �� � �

�,	  где	|�| � |�|	 (16) 

	 
или 

� � ��� �
� 1 �
1 2��� � �� � � ���� � ���
� � � ���� � ��� 2��� � ����� � ��� � �

� ,				где	� � �	.					�1�� 

20.1.2. � � �,			�� � �	, тогда получим, что: 
� � �����, � � �, � � ������ ∙ �� � ������, 	�� � �, �� � ������ ∙ �� � �����. 
Обозначим � � ���������, 						� � � ∙ �� � �,						� � � ∙ �� � 		. 

Как и выше, функции �����, �����,�x�� произвольны, интегрируя систему 
(15), получим метрики с нулевой кривизной и матрицами: 

� � ��� �
1 � � � ��
� � �� � �� � �

� � �� �� � �� � � �� � 2���� � �� � ��� � �
�, (18) 

где			�� � ���� � �, 
или 

� � ��� �
� 1 �
1 � � � ��
� � � �� 2�� � ��� � �

� , где	� � �	.		  (19) 
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20.1.3. в случае �� ≡ 0, � ≡ 0,			решения системы (15) дают метрики 
вида: 

� � �
1 � �
� �� � � �� � �
� �� � � �� � �

� ,				���	�� � ��	,	   (20) 

или 

� � �
0 1 �
1 �� � � ��
� � � �� ���� � ��

� , ���	� � 0.		   (21) 

Для функции ����, ��� двух переменных обозначены производные 
��
��� � �, ��

��� � �, ���
������ �

��
��� � ��,	 

���
������ �

��
��� � �, ���

������ �
��
��� �

��
��� � �, 

где �� � �����, ���, � � ����, ���,			� � ����, ���		и		 ����� �
���
��� ,

��
��� �

��
���	.	 

Всё это, в конце концов, обеспечивает равенство нулю всех компонент 
тензора кривизны: ��� � 0  для всех �, � � 1, �, �. 

30.  Как и выше, интерес представляет случай, когда ��� � ��� � 0, при 
котором есть возможность иметь ненулевые коэффициенты кривизны ���. 
Условия интегрируемости системы (15), помимо соотношений:  

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0			и		 ����� �

��
��� 

(из которых и системы (14) и следует, что ��� � ��� � 0�			содержат уравнения: 

���� �
���
��� �

��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

     (22) 

которые обращаются в тривиальные, если		� ≡ 0, �� ≡ 0		или 	�� ≡ 0,	 � ≡ 0 
(случаи 30.2, 30.3 – см. выше п. 20.) и дают ��� � 0 для всех �, � � 1,�,� для 
метрик с матрицами, элементы которых в этом случае являются решениями 
системы уравнений (15) и дают метрику с матрицей: 

� � �
0 0 1
0 � �
1 � ���

� , ���				� � 0,																																���� 

и производные некоторой функции двух переменных ����, ��� обозначены 

		 ����� � �,			 ����� � �.	 
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20.1.3. в случае �� ≡ 0, � ≡ 0,			решения системы (15) дают метрики 
вида: 

� � �
1 � �
� �� � � �� � �
� �� � � �� � �

� ,				���	�� � ��	,	   (20) 

или 

� � �
0 1 �
1 �� � � ��
� � � �� ���� � ��

� , ���	� � 0.		   (21) 

Для функции ����, ��� двух переменных обозначены производные 
��
��� � �, ��

��� � �, ���
������ �

��
��� � ��,	 

���
������ �

��
��� � �, ���

������ �
��
��� �

��
��� � �, 

где �� � �����, ���, � � ����, ���,			� � ����, ���		и		 ����� �
���
��� ,

��
��� �

��
���	.	 

Всё это, в конце концов, обеспечивает равенство нулю всех компонент 
тензора кривизны: ��� � 0  для всех �, � � 1, �, �. 

30.  Как и выше, интерес представляет случай, когда ��� � ��� � 0, при 
котором есть возможность иметь ненулевые коэффициенты кривизны ���. 
Условия интегрируемости системы (15), помимо соотношений:  

��
��� �

��
��� �

���
��� �

��
��� �

���
��� � 0			и		 ����� �

��
��� 

(из которых и системы (14) и следует, что ��� � ��� � 0�			содержат уравнения: 

���� �
���
��� �

��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ��� � ����� �

���
���� � 0,

     (22) 

которые обращаются в тривиальные, если		� ≡ 0, �� ≡ 0		или 	�� ≡ 0,	 � ≡ 0 
(случаи 30.2, 30.3 – см. выше п. 20.) и дают ��� � 0 для всех �, � � 1,�,� для 
метрик с матрицами, элементы которых в этом случае являются решениями 
системы уравнений (15) и дают метрику с матрицей: 

� � �
0 0 1
0 � �
1 � ���

� , ���				� � 0,																																���� 

и производные некоторой функции двух переменных ����, ��� обозначены 

		 ����� � �,			 ����� � �.	 

 

Тогда, обозначив: 
���
������ �

��
��� � ��	, ���

������ �
��
��� �

��
��� � �	, �

��
������ �

��
��� � �	, 

будем иметь матрицы найденной метрики связности: 

� ≡ 0, � � �
0 �� �
0 0 0
0 0 0

� , � � �
0 � �
0 0 0
0 0 0

�, 
или 

� � ��� �
0 0 1
0 � ��
1 �� 2� � ���

� , где			� � 0	  (24) 

и ��
��� � �, ��

��� �
��
��� � ��, ��

��� � �	, причем,  

		� � �����, �� � ������ ∙ �� � �����, � � ������ ∙ �� � ������		 
для �����,			�����,			����	–		произвольных функций одной переменной ��,		а 
� � ���������.		 Матрицы связности в этом случае таковы: 

� � �
0 0 �
0 0 0
0 0 0

� , � � �
0 0 0
0 0 �
0 0 0

� , � � �
� 0 �
0 � �
0 0 �

�. 
30.1. При условии же �� � 	�, � � ��	, причем 0 система уравнений (22) 

принимает вид: 

� ���� � ����� � ������ �
��
���� � 0,

��� � ����� �
��
���� � ���� � ������ �

��
���� � 0.   (25) 

Из неё следует, что, если ��� � ���� � 0, то ������ �
��
��� 	и	

��
��� �

��
���,	 а 

� � �����, � � �������� � �����,
� � �������� � 1

2��
����� ∙ ����� � �′���� ∙ �� � ������ 

(для произвольных функций �����, �����, ����). Если обозначить � �
���������, то матрица метрики определится так: 

		� � ��� �
0 0 1
0 � �
1 � 2� � �1 � ������

�,		  где 	� � 0,  (26) 

� � �������� � ����, � � �������� � 1
2��

����������� � 	������� � �����. 
Когда же ��� � ���� � 0,	 то, вообще говоря, ��� � 0, а второе из 

уравнений системы (25) принимает вид: 

� ����� �
��
���� � � � ������ �

��
���� � 0. 
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Это условие обеспечивает существование такой функции 	���, ��, ���, что 
�
��� � ���,			 ���� � ��� � ���� � ��� � ��,			 ���� � ��� � ��� � ��̃ � ���,  
где функция ����� �	произвольна, а с���, ��, ��� � ������ � �� � �̃���, ��� для 
произвольных функций �̃���, ��� и ����, ���. Это дает решение системы 
уравнений (15), которое определяет метрику с матрицей 

� � ��� �
0 0 ��
0 1 �
�� � �

�    (27) 

при � � 0				�				� � ���������.		 
Таким образом, исследованы все возможности случая 20 и тем самым 

установлено и доказано утверждение. 
Утверждение 2. Метриками вида (16)–(21), (23), (24), (26), (27) 

исчерпываются все метрики, для которых матрицы связности разложимы в 
функциональные линейные комбинации постоянных матриц с одинаковыми 
собственными значениями и жордановым типом 2–1, которые функционально 
абелевы. 

Замечание 1. Метрики (16)–(21), (23), (24), (26) обобщают метрики, 
найденные в случае 1�, которые определяются формулами (2), (10), (12). Имея 
нулевые коэффициенты тензора кривизны, они могут быть получены из 
постоянной метрики преобразованием: 

�� � �
1 � �
0 1 ��
0 0 1

�,	     (28) 

где функции �, ��, � таковы, что: 
��
��� � 0, ��

��� � ��, ��
��� � �,			 ���	��� � 0, ���

��� � �, 
���
��� � ��, ��

��� � �, ��
��� � � � ��,			 ����� � � � ��. 

Замечание 2. Метрика (13) может быть преобразована в метрику (27) 

постоянным преобразованием:  � � �
� 0 0
0 1 0
0 0 1

�.	 
Замечание 3. Обозначив ��� � �����	, и поменяв знак первой переменной, 

можно получить более удобную форму записи метрики (13):  
��� � ������������� � ������ ����, ��, ���������� 

с условием ���� �
��
� . 
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Обобщая эти замечания и результаты, полученные ранее в [9] и [10] имеем 
теорему. 

Теорема классификации. Риманова метрика трехмерного пространства 
имеет функционально абелевы матрицы связности тогда и только тогда, когда 
она постоянным преобразованием сводится к одному из следующих видов: 

1. ��� � ���, ������ � ���� � с������, где ���, �� и с��� произвольные 
функции, а ��� � 0. 

2. ��� � ���������� � ���� ���, �, �����,	 где  � ��, �, ��, ′� �
�′���, а ��� � 0.  

3. Или метрика ��� преобразованием координат 	� � ��	 сводится к 
постоянной метрике, где преобразование �� определяется (28), а C – 
произвольное постоянное преобразование координат, а в этом случае все ��� �
0,	 �, � � 1, �, �. 

Пример 5. Метрика ��� � �������� � ���� � ���� � ���, ������ имеет 
своими матрицами связности матрицы: 

� � 1
� ���, 		� �

1
� ����� � ����,				�

� 1
� � �

���
�� ���� � ���� � ���

� � �
�� � ��

�� ����	 

и ненулевым коэффициент кривизны ��� � ����� ��
�� ����� � ����. 
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Аннотация. Обсуждается возможность использования «необыкновенной» световой 
волны для реализации линейного ускорения в плазме [1]. Показано, что необходимая 
для ускорения волна существует в условиях плазменного резонанса, когда фазовая 
скорость равна скорости света, а дрейф электронов поперек внешнего магнитного поля 
под действием силы Лоренца скомпенсирован электрическим полем волны. Отклонение 
частоты волны от резонанса сопровождается возникновением нелинейной дисперсии 
плазмы. Показано, что в этом случае решение системы «медленных» уравнений для 
амплитуд, полученное усреднением исходных уравнений по высокочастотному периоду 
волны, является уединенным импульсом (солитоном). 

Ключевые слова: плазма, резонанс, фазовая скорость, скорость дрейфа, магнитное 
поле, сила Лоренца, нелинейная дисперсия плазмы, солитон. 
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Abstract. The possibility of using an ‘extraordinary’ light wave for the implementation of linear 
acceleration in the plasma [1] is discussed. It is shown that a wave necessary for acceleration 
exists in the plasma resonance conditions when the phase velocity is equal to the speed of 
light and the drift of the electrons across the external magnetic field under the influence of the 
Lorentz force is compensated by the electric field of the wave. The deviation from the 
resonance frequency of the wave is accompanied by the emergence of nonlinear plasma 
dispersion. It is shown that in this case the solution of ‘slow’ equations for the amplitudes, 
obtained by averaging the initial equations for a high-frequency wave period, is a solitary pulse 
(soliton). 

Keywords: plasma, resonance, phase velocity, drift velocity, magnetic field, Lorentz force, 
nonlinear dispersion plasma, soliton. 

 
1. Введение 

Разные способы ускорения заряженных частиц в плазме с помощью света 
могут быть условно сведены к двум различным методам, в которых ускорение 
осуществляется с помощью сил линейных или квадратичных по амплитуде 
поля. В первом случае необходимо обеспечить синхронизм по фазовой 
скорости между движением ускоряемой частицы и волной, радиальную и 
фазовую устойчивость в процессе ускорения, а ускоряющее электрическое поле 
должно иметь составляющую в направлении движения частицы [1]. 

Альтернативным «линейному» является ускорение заряда в поле плоской 
волны, распространяющейся вдоль внешнего магнитного поля в условиях 
циклотронного резонанса. При этом, если фазовая скорость волны равна 
скорости света, то ускорение отдельного электрона не сопровождается 
расстройкой резонанса с волной (авторезонанс [2–4]). Приращение энергии 
частицы в электрическом поле волны возникает поперек магнитного поля, а 
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продольное ускорение происходит под действием квадратичной по амплитуде 
поля силы Лоренца. Нелинейное насыщение амплитуды уединенного светового 
импульса возникает в результате разделения электронов и ионов плазмы и 
возникновения продольного кулоновского поля [5]. 

В работе [6] проанализирован процесс возбуждения электростатического 
поля и ускорения электронов в поле внешнего электромагнитного импульса 
(�����	����, ���� – амплитуда электрического поля, λ – длина волны, e – заряд 
электрона и np – плотность плазмы), распространяющегося в плазме со 
скоростью света под произвольным углом к постоянному магнитному полю. 
При этом оптимальные условия для нагрева плазмы соответствуют 
поперечному распространению. 

Однако использованное в [6] приближение «фиксированной волны» 
нарушается в плотной плазме, когда обратное воздействие возбуждаемого в 
плазме тока на лазерный импульс приводит к необходимости учета дисперсии 
[7; 8]. Медленная (МН) и быстрая (БН) ветви необыкновенной волны в 
линейной плазме [7] представлены на рис.1. В области непрозрачности плазмы 

� � ��� � 	���� �	��� 	 ( p  – ленгмюровская частота плазмы, B  – 

гирочастота частота электрона), где проявляется нелинейность плазмы, БН-
волна является солитоном огибающей. Ускорение электронов поперек 
сильного магнитного поля до релятивистских энергий подтверждается 
численным моделированием этой области частот [8]. 
 

 
Рис. 1. Медленная (МН) и быстрая (БН) ветви необыкновенной волны в плазме; 

/v ph c  , 2 2
, 4 / 2/p BR BL      , 2 2

pUB B   , p – ленгмюровская 

частота плазмы и B – гирочастота электрона. 
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В этой работе обсуждается возможность использования медленной 
нелинейной необыкновенной волны (МН) для реализации продольного 
ускорения в плазме. Из представленной на рис. 1 дисперсионной кривой 
следует, что необходимая для этого волна существует вблизи плазменного 
резонанса , где фазовая скорость равна скорости света. Показано, что 
в условиях, когда дрейф электронов поперек внешнего магнитного поля под 
действием силы Лоренца компенсируется электрическим полем волны, 
самосогласованная система нелинейных уравнений упрощается к одномерной. 

Отклонение частоты волны от резонанса  сопровождается 
раскачкой продольно-поперечных колебаний. Аналитическое решение, 
полученное для достаточно сильного магнитного поля ( , 
является солитоном огибающей с групповой скоростью, близкой к скорости 
света (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Фазовая скорость 

ph  (1) и групповая скорость g  (2) медленной 

необыкновенной волны в плазме для: а) G = 0.5; б) G = 3. 
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Дисперсионные свойства плазмы в поперечном магнитном поле 
обсуждаются в разделе 2. Решение нелинейной автомодельной системы 
уравнений найдено в разделах 3 и 4, а солитонное решение «медленного» 
уравнения огибающей получено в разделе 5. 
 

2. Медленная необыкновенная волна 
Рассмотрим эллиптически поляризованную волну, распространяющуюся в 

плазме поперек внешнего магнитного поля �� � �0, ��, 0�, и предположим, что 
магнитное поле волны B ориентировано вдоль B0, а электрическое поле E = (Ex, 
0, Ez) поляризовано в плоскости (x, z). 

Самосогласованная система уравнений включает в себя уравнение 
Максвелла для потенциала [8]: 

2 2

2 2 2
1 4 v ,x x

x
A A e n

cz c t
   

 
 (1) 

кулоновского поля: 

0+v 4 vz z
z z

E E ent z    
 

, (2) 

и релятивистских уравнений гидродинамики для электронов плазмы: 

 

 

0

0 ,

v ,

v

z x x z y

z z z x y

p eE e B Bt z

p eE e B Bt z





 
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 
 
 
 

    
 

    
 

 
(3) 

где �� � ���� ���⁄  и �� � ��� ��⁄  – компоненты электромагнитной 

составляющей волны; p, � � �� � �� ����⁄  и � � � �� � ��⁄  – импульс, 
энергия и скорость электрона. 

Из уравнений (2) и (3) следует интеграл импульса: 

 0
0 0

0
,

4
z

x x x
E Be ep A A t zc cn c

   , (4) 

учитывающий дрейф электронов вдоль координаты x  в скрещенных �� и �� 
полях (эффект Холла в плазме [9]). 

Для малых линейных возмущений ��������� � ��� из уравнений (1)–(3) 
следуют соотношения: 
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 (5) 

где �� � �4����� �⁄ �			�� � ��� ��⁄  и, ��� � ���� � ���  – ленгмюровская, 

циклотронная и верхнегибридная частоты. 
Зависимость показателя преломления N медленной необыкновенной волны 

от частоты ω определяется дисперсионным уравнением [7]: 

 2 2 2

2 2
2 1 /

1 p p

UB
N

  
 



   , (6) 

а фазовая скорость волны равна: 
1v ,/ phph c Nk        .  

Левая, правая и внутренняя границы областей непрозрачности плазмы 

соответственно равны: ���� � ���� � ��� 4⁄ � �� 2⁄  и ���, а в плотной плазме 

�� � ��	 реализуется асимптотика 	��� � �� 	� 	�� 2⁄  . 
Групповая скорость волны v� � �� ��⁄  определяется формулой: 

 
2 2

22 2
1

v
p B

UBg

c  


 

 
 
  
  (7) 

Графики функций ���� и ����� � ����� �⁄  представлены на рис. 2. В 
условиях плазменного резонанса � � �� фазовая скорость волны равна 
скорости света, β = 1. 

Вблизи резонанса ���� �	��� � 	���  на дисперсионной кривой существует 
«плато», где фазовая скорость близка к световой и реализуются следующие 
асимптотики формул (6) и (7): 

 2 2 2 2 2

2 2 .

1 / 1 / ,

/
B p p

B UBg

    

  

   


 (8) 

Соответствующая (8) область параметров плазмы (сильного магнитного 
поля) исследована ниже в разделах (3)–(5) в нелинейном приближении. 
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�� � ��	 реализуется асимптотика 	��� � �� 	� 	�� 2⁄  . 
Групповая скорость волны v� � �� ��⁄  определяется формулой: 

 
2 2

22 2
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v
p B

UBg

c  

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 
 
  
  (7) 

Графики функций ���� и ����� � ����� �⁄  представлены на рис. 2. В 
условиях плазменного резонанса � � �� фазовая скорость волны равна 
скорости света, β = 1. 

Вблизи резонанса ���� �	��� � 	���  на дисперсионной кривой существует 
«плато», где фазовая скорость близка к световой и реализуются следующие 
асимптотики формул (6) и (7): 
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 (8) 

Соответствующая (8) область параметров плазмы (сильного магнитного 
поля) исследована ниже в разделах (3)–(5) в нелинейном приближении. 
 

 
 

 

3. Одномерная световая волна 
Переходя в формулах (1)–(3) к автомодельной переменной  

� � ���� � � v��⁄ �, получаем следующую систему нелинейных уравнений [6]: 
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где � � v�� �⁄  – фазовая скорость волны, ���� � ���� ��⁄  – безразмерный 
импульс электрона, а остальные безразмерные переменные есть: 
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Интеграл энергии системы (9) имеет вид: 

  0

2 2
2 2 21 11

2
xa PA H

a R
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
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 
    
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 , (10) 

где H0 – постоянная интегрирования. 
Система (9) упрощается для волны, распространяющейся со скоростью света 

β = 1: 
0x A GP     , (11) 

когда действие на электроны электрического поля ��� скомпенсировано силой 
Лоренца �� �⁄ ��vB���, и плазма находится в поперечном равновесии с волной. 
При этом движение электронов описывается следующей системой нелинейных 
уравнений: 

 2 2, 1 / 2a a a      (12) 

Интегрируя (12), получаем уравнение: 

 21 / 2 ma H a a   , (13) 

решение которого с помощью подстановки: 

 2 21cos , 1 / 2m ma H H H a a     , (14) 

приводится к неполному эллиптическому интегралу второго рода: 
12 ( ) ( / 2, ) ,m m ma E k E k k a a         , (15) 
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где ���� �� � � �1 � ����������
�  и ���� � ��� �⁄ � ��. Минимальная и 

максимальная и амплитуды соответственно равны ���� � �� и ���� � ����, а 
нелинейный период колебаний есть: 

4 ( )mT a E k  . (16) 

Колебания малой амплитуды �� � �� � 1 ≪ 1 близки к гармоническим с 
периодом: 

2
12 1 (3/16)T a      , (17) 

соответствующим формуле (8). 
Периодические функции ( )a  и ( )   представлены на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Одномерная необыкновенная волна в плазме, β = 1 и am =3.5. 

 
4. «Квазисветовая» волна 

Отклонение фазовой скорости волны от скорости света сопровождается 
возникновением поперечных колебаний электронов |��| � �. В предельном 
случае |1 � ���| ≪ 1 и сильном внешнем магнитном поле �� ≫ 1, опуская в (9) 
слагаемые ��� ≪ �� � 1 и полагая � � �, получаем следующую систему 
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 

    

   

 (18) 

обобщающую формулы (12). 
Исключая векторный потенциал A из последнего уравнения (18) и 

используя равенство  a a a      , находим: 

      2 231 3 1 1 1aa a a a a a      
            , (19) 
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где � � �1 � ������. В сильном магнитном поле �� ≫ 	1 � � 	1, опуская в (19) 
старшие производные, получаем уравнение: 

   3 21 (1/ 2) 1a a a   
  


    , (20) 

которое в предельном случае � � � совпадает с (12). 
Подстановка � � 1 � ��� преобразует (20) в уравнение: 

  3/21 y y y   
    


     . (21) 

Разложим левую часть (21) по степеням � ≪ 1: 

  2 33 51
4 8

y y y y 
  


       (22) 

и представим решение в виде: 

1 2cos cos2y y y     (23) 
Далее, приравнивая коэффициенты для гармоник частоты Ω, получаем 

систему алгебраических уравнений для амплитуд: 

     
   

2 3
1 1 2 1 1

2 2
2 1 2

1 3 / 4 15 / 32 ,

4 1 3 / 8 ,
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  
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   
 (24) 

определяющую частоту нелинейных колебаний: 

   
 

2 2
1 12

1 51 31
1 32 1

u y


 

 
 
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 
 . (25) 

Возвращаясь к исходной переменной �� � ��� и � � � ��⁄ , находим малую 
нелинейную добавку к частоте необыкновенной волны: 

 1 2

2
2 2

1
3 1 5, ( )
8 (1 )

1 ( )
1

pa gg a 



 


 
 




 


 , (26) 

которое в предельном случае μ ≪ 	1 совпадает с формулой (17). 
 

5. Солитон огибающей 
Нелинейное дисперсионное уравнение (26) может быть использовано для 

вывода нелинейного дифференциального уравнения для амплитуды слабо 
нелинейного волнового пакета: 

      ,, exp , vgA t z A i t z z t         , (27) 
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где v�	– групповая скорость огибающей волны (7). Полагая � � � ��⁄ , 
представим эту формулу, определяющую зависимость частоты   от волнового 
числа k и амплитуды поля ��, в виде: 

   2 2 2 2 2 2 2
11 1 ( , )pG G c k g k a          . (28) 

Далее, следуя работе [8], представим волновое число и частоту в виде: 

0 0, , vgk k k k            (29) 
и разложим линейную часть уравнения по степеням Δk: 

   2 2 2
0 0

2
0 11 1v v 0g pph k g a         , (30) 

где v�v�� � �� ��� ����⁄  и v�� � �� ��⁄ - групповая и фазовая скорости волны, а 
остальные обозначения есть: 

   2 2 2 2
0 0 0 0 01 / ,с k G g g      . (31) 

Нелинейное дифференциальное уравнение для амплитуды волнового пакета 
(волны огибающей) может быть найдено с помощью (30). Полагая /k id d  , 
получаем уравнение для «медленной» амплитуды волны: 

2
2 2 2 21
0 0 0 1 12

1 (1 ) 0
v v p p

g ph

d a g a a
d

   


        . (32) 

Рассмотрим область частот ω0 и волновых чисел k0: 
2 2

0 0
2

0(1 ) 0 0,p g      , (33) 

и представим (33) в безразмерных переменных: 
3

0 1

0,

, .
v v

p

gph

Y Y Y

Y g a X 


  

 
 (34) 

Решение уравнения (34), удовлетворяющее граничному условию 0Y Y  , 
является солитоном  1ch XY  , 

 
0

1
1 ch

v vp gphg
a


 

   
 
 

  . (35) 

6. Заключение 
Распространяющаяся в плазме поперек внешнего магнитного поля 

эллиптически поляризованная медленная необыкновенная волна является 
суперпозицией электростатической и электромагнитной мод, связанных из-за 
вращения электронов. Анализ волноводных свойств плазмы на основе 
дисперсионного уравнения (6) показал, что в конечном магнитном поле �� � � 
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вблизи точки плазменного резонанса � � �� на дисперсионной кривой ���� 
существует «плато», где фазовая скорость волны близка к скорости света 
(рис. 2). Эта область расширяется с увеличением параметра � � �� ��⁄ , 
причем в области резонанса групповая скорость волны приближается к 
световой. 

Резонансные электроны ускоряются в поле волны и нелинейность 
уравнений движения проявляется уже при малой амплитуде поля. Поэтому 
проблема взаимодействия резонансных электромагнитных импульсов с 
плазмой выходит за рамки линейной теории и требует нелинейного 
рассмотрения в каждом диапазоне параметров волны и плазмы (9), (19) и (32). 

В случае, когда действие электрического поля волны на электроны 
скомпенсировано поперечной проекцией силы Лоренца, плазма находится в 
поперечном равновесии с волной (11). Поэтому найденное периодическое 
автомодельное решение системы уравнений (9) представляет собой 
одномерную нелинейную электромагнитную волну (15), распространяющуюся 
поперек магнитного поля со скоростью света. Электроны ускоряются 
продольным полем волны до релятивистских энергий и в режиме сильной 
нелинейности форма колебаний значительно отличается от гармонической 
(рис. 3). 

Если фазовая скорость волны отличается от скорости света, то в плазме 
возникают нелинейные продольно-поперечные колебания. Найденное 
асимптотическое солитонное решение для волны огибающей (35) существует в 
сильном магнитном поле вблизи плазменного резонанса �� ������ � ���, 
когда фазовая скорость волны близка к скорости света. 
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Abstract. The energy of a threshold breakdown of through holes in metal foils of different 
thicknesses by high-power laser radiation is investigated experimentally. Properties of the foil 
materials, which are typical of ‘liquid metal–gas’ phase transitions of the second kind, are 
determined. A controlling parameter of the threshold breakdown is a through (threshold) hole 
on the shady side of the target, which appears at a minimum pulse energy needed only for the 
emergence of an outlet for a given foil thickness, and the laser pulse energy. 
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Введение 
Воздействие мощного лазерного излучения на металлические 

(диэлектрические и полупроводниковые) мишени приводит к образованию 
кратеров, сквозных отверстий и удалению вещества из мишени – к абляции [1–
14]. Особую роль при этом играют состояния вещества, в которые оно 
последовательно переходит: «твёрдое тело, жидкость, газ, плазма».  

Чтобы контролировать такие возможные состояния, необходимо знать 
количество энергии, поглощённой веществом. Как правило, это последнее 
представляет самую большую проблему в задачах взаимодействия мощного 
лазерного излучения с веществом, поскольку для этого необходимо знать 
коэффициент поглощения (который, в свою очередь, зависит от температуры и, 
соответственно, от состояния вещества) и саму температуру.  

Практически, измерять и контролировать в процессе эксперимента 
температуру состояний вещества не удаётся. В лучшем случае решается 
тепловая задача, в которой по заданному количеству подводимой энергии 
определяют распределение температуры в поверхности и по нормали к ней [10–
13; 15] и сопоставляют с экспериментальными результатами. При малых 
интенсивностях, когда возмущение электронной подсистемы мало, такой 
подход позволяет проанализировать и более сложные задачи [16; 17]. Кроме 
того, плохо определены (или вовсе отсутствуют) экспериментальные 
характеристики вещества при воздействии на него лазерного излучения, 
показывающие, в частности, что вещество находится при критической 
температуре. Тем не менее, в некоторых случаях удаётся выявить 
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характеристики вещества, указывающие на близость к критической 
температуре [14], и даже фиксировать границы спинодали в переходе 
«жидкость-газ» [3].  

Цель работы – найти характеристики вещества, взаимодействующего с 
мощным лазерным излучением, которые бы указывали на наличие фазового 
перехода второго рода «жидкий металл–газ».  

Настоящая работа посвящена экспериментальному исследованию порога 
пробоя сквозных отверстий в металлических фольгах под воздействием 
одиночного импульса с минимальной энергией такой, чтобы её хватило только 
на возникновение сквозного отверстия в фольге заданной толщины. Такая 
постановка задачи определила требования к излучающему устройству – 
длительности импульса и мощности излучения.  

 
1.Схема эксперимента 

Источником излучения служил рубиновый лазер с длиной волны 
�	 � 	��� нм в режиме свободной генерации. Длительность импульса 
фиксировалась: � � 1 мс. Луч лазера фокусировали короткофокусной линзой (с 
фокусным расстоянием � � �0	��� на поверхность металлической мишени в 
пятно диаметром � � �0 мкм. Плотность потока лазерного излучения в 
экспериментах варьировалась в пределах 10� � 10�	Вт/см2, что, как известно 
[9–13], лежит в пределах прозрачности испаряемого вещества. Для регистрации 
сквозного пробоя, вслед за мишенью ставили детектор в камере Обскура. 
Детектор работал в режиме синхронизации с лазером. При сквозном пробое 
фольг регистрировали время задержки импульса. Мощность излучения 
фиксировали и регистрировали другим фотодетектором. Вариация же этой 
мощности (для сохранения неизменной временной структуры импульса) 
осуществлялась градуированными светофильтрами. Пробой изучали в 
атмосфере воздуха при нормальном давлении и комнатной температуре. 

Образцы в виде металлических фольг разной толщины помещались в 
обойму. Обойма размещалась на трехкоординатном оптическом столике. Тем 
самым, в течение одного эксперимента удавалось просмотреть пробиваемость 
фольг разной толщины практически в одних и тех же условиях. 

Металлические фольги готовили из меди чистотой 99,999 вес % основного 
компонента, из нержавеющей стали, никеля и алюминия. Для очистки 
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Источником излучения служил рубиновый лазер с длиной волны 
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мощности (для сохранения неизменной временной структуры импульса) 
осуществлялась градуированными светофильтрами. Пробой изучали в 
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поверхности приготовленные фольги обезжиривались и отжигались в вакууме 
при 200o C. Возникшие отверстия изучали под оптическим и электронным 
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2. Результаты 

Результаты экспериментов приведены на рис. 1–6. Полученные сквозные 
отверстия, существенно разнятся как по форме, так и по соотношению входных 
и выходных отверстий (рис. 1). При малых толщинах фольг сквозное отверстие 
имеет чашеобразную форму, большим диаметром обращённую к падающему 
излучению (рис. 1a). При увеличении толщины фольги форма сквозного 
отверстия (рис. 1b) меняется и приобретает форму вытянутого усечённого 
конуса, образующей которого можно считать гиперболу.  

 

  

Рис.1. Форма сквозных пороговых отверстий (вдоль оси отверстия) для 
тонких (a) и толстых (b) фольг; a и z – диаметр входного и выходного отверстий, 

соответственно, h – толщина мишени, фокусное пятно. 
 

В тонких и толстых фольгах характер пробоя существенно различен. В 
тонких фольгах энергия излучения при её пороговых значениях тратится на 
образование большой поверхности входного отверстия, существенно 
превышающего размер фокусного пятна. В толстых фольгах размер входного 
отверстия не очень превышает размер фокусного пятна. Такое же отличие и в 
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выходных отверстиях в тонких и толстых фольгах. Рис. 2 демонстрирует 
значения диаметра , измеренного (с теневой стороны) на выходе конического  
отверстия. 
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Рис. 2. Диаметр выходного отверстия в зависимости от энергии падающего 

излучения для разных толщин  фольг. 
 
Зависимость  на рис. 2 аналогична по форме зависимости входного 

диаметра от энергии падающего излучения для несквозных отверстий [2; 9–13]. 
Но главная особенность зависимостей, представленных на рис. 2, в том, что они 
ограничиваются снизу минимальными выходными отверстиями, отвечающими 
пороговым значениям энергии – минимальной энергии, необходимой, чтобы 
только пробить фольгу заданной толщины (рис. 2 и рис. 3). 
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Рис. 3. Зависимость порогового диаметра выходного отверстия  от 

пороговой энергии  для меди.
 
Уменьшение энергии в импульсе лазерного излучения для каждой толщины 

фольги приводит к тому, что, наконец, сквозное отверстие не пробивается 
(рис. 2), хотя кратер и глубокая лунка образуются. Диаметр выходного 
отверстия , при минимально возможной энергии, ниже которой пробой не 
происходит, является пороговым диаметром , соответствующим 
пороговой энергии пробоя p. Огибающая пороговых диаметров 

 против энергий пороговых значений приведена на рис. 3. На 
рис. 4 приведена зависимость порогового диаметра от толщины фольги, 

 для меди и нержавеющей стали, имеющих разные 
теплопроводности. В зависимостях Ф = Ф(p) и Ф = Ф(h) обнаруживаются две 

области с противоположными тенденциями и одна промежуточная область 
между ними. 
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Рис. 4. Диаметр порогового отверстия в зависимости от толщины фольги: 

для меди (Ф1) и для нержавеющей стали (Ф2).
 
Учёт времени задержки импульса позволил измерить скорость прохождения 

импульса через тело фольги или, что одно и то же, скорости продвижения 
некоторого образования в виде сэндвича «газ–жидкость–твёрдое тело» через 
толщу фольги (рис. 5).  
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Рис.5. Скорость перемещения фронта «газ–жидкость–твёрдое тело» в 

зависимости от пороговой энергии пробоя. 
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Скорость продвижения такого сэндвича «газ – жидкость – твёрдое тело» в 
зависимости от энергии лазерного импульса при толщинах фольг (0,2–0,8 мм) 
претерпевает излом.  

Наконец, перестраивая отношение пороговой энергии к массе отверстия, 

поглотившей её при пороговом диаметре  в отношении к падающей 

энергии излучения , получаем зависимость, приведённую на рис. 6. 
Если бы можно было выразить адекватно  через температуру , то 

отношение  к  аналогично теплоёмкости . Поведение  в зависимости 

от температуры при фазовом переходе второго рода имеет пикообразный ( -

образный) характер [18]. Так что вид  в зависимости от падающей энергии 

излучения вполне может служить показателем фазового перехода второго рода 
в системе «жидкий металл – газ». 
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Рис. 6. Отношение пороговой энергии, поглощённой массой порогового отверстия к 

падающей на мишень энергии излучения. 
 

Приведённые на рис. 2–6 экспериментальные зависимости свидетельствуют 
об особом характере процессов, протекающих при пороговом пробое фольг, 
ранее не отмечавшемся в литературе. 
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3.Обсуждение 

Формирование отверстия. Область потоков излучения 10� � 10�� Вт/см2 
обеспечивает, как известно, режим развитого испарения. Режим 
теплопроводности при этом, хотя и исключён, но определяет ту минимальную 
толщину слоя l ~ (��)1/2, который успевает превратиться в жидкость и 
прогреться за время действия импульса �~10-3с до высокой температуры 
испарения T (здесь � – температуропроводность). Но при острой фокусировке 
луча [10; 12; 13], радиус облучаемой площадки: ro � l. Тепловые потери 
становятся существенными и, в конечном счёте, определяют условия 
формирования сквозного отверстия. При этом оказывается, что l ~ h и условия 
полубесконечной мишени (h � 3 (��)1/2), [12; 13] не выполняются. В таком 
случае, пользуясь традиционным анализом задач теплопроводности, можно 
провести лишь качественный анализ рассеяния падающей энергии. 

Возникающий перепад температуры �� между освещённой и теневой 
сторонами мишени и между центром освещённого пятна и его периферией 
вызывает перемещение фронта удаления вещества «вдоль» градиента 
температуры. При этом тепловые потери через площадку, нормальную к 
падающему лучу (через фронт) на протяжении высоты h фольги, равны: 

������� � �� � � � �� � �� �⁄ ,   (1) 
а потери тепла через поверхность образующегося усечённого конуса, 
приближённо – цилиндра, равны: 

�� � � � � � �� � �� �⁄      (2) 
Отношение этих составляющих приводит к соотношению, связывающему 
радиус отверстия с его высотой:  

� � �� ��� � �� ���⁄ .    (3) 

Откуда следует, что: 
1) если �� � �1, то вся энергия уходит на образование цилиндрической 
поверхности высотой � , т.е. идёт на образование отверстия.  
2) если �� � �1, то вся энергия импульса рассеивается в поверхности, заметая 
большую площадь поверхности. Эти результаты вполне согласуются с 
результатами эксперимента (рис. 1a; 1b.) 

Вблизи порога пробоя, когда в конце лазерного импульса образуется 
отверстие, его радиус можно оценить через соотношение: 
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�� � �� � ��� � �,     (4) 
где � – теплопроводность, � – плотность, � – теплоёмкость для испытуемых 
металлов брали из [19]. Тогда  

� � �� � ��2� � � � ��,     (5) 
а граница между выше упомянутыми крайними случаями, �� � ��, определяет 
оптимальную толщину фольги: 

� � �� � � 2� � �⁄ �� �⁄ .     (6) 
В результате для меди толщина фольги оказывается равной ��� �

0,25√� мм и для нержавеющей стали толщина фольги �нс � 0,0�√� мм. Это 
хорошо подтверждается экспериментом (рис. 4). Отношение толщин  
��� ��� � �⁄  и наблюдается такое же отношение толщин тех же металлов с 
минимальным сквозным пороговым отверстием (рис. 4). Можно было бы 
сказать, что всё ограничивается различными механизмами теплоотвода и 
потерями тепла. Такая ситуация предполагает, что процессы движения 
некоторого образования «газ–жидкость–твёрдое тело» в виде сэндвича, 
несмотря на всю сложность процессов, происходящих в толще фольги при 
различных величинах энергии, полностью контролируется теплопроводностью.  

Зависимости Ф = Ф(h) для исследованных металлов (и для других, 
упомянутых в [14],) сходны. Это предполагает, что и процессы, протекающие 
при пороговом пробое фольг на разных металлах, сходны. При 
рассматриваемых энергиях излучения исходное состояние вещества 
предопределяет развитие процесса. Например, медь и сталь разнятся по своей 
теплопроводности приблизительно на порядок [19]. Это сразу же сказывается 
на более резком проявлении характера пробиваемости нержавеющей стали 
(рис. 5). Итак, процесс пробоя порогового отверстия контролируется 
теплопроводностью твёрдого тела. Сам этот процесс состоит из превращений 
твёрдого тела в жидкость и газообразное состояние. Однако из этих 
соотношений (когда формирование порогового отверстия контролируется 
теплопроводностью) причины появления минимумов на зависимостях 

«диаметр порогового отверстия–пороговая энергия пробоя» Ф = Ф(p) и Ф = 

Ф(h), рис. 2 и рис. 3, излома на зависимости «фронта» перемещения через тело 

фольги и пика на зависимости ����� от энергии излучения � никак не следуют. 
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Пороговое отверстие. Контроль всего процесса теплопроводностью 
твёрдого тела предполагает, что на твёрдом теле во всё время процесса 
происходит образование жидкого металла, превращающегося, в свою очередь, в 
газообразное состояние. Таким образом, через толщу фольги движется 
своеобразный сэндвич, состоящий из «насыщенного пара металла–жидкого 
металла–твёрдого тела». Нагрев, фазовые превращения и продвижение такого 
сэндвича лимитируется двумя наиболее медленными процессами. Первый из 
них обязан электрон-фононному взаимодействию, и характеризуется временем 
изменения решёточной температуры ��~10��� с [20; 21]. Второй «медленный» 
процесс связан с возникновением уплотнения или разрежения путём 
присоединения к возникающему уплотнению (или выходу из возникшего 
уплотнения) атомов. Этот процесс (возникновение нового состояния – новой 
фазы вещества) характеризуется временем порядка �� � �

� 	~10��� с, где �	– 

межатомное расстояние, � – скорость звука. Это означает, что возникающая 
жидкость будет достигать своего равновесного состояния при определённой 
температуре быстрее, чем остывать из-за электрон-фононного взаимодействия. 
Таким образом, можно было бы предполагать, что для каждой величины 
пороговой энергии лазерного поля и определённой толщины фольги будет 
устанавливаться определённая равновесная температура, при которой и будет 
формироваться пороговое отверстие.  

Это предполагает, что каждое пороговое отверстие отвечает некоторой 
равновесной температуре �, при которой могут происходить те или иные 
фазовые превращения, то есть: 

� � ����.      (7) 
Скорость перемещения фронта «газ–жидкость–твёрдое тело». Излом в 

зависимости � � ���� на рис. 5, по-видимому, говорит о том, что по 
достижении значений энергий, при которых появляется пик в зависимости 

����� (рис. 6), возникает критическое состояние, соответствующее переходу 

«жидкий металл–газ». Жидкий металл достигает температуры, равной или 
близкой к критической температуре. Так что фронт «жидкость–газ» начинает 
двигаться в противоположную сторону. Жидкость, быстро расширяясь, теряет 
границу раздела «жидкость–газ» и достигает критического состояния. 
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Таким образом, можно предположить, что весь набор характеристик 
порогового пробоя сквозных отверстий при минимально возможной энергии в 
импульсе в значительной степени вызваны процессами, протекающими при 
критических и близких к ним параметрах состояния вещества. Однако эти 
характеристики нуждаются в привязке к температурной шкале. Это делается в 
следующей части этой работы. 

4. Заключение 
В эксперименте по изучению энергий порогового пробоя металлических 

фольг обнаружились новые характеристики, связывающие величину энергии 
воздействия лазерного излучения с реакцией металла на это воздействие:  

1) характеристика � � ������возникновения минимального (порогового) 
размера выходного отверстия Ф в зависимости от минимальной–
пороговой энергии излучения p, при данной толщине фольги. Эта 

характеристика имеет чётко выраженный минимум.  
2)  характеристика � � ����� по своей форме остаётся неизменной для 

веществ с разной величиной теплопроводности – от плохо проводящих 
материалов до металлов с хорошей теплопроводностью. 

3) отношение ����� �⁄ , аналогичное ��, проявляет пикообразное поведение 

при значениях энергии, соответствующих минимуму характеристики 
� � �����. Это соответствует фазовому переходу второго рода «жидкий 
металл–газ».  

4) в условиях порогового пробоя сквозных отверстий полностью 
контролируется энергия, поглощённая объёмом вещества, 
соответствующего пороговому отверстию. 
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Аннотация. Рассматривается одна из классических граничных задач кинетической 
теории – задача о тепловом скольжении разреженного газа вдоль плоской твердой 
поверхности. Используется модельное кинетическое уравнение Больцмана с модельным 
интегралом столкновений БГК (Бхатнагар, Гросс, Крук). В качестве граничных условий 
используются граничные условия Максвелла (зеркально-диффузные). Для решения 
задачи применяется обобщенный метод источника. Проведено сравнение с ранее 
полученными результатами. 
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Abstract. One of classical boundary problems of the kinetic theory (the problem of thermal 
sliding) of a rarefied gas along a flat solid surface is considered. A model kinetic Boltzmann 
equation with a model integral of collisions in the BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) form is 
used. As boundary conditions use is made of the boundary Maxwell conditions (mirror–
diffusion). The generalized method of a source is applied to solve the problem. Comparison 
with previously obtained results is performed. 
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Введение 

Максвелл был первым, кто обратил внимание на движение разреженного 
газа под действием неоднородного распределения температуры [1–3]. Задача о 
тепловом скольжении газа вдоль поверхности (не обязательно плоской) 
вызывает постоянный интерес (см., например, [4–12]). Это связано как с чисто 
теоретическим интересом, так и с многочисленными приложениями в области 
аэродинамики и физики аэродисперсных систем. 

Наиболее полный обзор работ в этом направлении представлен в работе [4] 
и монографии [5]. Отметим ряд работ [6–9], в которых рассматривались 
зеркально-граничные условия. Большой вклад в изучение теплового 
скольжения внес Лойалка С.К. [7–9].  

В наших работах [10–15] были разработаны приближенные [10–12] и точные 
[13; 14] методы решения граничных задач для модельных кинетических 
уравнений. В работах [10; 11] коэффициент теплового скольжения 
аппроксимируется дробно-рациональными функциями. Аналитическое 
решение задачи о тепловом скольжении для газов с частотой столкновений, 
пропорциональной модулю скорости молекул, и диффузными граничными 
условиями было получено в [15].  

Затем в работах [16–18] тепловое скольжение рассматривалось для 
квантовых газов. 

 
1. Постановка задачи 

Пусть разреженный газ заполняет полупространство 0x   и движется 
вдоль оси y . Вдали от поверхности 0x   задан логарифмический градиент 

температуры ln
T

x

d Tg
dy 

 
  
 

. Требуется найти скорость теплового 

скольжения slu  и распределение массовой скорости газа в полупространстве. 

В работе [12] показано, что если функцию распределения искать в виде: 

 1Mf f h  , где 
3 2

( ) exp
2 ( ) 2 ( )M

m mvf n y
kT y kT y

  
   

   
, 
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 0( ) 1 TT y T g y  , то функция ( , )h x   ( )xC   удовлетворяет 

неоднородному кинетическому уравнению:  

22 1 1( , ) ( , )
2T

h G h x e h x d
x

    







            . (1.1) 

Здесь и ниже: 

11

ln
T

x

d TG
dy



 
  
 

, 1 ,x x   1 ,y y   
2
m
kT

  , sl slU u , 

ν – частота столкновений, x1, y1 – безразмерные координаты. Далее индексы у 
этих координат будем опускать.  
Будем считать, что молекулы отражаются от стенки зеркально-диффузно: 

(0, ) ( ) (1 ) (0, , , ), 0,M x y z xf q f y q f C C C C     С   (1.2) 

где q  – коэффициент диффузности, 0 1q  . При 1q   условие (1.2) является 
условием диффузного отражения, при 0q   – условием зеркального 
отражения. 

Для функции ( , )h x   условие (1.2) переходит в условие: 
(0, ) (1 ) (0, ), 0h q h      .  (1.3) 

Вдали от стенки функция распределения переходит в свое Чемпен-
Энскоговское распределение: 

2 1( , ) 2 ( ).
2sl Th U G        (1.4) 

Обозначим далее: 2 1( , ) ( ) ( , ).
2Th x G x       Тогда уравнение (1.1) 

переходит в однородное уравнение: 

21( , ) ( , )d x e x d
dx

     







    .  (1.5) 

Граничные условия (1.3) и (1.4) переходят в следующие:  

2 1(0, ) ( ) (1 ) (0, ), 0,
2Tq G q               (1.6) 

и 

( , ) 2 slU       (1.7) 
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21( , ) ( , )d x e x d
dx

     







    .  (1.5) 

Граничные условия (1.3) и (1.4) переходят в следующие:  

2 1(0, ) ( ) (1 ) (0, ), 0,
2Tq G q               (1.6) 

и 

( , ) 2 slU       (1.7) 

 

Далее положим: ( , ) 2 ( , )sl cx U h x    . При этом функция ( , )ch x   

удовлетворяет уравнению (1.5): 

21( , ) ( , )c
c c

h h x e h x d
x

   







   
    (1.8) 

и граничным условиям: 

2 1(0, ) 2 ( ) (1 ) (0, ), 0
2c sl T ch qU q G q h             (1.9) 

и  

( , ) 0.ch        (1.10) 

 
2. Включение граничных условий в кинетическое уравнение 

Продолжим функцию распределения на сопряженное полупространство 
0x   симметричным образом: ( , ) ( , ), 0.h x h x       При таком 

продолжении функция ( , )ch x   в отрицательном полупространстве 0x   

снова удовлетворяет уравнению (1.8) и граничным условиям: 

2 1( 0, ) 2 ( ) (1 ) ( 0, ), 0,
2c sl T ch qU q G q h                (2.1) 

и 

( , ) 0ch          (2.2) 

Включим граничные условия (1.9), (1.10) и (2.1) (2.2) в кинетическое уравнение 
в виде источника – члена, содержащего дельта-функцию Дирака: 

2 1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( 0, ) ,
2

c
c c sl T c

h h x U x x qU qG qh
x

                 


(2.3) 
где ( )x  – дельта-функция Дирака, 

212 ( ) ( , ) .c cU x e h x d  







     (2.4) 

Заметим, что ( )cU x  удовлетворяет граничным условиям:  

( ) 0cU   .  (2.5) 

Решая уравнения (2.3) при 0, 0x   , получаем решение, удовлетворяющее 
граничным условиям (1.9) и (2.5): 
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1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.6) 

Аналогично, при 0, 0x    находим: 

1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.7) 

Перепишем уравнение (2.3), заменим в нем последний член, используя 
продолжение функции h на сопряженное полупространство и равенства (2.6) и 
(2.7). На этом пути приходим к следующему уравнению: 

2 1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) (0, )
2

c
c c sl T c

h h x U x x qU qG qh
x

                 
 (2.8) 

Решение уравнений (2.8) и (2.4) ищем в виде интегралов Фурье: 

12 ( ) ( ) ,
2

ikx
cU x e E k dk







    
1( ) ,
2

ikxx e dk






     (2.9) 

1( , ) ( , )
2

ikx
ch x e k dk 







    (2.10) 

При этом функция ( , )ch x   выражается через спектральную плотность ( )E k  

массовой скорости следующим образом: 

1 1 1 ( )( , ) ( )
2 2 1

x ikx
t ikx

c
x

e E k dkh x e e dt e E k dk
ik


   

  


 

    
   . 

Аналогично получаем, что 

1 ( )( , ) .
2 1

ikx

c
e E k dkh x

ik


 







  

Используя четность ( )E k , далее получим: 

2 2 2 2
0

1 ( ) 1 ( )(0, ) .
2 1 1c

E k dk E k dkh
k k


   

 




 
    

Теперь уравнение (2.8) можем переписать в виде 

2 1 1
2 2
10

( )1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
2 1

c
c c sl T c

h E k dkqh x U x x qU qG h
x k

    
 

 
         


 (2.11)  
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1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.6) 

Аналогично, при 0, 0x    находим: 

1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.7) 

Перепишем уравнение (2.3), заменим в нем последний член, используя 
продолжение функции h на сопряженное полупространство и равенства (2.6) и 
(2.7). На этом пути приходим к следующему уравнению: 

2 1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) (0, )
2

c
c c sl T c

h h x U x x qU qG qh
x

                 
 (2.8) 

Решение уравнений (2.8) и (2.4) ищем в виде интегралов Фурье: 

12 ( ) ( ) ,
2

ikx
cU x e E k dk







    
1( ) ,
2

ikxx e dk






     (2.9) 

1( , ) ( , )
2

ikx
ch x e k dk 







    (2.10) 

При этом функция ( , )ch x   выражается через спектральную плотность ( )E k  

массовой скорости следующим образом: 

1 1 1 ( )( , ) ( )
2 2 1

x ikx
t ikx

c
x

e E k dkh x e e dt e E k dk
ik


   

  


 

    
   . 

Аналогично получаем, что 

1 ( )( , ) .
2 1

ikx

c
e E k dkh x

ik


 







  

Используя четность ( )E k , далее получим: 

2 2 2 2
0

1 ( ) 1 ( )(0, ) .
2 1 1c

E k dk E k dkh
k k


   

 




 
    

Теперь уравнение (2.8) можем переписать в виде 

2 1 1
2 2
10

( )1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
2 1

c
c c sl T c

h E k dkqh x U x x qU qG h
x k

    
 

 
         


 (2.11)  

 
 

 

3. Характеристическое уравнение 
Теперь уравнения (2.4) и (2.11) с помощью интеграла Фурье (2.9) и (2.10) 
преобразуются в следующую систему уравнений 

2

0

1( ) ( , ) ,E k e k d  



 

  
(3.1) 

2 1 1
2 2
10

( )1(1 ) ( , ) ( ) 2 ( ) .
2 1sl T

E k dkqik k E k qU qG
k

   
 

 
         


 

(3.2) 

Выразим функцию ( , )k   из уравнения (3.2) и подставим в уравнение (3.1). 
Получаем характеристическое уравнение: 

1 3 1
1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2sl TE k L k q U T k qG T k T k        

 
 

1 1 1
0

( , ) ( )q K k k E k dk




     (3.3) 

с ядром 
2

1 2 2 2 2
10

2( , ) .
(1 )(1 )

e dK k k
k k

  
 

 


 

  
(3.4) 

Уравнение (3.3) – это интегральное уравнение Фредгольма второго рода. Кроме 
того, в (3.3) введено обозначение: 

2

2 2
0

2( ) , 0,1,2,...
1

n

n
e dT k n

k

  


 

 
  ,   (3.5) 

2
0 2( ) 1 ( ) ( ).L k T k k T k         (3.6) 

 
4. Ряды Неймана 

Решение уравнения (3.3) ищем в виде: 

 2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .... ,TE k qG E k qE k q E k        (4.1) 

 2
0 1 2

1 ....
2sl TU G V V q V q         (4.2) 

Подставим разложения (4.1) и (4.2) в уравнение (3.3). С помощью равенств 
(3.4)–(3.6) получаем счетную систему уравнений: 

0 0 1 3 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2

E k L k V T k T k T k        (4.3) 
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1 1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




        (4.4) 

2 2 1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




    
  

(4.5) 

……………………………………… 

1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,n n nE k L k V T k K k k E k dk




         n=1,2.  (4.6) 

Из уравнения (4.3) находим: 

0 1 3

0 2
2

1( ) ( ) ( )
2( )

( )

V T k T k
E k

k T k

   



 .   (4.7) 

Устраним полюс второго порядка в правой части (4.7). Заметим, что:  

2 2
1 3 3 5

1 1( ) ( ), ( ) ( ).T k k T k T k k T k
 

       

Тогда: 

2 2
0 0 3 5

0 2
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

( )

V V k T k k T k
E k

k T k
 

       
 . 

Для устранения полюса потребуем, чтобы 0
1 1 1( ) 0
2

V
 

     , откуда 0
1
2

V  . 

Тогда: 

3 5
0

2

( ) ( )( )
( )

T k T kE k
T k


 . 

С помощью последнего равенства из уравнения (4.4) находим: 

1 1 1 0 1 1
0

1 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 


   (4.8) 

Для устранения полюса в правой части (4.8) выберем 1V  в виде: 

1 1
1 0 1 1

10

( )1 ( ) 0.28566.
(0)

T kV E k dk
T



       

Найдем числитель правой части (4.8). Имеем:  
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1 1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




        (4.4) 

2 2 1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




    
  

(4.5) 

……………………………………… 

1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,n n nE k L k V T k K k k E k dk




         n=1,2.  (4.6) 

Из уравнения (4.3) находим: 

0 1 3

0 2
2

1( ) ( ) ( )
2( )

( )

V T k T k
E k

k T k

   



 .   (4.7) 

Устраним полюс второго порядка в правой части (4.7). Заметим, что:  

2 2
1 3 3 5

1 1( ) ( ), ( ) ( ).T k k T k T k k T k
 

       

Тогда: 

2 2
0 0 3 5

0 2
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

( )

V V k T k k T k
E k

k T k
 

       
 . 

Для устранения полюса потребуем, чтобы 0
1 1 1( ) 0
2

V
 

     , откуда 0
1
2

V  . 

Тогда: 

3 5
0

2

( ) ( )( )
( )

T k T kE k
T k


 . 

С помощью последнего равенства из уравнения (4.4) находим: 

1 1 1 0 1 1
0

1 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 


   (4.8) 

Для устранения полюса в правой части (4.8) выберем 1V  в виде: 

1 1
1 0 1 1

10

( )1 ( ) 0.28566.
(0)

T kV E k dk
T



       

Найдем числитель правой части (4.8). Имеем:  

 

1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( , ) ( )V T k K k k E k dk




   1 1 1
1 0 1

10

( ) ( )1 ( , ) ( )
(0)

T k T kK k k E k dk
T

  
  
 
 . 

Заметив, что: 
2 2 2 2

1 1 1 3 1 3 1 5 1( , ) (0) ( ) ( ) ( , ),K k k T k T k k T k k k K k k      

найдем разность: 

  2 2
1 3 1 1 3 11 1 1

1 1
1 1

(0) ( ) (0) ( )( ) ( )( , ) ( , )
(0) (0)

T k T k T k T kT k T kK k k K k k
T T

 
     

2 2
2 2 1

1 1 3 1 3 1 3 3 1
1

( , ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
(0)

k kK k k T k T k k T k T k T k
T

        

2 2 2
1 5 1 3 3 1 1( , ) ( ) ( ) ( , ),k k K k k T k T k k S k k         

где: 
2

1 1 5 1 3 3 1( , ) ( , ) ( ) ( )S k k k K k k T k T k      . 

Согласно (4.8) теперь получаем: 

 
1 1 0 1 1

2 0

1( ) ( , ) ( )
( )

E k S k k E k dk
T k



    . 

Из уравнения (4.5) находим: 

2 1 1 1 1 1
0

2 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V V k K k k E k dk
E k

k T k




  
 




. 

Отсюда находим: 

2 1 1 1 1 1
0

1 ( ) ( ) 0.021135.V T k E k dk




      

С помощью этого соотношения предыдущее равенство преобразуем к виду: 

2 1 1 1 1
2 0

1( ) ( , ) ( )
( )

E k S k k E k dk
T k



    . 

Аналогично из уравнения (4.6) находим: 

1 1 1 1 1
0
2

2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

n n

n

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 




. 

Отсюда находим, что: 
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1 1 1 1 1
0

1 ( ) ( ) , 1, 2,...n nV T k E k dk n




   . 

При этом 

1 1 1 1
2 0

1( ) ( , ) ( ) , 1, 2,...
( )n nE k S k k E k dk n

T k



    . 

Выпишем формулы для распределения массовой скорости во втором  
приближении:  

 20 1 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
4

ikx
c slU x U q e E k E k q E k q dk







     

Для функции ( , )h x   получаем: 

2 1 1( , ) ( ) 2 ( , )
2 2

ikx
T slh x G U e k dk  







      , 

где 

2
0 1 02 2

(1 ) 1( , ) ( ) ( ) ( )
1 2T

ikk E k q E k G V
k
  


         
 

20 1 1 1 1 1
2 12 2 2 2

1 10 0

( ) ( )1 ( )
1 1T
E k dk E k dkq E k G V

k k


 
   

    
          

  . 

 
5. Обсуждение результатов и заключение 

Сравним полученные результаты с предшествующими, в частности, с 
точным решением для скорости теплового скольжения при 1q  : 

0.38316sl TU G  [13]. Перепишем эту формулу в размерном виде:  

1.1495sl Tu g . 

Безразмерная скорость теплового скольжения согласно полученным 
результатам равна:  

2 2
1 2 2( ) 0.5( ) 0.5(0.5 0.2857 0.0211 ) .sl T TU q V V q V q G q q G       

Приведем эту формулу к размерному виду:  
2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 )sl Tu q q q g   ,   (5.1) 

где  –кинематическая вязкость газа.  
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1 1 1 1 1
0

1 ( ) ( ) , 1, 2,...n nV T k E k dk n




   . 

При этом 

1 1 1 1
2 0

1( ) ( , ) ( ) , 1, 2,...
( )n nE k S k k E k dk n

T k



    . 

Выпишем формулы для распределения массовой скорости во втором  
приближении:  

 20 1 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
4

ikx
c slU x U q e E k E k q E k q dk







     

Для функции ( , )h x   получаем: 

2 1 1( , ) ( ) 2 ( , )
2 2

ikx
T slh x G U e k dk  







      , 

где 

2
0 1 02 2

(1 ) 1( , ) ( ) ( ) ( )
1 2T

ikk E k q E k G V
k
  


         
 

20 1 1 1 1 1
2 12 2 2 2

1 10 0

( ) ( )1 ( )
1 1T
E k dk E k dkq E k G V

k k


 
   

    
          

  . 

 
5. Обсуждение результатов и заключение 

Сравним полученные результаты с предшествующими, в частности, с 
точным решением для скорости теплового скольжения при 1q  : 

0.38316sl TU G  [13]. Перепишем эту формулу в размерном виде:  

1.1495sl Tu g . 

Безразмерная скорость теплового скольжения согласно полученным 
результатам равна:  

2 2
1 2 2( ) 0.5( ) 0.5(0.5 0.2857 0.0211 ) .sl T TU q V V q V q G q q G       

Приведем эту формулу к размерному виду:  
2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 )sl Tu q q q g   ,   (5.1) 

где  –кинематическая вязкость газа.  

 

В нулевом приближении из формулы (5.1) видно, что нами получен точный 
результат Максвелла для зеркальных граничных условий: 0.75 .sl Tu g  Введем 

относительную ошибку: 
( )( ) 100%,sl sl

n
sl

u u qO q
u


     (5.2) 

где ( )slu q  определяется равенством (5.1). 

В первом приближении скорость теплового скольжения равна: 
(1) ( ) 0.75(0,5 0, 2857 )sl Tu q q g  , во втором приближении она определяется 

равенством (5.1): (2) 2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 ) gsl Tu q q q     . Нетрудно видеть, что 

относительная ошибка в нулевом приближении равна: ���1� � ������, в 
первом: ���1� � �����, во втором – ���1� � �����. Сравнивая приведенные 
оценки, приходим к заключению, что именно нелинейный анализ приводит к 
эффективной аппроксимационной формуле для вычисления скорости 
теплового скольжения. 

Перепишем формулу (5.1) в виде: ( )sl Tu K q g , где K – коэффициент 

теплового скольжения. Проведем сравнение коэффициента скольжения из 
данной работы с коэффициентами, найденными в [6–8]. В работах [6] и [7] был 
найден один и тот же коэффициент: K=0.75(1+0.5q). Сравнение этого 
коэффициента с (5.1) согласно (5.2) показывает, что при q=1 отклонение 
коэффициента из [6] и [7] не превосходит 2%. В работе [8] было получено, что 
K=0.75(1+0.532q). Согласно (5.2) получаем, что отклонение коэффициента из 
[7] от полученного в работе коэффициента не превосходит 0.2%. 

Таким образом, в работе выведены эффективные аппроксимационные 
формулы для решения задачи о тепловом скольжении с зеркально-
диффузными граничными условиями. В дальнейшем авторы намерены 
рассмотреть задачу о тепловом скольжении для квантовых газов. 
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ÂËÈßÍÈÅ ÏÐÎÔÈËß ÌÈÊÐÎÐÅËÜÅÔÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ ÍÀ ÈÕ ÄÈÔÐÀÊÖÈÎÍÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ 
 
Соломатин А.С.6 
Московский государственный областной университет, 
Учебно-научная лаборатория теоретических и практических нанотехнологий 
105005, г. Москва, ул. Радио, д. 10а, Российская Федерация 

 
Аннотация. Получены расчетные данные о влиянии профиля периодического 
микрорельефа на оптические дифракционные свойства. Предложен метод расчета 
дифракционной картины, позволяющий рассчитать параметры рельефа для задания 
требуемых оптических свойств пространственно неоднородной анизотропной структуры.  

Ключевые слова: дифракция, оптическая анизотропия, двулучепреломление, 
микрорельеф, профиль рельефа, пространственно неоднородные структуры, 
оптические свойства. 

 
EFFECT OF THE MICRORELIEF SURFACE OF PERIODIC ANISOTROPIC 
STRUCTURES ON THEIR DIFFRACTION PROPERTIES 

 
A. Solomatin  
Moscow State Region University, Education & Science Lab for Theoretical and Applied 
Nanotechnology, 
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russia 

 
Abstract. We have obtained data on the effect of the periodic microrelief profile on optical 
diffraction properties. A method is proposed for calculating a diffraction pattern, which makes 
it possible to estimate the relief parameters for specified optical properties of a spatially 
nonuniform anisotropic structure. 

Keywords: diffraction, optical anisotropy, birefringence, microrelief, relief profile, spatially 
nonuniform structures, optical properties. 
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Аннотация. Получены расчетные данные о влиянии профиля периодического 
микрорельефа на оптические дифракционные свойства. Предложен метод расчета 
дифракционной картины, позволяющий рассчитать параметры рельефа для задания 
требуемых оптических свойств пространственно неоднородной анизотропной структуры.  
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1. Введение 
Данная работа посвящена исследованию влияния профиля периодического 

микрорельефа на оптические дифракционные свойства пространственно 
неоднородной анизотропной структуры. Такие структуры пока еще 
недостаточно широко используются в дисплейных системах и других 
оптических элементах, хотя их использование позволяет получить некоторые 
преимущества перед известными устройствами за счет управления 
поляризацией излучения. Двулучепреломляющие свойства материалов имеют 
большое значение при изготовлении таких структур. При изготовлении 
возникают технологически наиболее удобные формы рельефа, которые 
актуально исследовать с целью определения методов расчета дифракционной 
картины, позволяющих рассчитать параметры рельефа для задания требуемых 
оптических свойств пространственно неоднородной анизотропной структуры.  

Оптически анизотропные полимерные материалы с микрорельефом и 
процесс приготовления образцов описаны в [1–14]. Для компьютерного 
моделирования дифракции на структурах с пространственной периодичностью 
оптических параметров вещества и рельефа поверхности было рассмотрено 
прохождение света через слоистую двулучепреломляющую структуру с 
периодическим изменением показателей преломления и поверхностным 
микрорельефом. Использован метод расчета комплексной амплитуды световой 
волны при прохождении через последовательные слои структуры и 
дифракционной эффективности для нормального падения света, описанный в 
[6] и применявшийся в [14–20]. 

Возможно рассматривать любые направления падающей волны и ее 
поляризацию, любую ориентацию решетки (при условии постоянства 
тангенциальной составляющей вектора обратной решетки), любую 
анизотропию среды.  

Описанный метод расчета дифракции на анизотропных решетках с 
периодическим микрорельефом обеспечивает высокую точность и простую 
процедуру счета. Такой метод может быть использован для управления 
направлением распространения и поляризации световых пучков света, 
проходящих через кристаллооптические среды с неоднородной поверхностью, 
для расчета однородной подсветки жидкокристаллических дисплеев при 
применении таких подложек в качестве пленок – усилителей яркости 
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(Brightness Enhancement Films), для расчета оптических характеристик ЖК 
дисплеев с неоднородным зазором, например, зенитно-бистабильных дисплеев 
(Zenithal Bistable Devices). 

В данной работе этот метод использован для теоретического моделирования 
как отраженного, так и прошедшего сквозь решетку светового потока. 

 
2. Компьютерное моделирование 

2.1. Периодические структуры и параметры луча света 
Сравнивались следующие типы:  

А) Синусоидальный, период 2,52 мкм (четыре длины волны), глубина 
рельефа от 0,1 до 3 длин волны (от 0,63 мкм до 1,89 мкм), подстилающий слой 
0,63 мкм (учитывается дополнительно к слою с рельефом). 

Б) Прямоугольный, период 2,52 мкм, ширина щели (борозды) 1,26 мкм, 
глубина рельефа от 0,1 до 3 длин волны (от 0,63 мкм до 1,89 мкм), 
подстилающий слой 0,63 мкм. 
2.2. Результаты моделирования для дифракционной интенсивности 
прошедшей TE волны (вектор E параллелен линиям рельефа) 

На рис. 1 показаны результаты моделирования (прямоугольный рельеф) 
интенсивности прошедшей TE волны I0, I1, I2, I3 для дифракционных 
максимумов 0, 1, 2, 3 порядка. При нормальном падении луча света 
интенсивности в порядках с положительными и отрицательными номерами 
равны (I1=I-1, I2=I-2, I3=I-3). Сумма интенсивностей прошедших и отраженных 
TE- и TM-волн принята за единицу, для каждого максимума показан его 
удельный вклад.  
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Рис. 1. Интенсивности дифракционных максимумов 0, 1, 2, 3 порядка (сверху вниз) для 
прошедшей TE-волны для образцов с показателями преломления no=1,5 и ne от 1,3 до 
1,7, в зависимости от глубины рельефа, выраженной в длинах волны (h/λ). Цифрами 

обозначены 
(1) no=1.5, ne=1.3; (2) no=1.5, ne=1.4; (3) no=1.5, ne=1.51; (4) no=1.5, ne=1.6; (5) no=1.5, ne=1.7. 
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Рис. 2. Зависимость интенсивности в порядках дифракции от h/λ при 

no=1,5 и ne от 1,3 до 1,7 (сверху вниз) для прошедшей TE волны. 
Цифрами обозначены 

(1) 0-й максимум; (2) 1-й максимум; (3) 2-й максимум; (4) 3-й максимум 
 
Рассмотрим сначала зависимости In(h/λ) для разных порядков дифракции. 

Прежде всего отметим, что относительные интенсивности отраженных ТЕ- и 
ТМ-волн малы по сравнению с интенсивностями прошедших ТЕ- и ТМ-волн и 
составляют не более 0,01-0,02 (см. ниже). Это сравнимо с точностью 
вычислений. Поэтому в дальнейшем в статье почти везде речь идет об 
интенсивности дифракции прошедших волн. Проанализируем зависимости для 
ТЕ-волн, так как интенсивности дифракции ТМ-волн не зависят от оптической 
анизотропии материала. 

Сравним зависимости In(h/λ) для 0-го и 1-го порядков дифракции. Их 
экстремумы антикоррелируют – максимум зависимости I1(h/λ) приблизительно 
соответствует минимуму линии I0(h/λ) при h/λ=0.85. Это почти справедливо 
для прямоугольного рельефа, однако для синусоидального рельефа при Δn=0,1 
первый минимум линии I0(h/λ) находится при h/λ=1.3, а первый максимум 
зависимости I1(h/λ) при h/λ=1.1. Однако для вторых экстремумов такая разница 
сглаживается. Первый максимум линии I0(h/λ) находится при h/λ=2.0, а первый 
минимум зависимости I1(h/λ) при h/λ=2.1. 

Во всех расчетах при h/λ~0 интенсивность I0~0.5, а I1~0. В случае 
прямоугольного рельефа интенсивность первого максимума в нулевом порядке 
составляет от 0.35 при Δn=0.2 до 0,2 при Δn=-0.2, т.е. убывает при уменьшении 
двулучепреломления. Но для синусоидального рельефа соответствующая 
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интенсивность в первом максимуме намного меньше. Она составляет около 
0.07 и практически не зависит от Δn. Что касается интенсивности первого 
максимума в первом порядке дифракции, то для прямоугольного рельефа она 
практически не изменяется при уменьшении двулучепреломления, а для 
синусоидального растет с 0.15 до 0.2 при уменьшении Δn с 0.2 до -0.2.  

По мере увеличения показателя преломления ne от 1,3 до 1,7 при 
постоянном значении no=1,5 дифракционные максимумы смещаются в сторону 
меньшей глубины рельефа (h/λ). Так, при уменьшении двулучепреломления Δn 
на 0,4 смещение первого минимума интенсивности дифракции нулевого 
порядка I0(h/λ) составляет в единицах h/λ-1,1 для прямоугольного рельефа или 
-1,4 h/λ для синусоидального рельефа. Для обоих типов микрорельефа можно 
ввести величину Δ(h/λ)/Δn ~ -2,75 (прямоугольный) или Δ(h/λ)/Δn ~ -2,2 
(синусоидальный). Смещение первого минимума интенсивности дифракции 
первого порядка I1(h/λ) меньше – Δ(h/λ)/Δn ~ -1,25 (прямоугольный) или 
Δ(h/λ)/Δn ~ -1,3 (синусоидальный). 
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синусоидального рельефа составляет 0.15 и слабо зависит от оптической 
анизотропии. 
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Для третьего порядка дифракции интенсивность первого максимума I3(h/λ) 
мала (около 0.02-0.03) в случае прямоугольного микрорельефа и в несколько 
раз выше (до 0.13) в случае синусоидального рельефа. Положение максимума 
I3(h/λ) по оси h/λ в случае прямоугольного микрорельефа промежуточное 
между соответствующими по номеру максимумами зависимостей I1(h/λ) и 
I2(h/λ). Но для синусоидального рельефа значение h/λ для первого максимума 
почти в три раза выше. 
 

4. Влияние глубины рельефа 
Как для синусоидального, так и для прямоугольного профиля 

дифракционной решетки с одинаковым периодом и диапазоном глубин 
характерны примерно одинаковые закономерности, описанные выше. При 
малой глубине решетки сходны и сами графики для обеих решеток, как 
показано выше. Однако при большой глубине решетки уже значительно 
различается расположение максимумов в единицах h/λ, при которых они 
расположены на графиках.  

Следовательно, при малой глубине решетки основное значение имеет не ее 
профиль, а период. Надо отметить, что при малой глубине профиля и при 
тонком подстилающем слое будет малая суммарная толщина материала 
двулучепреломляющей решетки и малое двулучепреломление, то есть ситуация 
скорее может рассматриваться как обычная дифракция.  

 
5. Выводы 

Получены расчетные данные о влиянии профиля периодического 
микрорельефа как с положительной, так и с отрицательной оптической 
анизотропией, на оптические дифракционные свойства. Предложен метод 
расчета дифракционной картины, позволяющий рассчитать параметры рельефа 
для задания требуемых оптических свойств пространственно неоднородной 
анизотропной структуры. Получены расчетные данные о влиянии оптической 
анизотропии периодического микрорельефа как с положительной, так и с 
отрицательной оптической анизотропией, на оптические дифракционные 
свойства. 
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Аннотация. Рассматривается в классической постановке задача о постоянном токе в 
цилиндрическом проводнике с вставкой конечной длины из сверхпроводника. 
Приводится полученное решение без учета граничного растекания тока. Показано, что в 
рамках предложенной авторами модели имеется принципиально другое решение. 
Постоянный ток, как было показано авторами в предыдущей работе, в проводнике 
любого типа вытесняется на поверхность вместе с магнитным полем, что приводит к 
появлению так называемого поверхностного тока. Этот ток можно рассматривать как 
объемный, но протекающий в некотором тонком слое конечной толщины. И, поскольку 
эта толщина не зависит от материала и природы проводника, можно считать, что он 
порядка характерной глубины проникновения магнитного поля в сверхпроводнике 
согласно теории Лондонов.  
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solution obtained without boundary current spreading. It is shown that the authors' model has 
a fundamentally different solution. The direct current, as was shown in the previous work of 
the authors, is pushed in any type of a conductor to the surface together with the magnetic 
field, which leads to the so-called surface current. This current can be regarded as a volume 
one but flowing in a thin layer of finite thickness. Because this thickness does not depend on 
the thickness of the material and the nature of the conductor, it can be assumed that it is on 
the order of the characteristic depth of penetration of the magnetic field into the 
superconductor according to London’s theory. 

Key words: superconductor, London equation, Maxwell's equations, Laplace equation, surface 
and volume currents, boundary conditions in magnetism, magnetic charges. 
 

1. Рассмотрим практически значимую задачу о постоянном токе в 
неоднородной цепи, одно из звеньев которой является сверхпроводником. 
Экспериментально подобную задачу реализовать несложно: для этого надо 
рассмотреть контакт двух материалов, один из них, у которого критическая 
температура выше экспериментальной, ведет себя как сверхпроводник, а у 
другого критическая температура, соответственно, ниже. Общепринятый 
подход к решению этой задачи выглядит следующим образом. Предположим, 
что у бесконечно длинного кругового цилиндрического провода есть участок от  

 до , который является сверхпроводником (рис. 1), а участки 
провода до  и после  выполнены из нормального материала. 
Пусть по проводнику течет постоянный электрический ток, заданной силы I. 
Требуется найти распределение тока по объему и поверхности 
цилиндрического провода. 

 

Рис. 1. Схема контакта в составной цепи–сверхпроводник и обычный проводник. 
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Видимо, впервые эта задача решалась в базовой работе Лондонов [1; 4], в 
которой исследовалась глубина проникновения магнитного поля и тока в 
сверхпроводник. В настоящей работе в рамках уравнений Максвелла вначале 
мы попытаемся показать внутреннюю непротиворечивость задачи. 
Используется также открытое Мейсснером и Оксенфельдом [2] основное 
свойство сверхпроводников – выталкивать магнитные поля на поверхность.  

Так как магнитное поле внутри сверхпроводника равно нулю, то полная 
объемная плотность тока (истинная и намагничивания) также равна нулю 
внутри сверхпроводящего цилиндрического участка. Следовательно, может 
считаться общепринятым фактом: по сверхпроводящему участку цилиндра 
может течь только поверхностный ток. 

2. Решим сначала задачу о распределении тока в нормальных участках 
цилиндрического провода. Используем следующие уравнения: 

����� � �, �� � ����,			��� � ��� ,   (1) 
где σ – электропроводность нормального металла цилиндрического провода. 
Первое очевидное граничное условие на боковой цилиндрической поверхности 
�� и ��� имеет вид: ��|��,��� � �, где ��, ��� – боковые поверхности нормального 
участка. Рассмотрим теперь второе граничное условие. Поверхности			∑� и ∑��, 
ограничивающие нормальные участки цилиндрического провода от 
центрального сверхпроводящего участка, имеют одинаковый электрический 
потенциал. Действительно, поверхность сверхпроводника является 
эквипотенциальной поверхностью, так как электрической поле в любой точке 

внутри сверхпроводника равно нулю ��� � �. Таким образом, на поверхностях 
			∑� и ∑�� имеем условие: �|∑�,∑�� � ��, где �� – некоторая постоянная. Значит, 
для потенциала внутри нормальных участков цилиндрического провода нужно 
решить уравнение Лапласа: 

�� � �      (2) 
со следующими граничными условиями: 

�|∑�,∑�� � ��    и      �������,��� � ��    (3) 

Легко убедиться непосредственной подстановкой, что решением этой задачи 
является потенциал � постоянный на любом сечении ∑ провода и линейно 
убывающий при увеличении Z. На рис. 1 показан график зависимости � �
����, отсчитываемой вдоль цилиндрического провода. Заметим, что наклон 
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прямых на рисунке, равный k (k>0), может быть каким угодно. Аналитически 
можно записать: 
� � �� � ��� � �� при � � ��  
� � �� � ��� � �� при � � ��  
Откуда: �� � ���

�� � �	�				�� � �� . 

Следовательно, ток распределен по сечению нормальной части цилиндра 
равномерно. Константу k можно определить из условия:   

� � ����� � ����									� � �
��� 

Как видим, электрический ток I равномерно распределен по сечению прямых 
участков провода. Он натекает равномерным потоком и упирается в 
поверхность			∑�. Далее в объеме сверхпроводника этот ток течь не может. 
Электрический ток превратится в поверхностный ток, который сначала будет 
растекаться по радиусам круговой поверхности 			∑�   и, в конце концов, 
протечет через окружность, ограничивающую поверхность ∑�  и лежащую на 
поверхности цилиндрического провода. Затем ток I будет течь по поверхности 
сверхпроводящего участка, а потом, пройдя через окружность, 
ограничивающую поверхность	∑��, он начнет двигаться по радиусам к центру 
поверхности 	∑��. При этом от этого поверхностного тока будет отрываться 
объемный ток, который равномерным потоком будет течь далее в нормальной 
части провода, расположенной справа от поверхности	∑��. Естественно, в 
переходных областях (вблизи ∑�  и	∑��) картина распределения токов намного 
сложнее.  

Подтвердим указанную интересную физическую картину 

непосредственными расчетами. Для этого определим индукцию ��� в 
пространстве около цилиндрического провода и внутри него. Поле вне провода 
(r>a) на всем участке одинаково и находится обычным способом: 

∮���������� � �													� � �� � �
���. 

При � � � магнитное поле внутри сверхпроводящего участка равно нулю, а 
внутри нормального участка снова определяется из теоремы Стокса: 

���� � ���� � �
��� ���									�� �

��
���� . 

Плотность поверхностных токов, у которых нас интересуют азимутальные 
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(тангенциальные) составляющие, могут быть вычислены по стандартным 
формулам граничного условия:  

      (4) 

Азимутальные составляющие найдем с помощью первого из этих уравнений. 

Для поверхностей  и :  и поэтому  

Для сверхпроводящей поверхности из этого же уравнения следует: . 

Полный поверхностный ток в сверхпроводнике равен: , как и 
должно быть по закону сохранения тока.  

3. При решении этой задачи использовался общеизвестный факт: магнитное 
поле в сверхпроводнике равно нулю. При этом мы предполагали равенство 
нулю напряженности магнитного поля. Что интересно, если в упомянутой 
выше первой работе Лондонов [1] фигурировала именно напряженность 
магнитного поля, то уже в следующей работе, изданной годом позже, 
произошел переход к записи в терминах магнитной индукции [3, формула 2А], 
причем из-за использования абсолютной системы единиц переход от одной 

формы записи к другой выглядел предельно простым: . Ясно, что при 
подобной записи магнитные свойства вещества полностью игнорируются, 
однако в дальнейшем в большинстве классических задачах об ослаблении поля 
в сверхпроводниках используется именно этот подход [4]. Ясно, что даже при 
простом переходе к другой системе единиц появляются множители, не говоря 
уже о магнитной проницаемости вещества.  

В предыдущем разделе расчеты базировались на первом из граничных 

условий (4) с учетом . Это условие естественным образом получается из 
уравнений Максвелла, достоверность которых никоим образом не вызывает 
сомнений. Более подробно этот вопрос анализируется в работе авторов [5]. 

Если же перейти к подходу , то задача физически простого решения не 
имеет.  

В связи со всем вышесказанным возникает естественный вопрос – в чем 

физический смысл и отличие векторов  и ? Почему магнитное поле в 
намагниченной среде характеризуется не одним, а сразу двумя векторами? 
Часто на эти вопросы отвечают так, как на них ответил еще В. Томсон  
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(тангенциальные) составляющие, могут быть вычислены по стандартным 
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      (4) 

Азимутальные составляющие найдем с помощью первого из этих уравнений. 
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(K.W. Thomson. Reprint of papers on electrostatics and magnetism. 1872), и 

говорят, что  – это вектор, определяющий силу, действующую на точечный 
магнитный заряд g, помещенный в полость, вырезанную в намагничивающейся 
среде в виде бесконечно тонкого диска перпендикулярно силовой линии. 

Указанная сила равна . Вектор  – это вектор, определяющий силу, 
действующую на точечный магнитный заряд g, помещенный в полость в виде 
бесконечно тонкого длинного цилиндра, вырезанного в намагничивающейся 

среде вдоль магнитной силовой линии. В этом случае сила равна  
(рис. 2)  

 

а) б)
Рис. 2. Схема экспериментального способа определения  и . 

 
Такой ответ на поставленные вопросы, разумеется, нельзя считать полным, 
хотя он и указывает, конечно, простые экспериментальные способы измерения 

векторов  и  внутри намагничивающейся среды. В нашем исследовании, в 
отличие от работы авторов [5], мы не используем понятие магнитных зарядов, 
поэтому подход через магнитный закон Кулона здесь неприемлем.  

Анализируя полученное, можно попытаться сформулировать физический 

смысл магнитных векторов  и  следующим образом. Какое из этих 
магнитных полей следует считать истинным магнитным полем намагниченного 
образца? Намагниченность образца, по гипотезе Ампера, является 
проявлением имеющихся внутримолекулярных и внутриатомных 
электрических токов, то есть, в конечном счете, связана с магнетизмом токов. 

Поэтому магнитное поле  является истинным магнитным полем, оно имеет 

реальный физический смысл, в то время как магнитное поле  внутри образца 
физического смысла не имеет. Это формальное математическое поле. Такой 
категоричный ответ, по-видимому, не верен, так как с атомно-молекулярной 
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точки зрения, кроме магнетизма внутримолекулярных и внутриатомных 
электрических токов существует магнетизм спиновых магнитных дипольных 
моментов электронов и атомных ядер. Последний, как известно, к магнетизму 
электрических токов свести, по-видимому, нельзя.  Для того, чтобы ответить на 
вопрос о том, как следует определять истинное магнитное поле внутри 
намагничивающегося материала, необходимо, по-видимому, покинуть 
феноменологический подход и заняться выяснением в каждой конкретной 
ситуации микроскопической атомно-молекулярной физической природы 

вектора намагничивания .  
4. В чисто формальной постановке задачи мы использовали, казалось бы, 

довольно простое условие – в цилиндрическом сечении сплошной твердой 
среды равномерно распределен ток с объемной плотностью, определяемой 

стандартным образом  . Однако в этой ситуации возникает вопрос об 

отсутствии поверхностного тока. Конечно, в принципе, возможно плавное 
зануление тока к периферии, но тогда не ясен механизм этого явления, в каком-
то смысле обратный эффекту Мейсснера. Интересно отметить, что 
принципиально невозможно прямым экспериментом измерить объемную 
плотность тока в толще сплошного твердого тела. 

5. В работе авторов [6] для нахождения равновесного распределения 
поверхностных и объемных стационарных токов в сплошном теле была 
применена термодинамическая гипотеза Гиббса, позволяющая решить задачу с 
помощью магнитного принципа виртуальных работ. Вариация магнитной 
энергии рассматривалась с дополнительными условиями, определяющими 
постоянство токов, два из которых, носящих дифференциальный характер, 
необходимы и достаточны для решения задачи в случае односвязного тела. 
Если же рассматриваемое тело двусвязное (тор, толстое кольцо) оказывается 
необходимым ввести еще одно условие. В работе показано, что этим условием, 
заодно обеспечивающим условие единственности решения, может быть или 
постоянство тока, протекающего через поперечное сечение тора, или задание 
постоянного потока магнитной индукции через отверстие тора. При 
постановке задачи был выбран первый вариант как более наглядный. Задача 
была решена с помощью метода множителей Лагранжа. Основным полученным 
результатом является то обстоятельство, что индукция магнитного поля и 
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объемный ток внутри сплошного твердого проводника обращаются в нуль, то 
есть магнитное поле вместе с токами выдавливается на поверхность. 
Единственное условие, как и было указано – постоянство токов. В этом случае 
предлагаемая нами модель выглядит следующим образом. Никаких переходных 
процессов физических величин на границах раздела сред ∑� и ∑��	нет. На всем 
протяжении проводников по их цилиндрическим поверхностям текут токи 
одной и той же величины, так как структура среды согласно результатам, 
полученным в [6], не влияет на поведение токов. И, самое главное, под 
поверхностным током мы понимаем ток, в каком-то смысле объемный, 
текущий в тонком приповерхностном слое конечной толщины, причем эта 
толщина соизмерима с глубиной проникновения магнитного поля в 
сверхпроводник. В этом случае большинство вопросов, возникших при 
решении поставленной задачи, снимаются. Учитывая, что толщина слоя 
проникновения для сверхпроводников просчитывается с помощью уравнений 
Лондонов [8] и измеряется экспериментально (так, для Nb � � ���� см), можно 
считать, что именно нанослой с такой толщиной и есть область, в которой 
распространяется поверхностный ток. Интересно также отметить, что 
принципиально, в отличие от объемных токов, поверхностные можно 
экспериментально померить – ведь инородные проводящие вкрапления в 
поверхность, согласно нашей теории, не должны искажать общую картину. 
Авторы понимают, что ряд положений предлагаемой работы являются 
дискуссионными и поэтому будут признательны за любые замечания по сути 
изложения. 

Мы благодарим С.О. Юрченко, который при обсуждении работы [9] указал 
на еще одно важное, на наш взгляд, обстоятельство. Если верна теория о 
поверхностном характере всех постоянных токов, то тогда находит объяснение 
общеизвестный экспериментальный факт о том, что при разогревании 
проводников постоянными токами плавление последних начинается с 
поверхности. Это обстоятельство может быть использовано в качестве 
верхнего ограничения силы постоянного тока в проводнике. 

Мы приносим благодарности В.В. Толмачеву, при обсуждении с которым 
статьи [7] и родилась идея настоящего исследования, А.М. Макарову и 
А.Н. Морозову за постоянный интерес к работе. 
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Аннотация. Фосфатные стекла (в мол.%) 40Na2O-20Al2O3-40P2O5(серия I) и 40Na2O-
15Al2O3-5Fe2O3-40P2O5 (серия II) были облучены электронами с энергией 8 МэВ и дозами, 
эквивалентными 0,5 и 1,0 МГр. Спектры ЭПР всех стекол измерены при комнатной 
температуре. Установлено, что облучение приводит к образованию фосфор-
кислородных дырочных центров PO4

2- (D5), ион-радикалов PO3
2- (D2) и РПЦ D6 с g = 2.006 

и A = 0,75 мТл, которые могут быть связаны со структурными единицами Q3 в стеклах. 
Эти РПЦ наблюдались в спектрах ЭПР стекол серии I, не содержащих Fe2O3. В 
облученных электронами стеклах серии II с 5 mol.% Fe2O3 фосфор-кислородные центры 
практически исчезают и в спектрах ЭПР наблюдаются интенсивные широкие линии, 
обусловленные ионами Fe(III). 
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Abstract. Phosphate glasses (in mol%) 40Na2O20Al2O340P2O5(series I) and 40Na2O15Al2O3 

5Fe2O3 40P2O5 (series II) were irradiated with 8 MeV electrons to doses equivalent to 0.5 
and 1.0 MGy. ESR spectra of all the glasses were recorded at room temperature. It was found 
that irradiation leads to the formation of phosphorus-oxygen hole centers PO4

2- (D5), PO3
2- ion-

radicals (D2) and centers (D6) associated with the Q3 units. ESR spectra of these radiation 
paramagnetic centers were observed in series-I glasses that do not contain Fe2O3. In electron 
irradiated series-II glasses with 5 mol% Fe2O3, phosphorus-oxygen centers almost disappear 
and ESR spectra exhibit intense broad lines caused by Fe (III) ions. 

Key words: electron paramagnetic resonance, radiation-induced paramagnetic centers, 
electron irradiation, phosphate glass, hyperfine structure. 
 

Введение 
Натрий-алюмо-фосфатные (NaAlP)-стекла представляют интерес для 

некоторых практических применений, включая захоронение ядерных отходов 
от переработки отработанного ядерного топлива. Интересна и роль добавок Fe 
в (NaAlP)-стекла, так как ионы железа могут быть в двух- и трехвалентной 
формах и оба имеют октаэдрическое кислородное окружение.  

Гамма- и электронное облучение фосфатных стекол до умеренных доз 
(<108 Гр) вызывает образование различных точечных дефектов (центров 
окраски), включая парамагнитные центры [1–5]. Увеличение дозы облучения в 
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атмосфере воздуха увеличивает глубину разрушения поверхностного слоя и 
скорость выщелачивания Na из стекла.  

Цель настоящей работы заключается в том, чтобы оценить влияние 
электронного облучения на структуру высокощелочных натрий-алюмо-железо-
фосфатных стекол. 

 
Приготовление образцов и обработка результатов 

Стекла 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 (мол.%) [серия I] и 40Na2O-15Al2O-5Fe2O3-
40P2O5 (мол.%) [серия II] были синтезированы, как описано в деталях в работе 
[6]. Все образцы были признаны однородными и аморфными. Их реальные 
химические составы были очень близки к заданным. Стекла были облучены 
электронными пучками с энергией 8 МэВ и дозами в 0,5 и 1,0 МГр на линейном 
ускорителе UELV-10-10-C70. Спектры ЭПР регистрировались при комнатной 
температуре с помощью модифицированного радиоспектрометра РЭ-1306 
трехсантиметрового диапазона. Положение резонансных линий определялось с 
помощью эталонного образца Mn:MgO. 

Параметры спин-гамильтониана ( -фактор и константа сверхтонкой 
структуры (СТС)) были определены путем сопоставления экспериментальных 
спектров с рассчитанными по программе [7].  

 
Результаты и их обсуждение 

В облученных электронами образцах серии I в спектрах ЭПР (рис. 1 и рис. 3) 
наблюдались три дублетные резонансные линии от радиационных 
парамагнитных центров (РПЦ), которые могут быть приписаны фосфор-
кислородным ион-радикалам. Для всех трех дублетов были рассчитаны 
модельные спектры D5, D6 и D2 (Обозначения выбраны в соответствии с 
классификацией, приведенной в работе [4]). Расчетные параметры спин-
гамильтониана приведены в таблице. Самый интенсивный дублет D5 
обусловлен хорошо известным ион-радикалом PO4

2-, являющимся фосфор-
кислородным дырочным центром, в котором дырка захвачена немостиковым 
атомом кислорода в структурной ячейке РО4 [4]. Расщепление сигнала ЭПР на 
две линии СТС обусловлено сверхтонким взаимодействием неспаренного 
электрона с ядром атома фосфора (I=1/2).  
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Рис. 1. а) Фрагмент экспериментального спектра ЭПР стекла 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 

(мол.%), облученного электронами дозой 1,0 МГр, в диапазоне 330340 мТл (серая 
кривая), и суперпозиция расчетных дублетов D5 и D6 (черная кривая). Метками Mn(3) 

и Mn(4) обозначены 3-я и 4-я линии СТС Mn2+ в эталонном образце Mn:MgO. 
б) Расчетные дублеты D5 и D6. 

 
Слабый дублет с  = 2.006 и небольшой константой СТС А = 0,75 мТл (Рис. 1 

и Табл. 1) приписывается РПЦ D6 [4]. Его природа и происхождение являются 
предметом обсуждения в работах [4; 8–10]. В работе [8] аналогичный центр был 
отнесен к одной из форм ион-радикала PO4

2-. 
Позднее подобный дублет наблюдался в -облученных щелочно-лантан-

фосфатных стеклах, главным образом, в области ультрафосфатных составов [9; 
10], где он был приписан структурным ячейкам Q3 (три мостиковых 
кислорода), показанным на Рис. 2. В работе [4] этот РПЦ приписывали 
радикалу PO3. 

 

Рис. 2. Тетраэдры Qn.
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Третий дублет, наблюдаемый в спектрах ЭПР стекол серии I, имеет 
константу СТС A, равную 70 мТл, и  = 1,994. Он предположительно связан с 
РПЦ, который образуется, когда электрон захватывается кислородной 
вакансией, и обозначается как D2. Этот РПЦ ассоциируется с концевыми 
ячейками PO3 и представляет собой ион-радикал PO3

2-. 
 

 
Рис. 3. Фрагмент спектра ЭПР стекла 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 (мол.%), облученного 

электронами дозой 1,0 МГр, в диапазоне 240390 мТл, где наблюдается РПЦ D2. 
(Спектр записан при большом усилении, так что его средняя часть с РПЦ D5 и D6 

зашкаливает)
 

Таблица 1 
Параметры спектра ЭПР стекол 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 (в мол.%), 

облученных электронами с энергией 8 МэВ 
 

РПЦ 1 2 3 
A1,  

мТл 
A2, 

 мТл 
A3,  

мТл 
Н1,  
мТл 

Н2, 
мТл 

Н3, 
мТл 

D5  2,0123 2,0085 2,0043 3,64 3,43 3,37 
0,98 0,88 0,54 
1,25 1,00 0,60 

D6 2,006 0,75 0,4 
D2 1,994 70 10 

240 260 280 300 320 340 360 380
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Третий дублет, наблюдаемый в спектрах ЭПР стекол серии I, имеет 
константу СТС A, равную 70 мТл, и  = 1,994. Он предположительно связан с 
РПЦ, который образуется, когда электрон захватывается кислородной 
вакансией, и обозначается как D2. Этот РПЦ ассоциируется с концевыми 
ячейками PO3 и представляет собой ион-радикал PO3

2-. 
 

 
Рис. 3. Фрагмент спектра ЭПР стекла 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 (мол.%), облученного 

электронами дозой 1,0 МГр, в диапазоне 240390 мТл, где наблюдается РПЦ D2. 
(Спектр записан при большом усилении, так что его средняя часть с РПЦ D5 и D6 

зашкаливает)
 

Таблица 1 
Параметры спектра ЭПР стекол 40Na2O-20Al2O3-40P2O5 (в мол.%), 

облученных электронами с энергией 8 МэВ 
 

РПЦ 1 2 3 
A1,  

мТл 
A2, 

 мТл 
A3,  

мТл 
Н1,  
мТл 

Н2, 
мТл 

Н3, 
мТл 

D5  2,0123 2,0085 2,0043 3,64 3,43 3,37 
0,98 0,88 0,54 
1,25 1,00 0,60 

D6 2,006 0,75 0,4 
D2 1,994 70 10 

240 260 280 300 320 340 360 380
Магнитное поле, мТл

g2,28

D2

 

 

РПЦ D5 и D2 обычно образуются в - и -облученных фосфатных стеклах, 
при этом центр D2 оказался значительно более стабильным по сравнению с 
другими. Считается, что центры D2 ответственны за накопление зарядов при 
электронном облучении [11].  

Спектры ЭПР стекол состава 40 Na2O-15 Al2O3-5 Fe2O3-40 P2O5 (мол.%),   

облученного электронами дозой 0,5 и 1,0 МГр, показаны на Рис.4.  
На этих спектрах можно выделить три резонансные линии с -факторами: 
 2,0,   2,28 и   4,28. Форма спектров несколько изменяется в зависимости 

от доз облучения в 0,5 МГр и 1,0 МГр. Спектральные линии с   2,0 и   2,3 
обычно приписывают двум магнитно-неэквивалентным положениям 
октаэдрически координированного иона Fe3+, а линию с   4,3 – 
тетраэдрическому окружению иона Fe3+ [8].  

 
Рис. 4. Спектр ЭПР стекол 40 Na2O–15 Al2O3–5 Fe2O3–40 P2O5 (мол.%), облученных 

электронами дозой 0,5 и 1,0 МГр. 
 

В этих спектрах практически не видны резонансные линии от радиационных 
парамагнитных центров на фоне спектральных линий, обусловленных ионами 
железа Fe3+. 

РПЦ D6 довольно редко встречаются в фосфатных стеклах. Так как эти 
центры наблюдались главным образом в облученных ультрафосфатных 
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0,5МГр
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стеклах, они были приписаны структурным единицам Q3 [10]. Стекла, 
исследованные в настоящей работе, имеют составы, промежуточные между 
орто-фосфатными и пирофосфатными, и их структурная сеть состоит из 
структурных единиц Q1 и Q0, связанных полиэдрами AlOn и FeOn. Для этих 
стекол формальное молярное отношение концентрации 
стекломодифицирующих оксидов к концентрации P2O5 рассчитывается как R = 
([Na2O] + 2[MO] + 3 [N2O3]) / [P2O5] = 2,5 (M и N – это FeO и Al2O3 + Fe2O3, 
соответственно), но это справедливо только для не содержащего железа 
натрий–алюмо–фосфатного стекла (x = 0). 

Мёссбауэровские исследования показывают, что относительная доля Fe(II) 
во всех Fe-содержащих стеклах уменьшается с ростом содержания окислов 
железа в стекле [4]. Это приводит к уменьшению R. При этом структурные 
ячейки Q3 все еще присутствуют в стекле, особенно если в его составе 
содержатся многовалентные элементы. Таким образом, центры D6 фактически 
могут образовываться на ячейках Q3, но их концентрация низка из-за 
незначительности фракции Q3 в структуре стекла. 

 
Заключение 

Облучение фосфатных стекол составов 40 Na2O, (20-x) Al2O3, x Fe2O3, 40 P2O5 
(мол.%) электронами с энергией 8 МэВ и дозами до 1 МГр приводит к 
образованию трех типов радиационных парамагнитных центров: ион-
радикалов PO4

2– (фосфор-кислородный дырочный центр D5); PO3
2– (электрон, 

захваченный концевой кислородной вакансией, D2) и РПЦ D6 с  = 2.006 и A = 
0,75 мТл, которые могут быть связаны со структурными единицами Q3 в 
стеклах.  
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Abstract. We report a complex study of cloud technologies in the educational process. The 
investigation is carried out by the example of Microsoft Office 365. The study was performed 
using components of the cloud-based technology in education, and the obtained results made 
it possible to determine the frequency of their use in the educational process. On the basis of 
these data, we drew conclusions on the need to explore the least popular components by all 
the participants in the educational process. 

Key words: cloud technology, education, principles of education, Microsoft Office 365, e-mail, 
One Drive. 
 

Информационные технологии сегодня являются неотъемлемой частью 
нашей жизни. Без них немыслима ни одна из сфер общества, и образование – 
не исключение. Значительную роль среди различных информационных 
технологий, используемых в образовании, играют облачные технологии. 

Под облачными технологиями понимают технологию обработки данных, в 
которой компьютерные ресурсы и мощности предоставляются пользователю 
как Интернет-сервис [1]. 

Под образованием понимается целенаправленный процесс воспитания и 
обучения в интересах человека, общества, государства, сопровождающийся 
констатацией достижения гражданином (обучающимся) установленных 
государством образовательных уровней (образовательных цензов) [2]. 

Итак, рассмотрим использование облачных технологий в образовании на 
примере Microsoft Office 365. 

Microsoft Office 365 – это программный продукт, объединяющий набор веб-
сервисов, который распространяется на основе подписки по схеме 
«программное обеспечение + услуги». Для работы с Office 365 не нужно 
дополнительного обучения, поэтому его легко и удобно применять. Microsoft 
Office 365 состоит из множества компонентов, многие из которых 
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специализированы для применения в образовании, каждый из которых 
способствует реализации дидактических принципов обучения. 

Принципы обучения или дидактические принципы (принципы 
дидактики) – это основные положения, определяющие содержание, 
организационные формы и методы учебного процесса в соответствии с его 
общими целями и закономерностями [3; 4]. 

К дидактическим принципам относятся: принцип научности обучения, 
принцип связи обучения с жизнью, с практикой государственного 
строительства, принцип систематичности и последовательности в обучении, 
принцип доступности, принцип сознательности и активности учащихся в 
обучении при руководящей роли преподавателя, принцип наглядности 
обучения, принцип прочности, осознанности и действенности результатов 
образования, воспитания и развития [5]. 

Microsoft Office 365 включает в себя следующие компоненты: электронная 
почта (E-mail), OneDrive, Video, Sway, Word Online, Excel Online, Power Point 
Online. 

Рассмотрим компоненты Microsoft Office 365 и выясним их возможности в 
реализации дидактических принципов при помощи таблицы (таблица 1), где на 
пересечении компонентов и принципов указано в баллах от 1 до 3, насколько 
тот или иной компонент способствует реализации каждого из принципов 
обучения: 

 1 – слабо реализуется (компонент практически не используется или 
используется очень редко); 

 2 – реализуется, но не всегда (компонент используется время от 
времени); 

 3 – реализуется (компонент используется достаточно часто). 
Проведем анализ применимости компонентов Microsoft Office 365 в 

процессе обучения. Участникам опроса был задан вопрос, как часто в своей 
деятельности вы используете компоненты Microsoft Office 365. На основании 
результатов была составлена таблица (Таблица 1). 

Изучая результаты таблицы (Таблица 1), можно выяснить степень 
реализации дидактических принципов при использовании каждого из 
компонентов Microsoft Office 365.  
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Таблица 1. 
Использование компонентов Microsoft Office 365 в образовании 

Компоненты
 
 
Принципы 

E-mail 
One 

Drive 
Video Sway 

Word 
Online 

Excel 
Online 

Power 
Point 

Online 

Принцип научности 
обучения 

3 2 1 2 2 2 2 

Принцип связи 
обучения с жизнью, с 
практикой 

3 1 2 1 2 3 2 

Принцип 
систематичности и 
последовательности в 
обучении 

1 1 1 3 1 2 2 

Принцип доступности 3 3 3 1 3 1 1 
Принцип наглядности 
обучения 

1 2 1 3 3 3 3 

Принцип 
сознательности и 
активности учащихся в 
обучении 

2 1 1 2 1 1 1 

Принцип прочности, 
осознанности и 
действенности 
результатов 
образования, 
воспитания и развития 

1 1 1 1 1 1 1 

 
Исходя из результатов таблицы (Таблица 1), можно утверждать, что 

электронная почта является одним из основных компонентов, который чаще 
всего используется. Обобщая понятие электронной почты, введем в 
рассмотрение понятие облачной почты. Облачная почта позволяет отправлять 
вложения размером до 150 МБ. Кроме того, 50 ГБ свободного места в 
хранилище для каждого пользователя позволяют сохранять нужные сообщения 
и файлы. Электронная почта предоставляет возможность общаться, 
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обмениваться информацией всем участниками образовательного процесса. 
Данный компонент способствует реализации ряда дидактических принципов. 
Принцип доступности реализуется при обмене информацией на расстоянии, 
даже из различных точек мира, достаточно иметь только доступ к сети 
Интернет, а также мало мобильные учащиеся имеют возможность обучаться. 
Принцип научности может быть реализован при использовании данного 
компонента, так как электронная почта предоставляет возможность 
обмениваться научной литературой. Принцип связи обучения с жизнью, с 
практикой государственного строительства реализуется благодаря развитию 
умения пользоваться электронной почтой, а также применения данного 
умения на сайте государственных услуг. Принцип сознательности и активности 
учащихся в обучении при руководящей роли преподавателя может быть 
реализован за счет активного общения преподавателя и учащегося при помощи 
электронной почты. 

OneDrive – компонент, позволяющий хранить нужную информацию на 
диске. Среди данной информации могут быть как документы, так и различные 
средства обучения. Преимущество облачного хранилища заключается в 
следующем: вы можете хранить до 1 ТБ данных, доступ к которым можно 
получить в любое удобное время. Данный компонент способствует реализации 
ряда дидактических принципов. OneDrive предоставляет возможность не 
только хранить учебные и методические пособия, но и иметь доступ к ним в 
любое время. В данном случае реализуется принцип доступности. Данный 
компонент способствует реализации принципа научности, при помощи него 
учащиеся и преподаватели имеют возможность хранить научную литературу. 
OneDrive позволяет просматривать и демонстрировать сохраненные файлы на 
экране. Тем самым реализуется принцип наглядности. 

Video – компонент, позволяющий просматривать видео других 
пользователей и загружать свои видео-файлы. Эти видеофайлы могут 
представлять собой различные учебные материалы. Данный компонент 
способствует реализации принципа доступности: позволяет просматривать 
видео в удобное время и в удобном месте, например, любой преподаватель 
может создать свой канал с видео-лекциями для тех учащихся, кто не может 
или не смог присутствовать на лекции по какой-либо причине. При 
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использовании Video реализуется принцип научности: предоставляется 
возможность просмотра видео-конференций и видео-лекций. 

Sway – компонент, позволяющий легко и быстро создавать безупречные 
интерактивные отчеты, презентации, личные рассказы и многое другое, а также 
делиться ими. Sway может быть использован для иллюстрации какой-либо 
учебной информации, например, с помощью данного компонента 
преподаватели могут создавать интерактивные онлайн-занятия прямо с 
телефона, планшета или из браузера, а учащиеся – привлекательные доклады, 
оформлять задания, проекты, учебные материалы и портфолио. Данный 
компонент способствует реализации принципа научности: предоставляет 
возможность демонстрировать научные знания, а также принципа наглядности 
обучения: обычная лекция может быть заменена на рассказ, 
иллюстрированный изображениями по данной теме. При помощи Sway 
учащиеся учатся демонстрировать знания, полученные самостоятельно, тем 
самым реализуется принцип сознательности и активности учащихся в 
обучении при руководящей роли преподавателя, а также грамотно работать с 
информацией и на ее основании строить рассказ, при этом реализуется 
принцип связи обучения с жизнью, с практикой государственного 
строительства. Принцип систематичности и последовательности тоже 
реализуется при использовании данного компонента: развитие умения 
выделять основного учебного материала. 

Word Online – компонент, позволяющий легко и быстро создавать, 
редактировать документы и предоставлять к ним доступ. Просматривать 
документы в Word и работать с ними способны большинство пользователей: 
это самым популярный текстовый редактор в мире. Особенность Word Online 
заключается в возможности не только просматривать, но и редактировать 
документ онлайн и отправлять его уже с внесенными изменениями. Данный 
компонент способствует реализации принципа доступности, так как при его 
помощи может осуществляться проверка контрольных и самостоятельных 
работ без фактического присутствия учащегося. Word Online позволяет 
реализовать принцип научности: создание и редактирование курсовых работ, 
рефератов и докладов в режиме онлайн. Данный компонент способствует 
реализации принципа связи обучения с жизнью, с практикой государственного 
строительства: умение работать с данным компонентом является необходимым 
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сегодня, а также развитие умения формулировать свои мысли в ходе создания 
курсовых работ, рефератов. Word Online позволяет реализовать принцип 
наглядности, так как предоставляет возможность демонстрировать различные 
работы на экране. 

Excel Online – компонент, позволяющий работать с таблицами онлайн: 
создавать и редактировать. Excel Online незаменим для структурирования и 
упорядочивания учебного материала в таблицы. Данный компонент 
способствует реализации принципа научности: возможность систематизации 
научных знаний. Excel Online позволяет демонстрировать учебный материал 
при помощи таблиц. Тем самым реализуется принцип наглядности обучения. 
Принцип связи обучения с жизнью, с практикой государственного 
строительства также реализуется при использовании данного компонента и 
приобретения навыка работать с программой. При помощи Excel Online 
реализуется принцип систематичности и последовательности: учебный 
материал можно структурировать и систематизировать при помощи таблиц, 
что позволяет лучше усваивать учебный материал. 

PowerPoint Online – компонент, позволяющий создавать и редактировать 
презентации онлайн. PowerPoint Online дает возможность иллюстрирования 
учебного материала в виде презентации. Данный компонент способствует 
реализации принципа наглядности: учебный материал может быть представлен 
в виде презентации, что позволяет широкое использование зрительной 
(картинки), слуховой (аудиозапись) и зрительно-слуховой (таблицы, схемы) 
памяти. При помощи PowerPoint Online реализуется принцип научности: 
возможность передачи научных знаний при помощи презентаций; а также 
принцип связи обучения с жизнью, с практикой государственного 
строительства: развитие умения создавать презентации. Данный компонент 
способствует реализации принципа систематичности и последовательности: 
последовательное изложение материала при помощи презентаций. 

На основании всего выше сказанного можно сделать вывод: основной 
компонент Microsoft Office 365 – электронная почта. Другие компоненты 
используются гораздо реже, и чаще всего из-за того, что многие пользователи 
не знают об их существовании. Поэтому необходимо знакомить всех 
участников образовательного процесса с данными компонентами. Ведь 
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благодаря использованию Microsoft Office 365 можно сделать образовательный 
процесс продуктивнее и интересней для всех его участников. 
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