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Î ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ ÀÔÔÈÍÍÎÉ 
ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÓËÅÂÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Матвеев О. А., Птицына И. В., Фролов О. В. 
Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская 

Федерация

Аннотация. Обсуждаются геометрические свойства многообразий аффинной связности 
нулевой кривизны, имеющих общие геодезические линии с сохранением аффинного (ка-
нонического) параметра с локально симметрическими пространствами. Этот класс про-
странств характеризуется тождествами, которым удовлетворяет тензорное поле кручения 
и его ковариантные производные. Для этого класса аффинно связных многообразий ис-
следуются геодезические лупы с гомотетиями.

Ключевые слова: многообразия аффинной связности нулевой кривизны, симметриче-
ские пространства аффинной связности, геодезическая лупа, параллельные переносы, 
гомотетия

ON PROJECTIVE SYMMETRIC ZERO CURVATURE MANIFOLDS WITH 
AFFINE CONNECTION

O. Matveyev, I. Pticina, O. Frolov 
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow region, Russian Federation

Abstract. The paper deals with the geometric properties of the zero curvature manifolds with 
affine connection having common geodesic lines with preservation of the affine (canonical) 
parameter with locally symmetric spaces of affine connectivity. This class of spaces is 

© CC BY Матвеев О. А., Птицына И. В., Фролов О. В., 2019.
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characterized by identities satisfied by the torsion tensor field and its covariant derivatives. 
Geodesic loops with homotheties of this class of affine connected manifolds are investigated.

Keywords: manifolds with affine connection of zero curvature, symmetric spaces with affine 
connection, a geodesic loop, parallel translations, homothety

Свойства параллельных переносов и гомотетий рассматривались в различ-
ных классах пространств аффинной связности, см. например [1–7]. В настоящей 
работе исследуются пространства постоянной кривизны. Поскольку этот класс 
пространств очень широк, мы накладываем дополнительное условие, требуем, 
чтобы пространство имело общие геодезические линии с сохранением аффин-
ного (канонического) параметра с локально симметрическим пространством 
аффинной связности.

Определение 1. Аффинно связное многообразие (M, ∇) называется локаль-
но просимметрическим (проективно симметрическим первого типа), если оно 
имеет общие геодезические линии с сохранением аффинного (канонического) 
параметра с локально симметрическим пространством аффинной связности 
( , ).M ∇

Предложение 1. Пусть (M, ∇) – аффинно связное многообразие, T и R – его 
поля кручения и кривизны. Тогда следующие утверждения (а)–(с) эквивалентны:

(а) (M, ∇) является просимметрическим;

(b) аффинно связное многообразие ( , ),M ∇  где 
1 ( , ),
2

X XY Y T X Y∇ = ∇ −
 

является локально симметрическим;
(c) в (M, ∇) выполняется следующее тождество:

 

1 1( )( , , ) ( ( , ), ) ( , ( , ))
2 2

1 1( , ) ( , ) ( , ( , ) ) 0,
2 2

X R Y Z W R T X Y Z W R Y T X Z W

R Y Z T X W T X R Y Z W

∇ + + +

+ − =  (1)

где

 

1 1 1( , ) ( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( , ( , ))
2 2 4

1 1                                         ( , ( , ) ( , ( , )),
4 2

X YR X Y Z R X Y Z T Y Z T X Z T X T Y Z

T Y T X Z T Z T X Y

= − ∇ + ∇ + −

− +  (2)

X, Y, Z, W – дифференцируемые векторные поля на M.
Предложение 2. Аффинно связное многообразие (M, ∇) просимметрично и 

имеет нулевую кривизну тогда и только тогда, когда выполняется следующее со-
отношение:
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( , )

4( )( , ) 2( )( , ( , )) 2( )( , ( , ))
2( )( ( , ), ) 2( )( ( , ), ) 2 ( ,( )( , )
2 ( ,( )( , ) 2( )( , ) 2 ( ,( )( , ))

( ( , ), ( , )) ( , ( ( , ), )) ( ( , ), ( , )

W Z W W

Z Z W

W T W Z Z

T X Y T X T Y Z T Y T X Z
T T W X Y T T W X Y T X T Y Z

T Y T X Z T X Y T W T X Y
T T W X T Y Z T Y T T W X Z T T W Y T X Z

∇ ∇ − ∇ + ∇ +
+ ∇ − ∇ − ∇ +
+ ∇ + ∇ − ∇ −
− + − )

( , ( ( , ), ) ( , ( , ( , ))) ( , ( , ( , )))
               ( , ( , ( , ))) ( , ( , ( , ))) 0.

T X T T W Y Z T X T Y T W Z T Y T X T W Z
T W T X T Y Z T W T Y T X Z

−
− − + +

+ − =  (3)

Доказательство. Пусть 1 ( , ),
2

X XY Y T X Y∇ = ∇ −  тогда тензор кривизны R  в
  

( , )M ∇  выражается следующим образом:

 

(2)4 ( , ) 2( )( , ) 2( )( , )
( , ( , )) ( , ( , )) 2 ( , ( , ))
2( )( , ) ( , ( , )) ( , ( , ))

X Y

Z

R X Z Z T Y Z T X Z
T X T Y Z T Y T X Z T Z T X Y

T X Y T X T Y Z T Y T X Z

= − ∇ + ∇ +
+ − + =

= ∇ − +  (4)

Теперь, используя (4) и (1), получим (3). ▲
Предложение 3. Пусть (M, ∇) – аффинно связное многообразие Муфанг, т. е.

 0,   3( )( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )).ZR T X Y T Z T X Y T X T Y Z T Y T Z X= ∇ = + +

Тогда (M, ∇) является просимметрическим с нулевой кривизной.

Доказательство. Если положить 1 ( , ),
2

X XY Y T X Y∇ = ∇ −  то

 

12 ( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) 2 ( , ( , )),

6( )( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )).Z

R X Z Z T X T Y Z T Y T Z X T Z T X Y
T X Y T X T Y Z T Y T Z X T Y T Z X

= − − +

∇ = − − −

Ковариантно дифференцируя обе части первого из этих равенств, и, 
применяя второе равенство, убеждаемся, что 0.R∇ =  ▲

Предложение 4. Пусть ( , )M ∇  – локально симметрическое многообразие, и  
T – тензорное поле, такое, что

 ( , ) ( , ),T X Y T Y X= −  (5)

 
1 1( , ) ( )( , ) ( , ( , )).
2 4

ZR X Y Z T X Y T Z T X Y= ∇ +  (6)

Тогда ( , ),M ∇  где 1 ( , ),
2

XXY Y T X Y∇ = ∇ +  является просимметрическим с 

нулевой кривизной. 
Предложение 5. Любое аналитическое просимметрическое многообразие 

(M, ∇) нулевой кривизны локально определено в достаточно малой окрестности 
точки e ∈ M его касательной алгеброй ( ), , , , .e eM T M  ⎡ ⎤= ∗⎣ ⎦  Касательная
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алгебра Me является тернарной системой Ли с тройной операцией [ , , ], связан-
ной с бинарной операцией * следующим тождеством:

 [ ] [ ] [ ] [ ], , , , , , , , 0,X Z W Y Y W Z Y Z X Y W W Y Z X∗ + ∗ + ∗ + ∗ =  (7)

 ,  ,  ,  ( ).eX Y Z W T M∈

Доказательство. Здесь мы изложим только основную идею. Хорошо известно, 
что симметрическое пространство (M, ∇) локально определяется его касатель-
ной тернарной системой Ли. С другой стороны, дифференциальные продолже-
ния уравнения (6) заключаются в следующем тождестве:

 ( , ( , ) ) ( , ( , ) ) ( , ( , ) ) ( , ( , ) ) 0.T X R Z W Y T Y R W Z X T Z R X Y W T W R Y X Z+ + + =  (8) 

Если положить ( , ),   , ( ),eX Y T X Y X Y T M∗ = − ∈  то мы получим тождество (7). 

Определение 2. Аффинно связное многообразие (M, ∇) называется проабеле-
вым (проективно плоским первого типа), если оно имеет общие геодезические 
линии с локально плоским пространством ( , ),M ∇  с сохранением аффинного 
(канонического) параметра.

Предложение 6. Проабелево многообразие является просимметрическим 
(обратное неверно).

Предложение 7. Пусть (M, ∇) – аффинно связное многообразие, T и R – его 
поля кручения и кривизны. 

Тогда эквивалентны следующие утверждения (а)–(с):
(а) (M, ∇) является проабелевым;

(b) аффинно связное многообразие ( , ),M ∇  где 1 ( , ),
2

X XY Y T X Y∇ = ∇ −
 

является локально плоским многообразием;
(c) в (M, ∇) выполняется следующее тождество:

 

1 1 1( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( , ( , ))
2 2 4

1 1                            ( , ( , )) ( , ( , )).
4 2

X YR X Y Z T Y Z T X Z T X T Y Z

T Y T X Z T Z T X Y

= ∇ − ∇ − +

+ −  (9)

Следствие 1. Аффинно связное многообразие (M, ∇) является проабелевым с 
нулевой кривизной тогда и только тогда, когда выполняется тождество:

 

1( )( , ) ( )( , ) ( , ( , ))
2

1      ( , ( , )) ( , ( , )) 0.
2

X YT Y Z T X Z T X T Y Z

T Y T X Z T Z T X Y

∇ − ∇ − +

+ − =  (10)

Замечание. Используя тождества Бианки, убеждаемся, что тождество (10) эк-
вивалентно следующему: 

 2( )( , ) ( , ( , )) ( , ( , )).ZY X Y T X T Y Z T Y T Z X∇ = +  (11)
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Предложение 8. Пусть ( , )M ∇  – локально плоское многообразие (т. е. 
0,  0).T R= =  Пусть T – тензорное поле на M, такое, что T(X, Y) = –T(Y, X), и

 2( )( , ) ( ( , ), ).ZT X Y T T X Y Z∇ =  (12)

Тогда (M, ∇), где 1 ( , ),
2

X XY Y T X Y∇ = ∇ −  является проабелевым нулевой 

кривизны. 
Следующая схема иллюстрирует взаимное расположение подклассов просим-

метрических пространств (см. рис. 1).

Рис. 1. Расположение подклассов просимметрических пространств.

Определение 3. Геодезическая лупа с гомотетиями { }, , ,e
e e t

M S t e
∈

=



 

называется симметрической, если локально выполняются следующие тождества 
(когда одновременно правые и левые части имеют смысл):

 ( )e e e
e e e
t x u x t u xS S S +=  (13)

  e ex y
e e e e

x y xS S xS S S S=    (14)

 
( ) ( ) ( )11 1

e

e e
x xe eS S −− = −   (15)

 ( ) ( )    , , ,e e
e el x y t t l x y=   (16)

где ( ) ( ) 1
, .ex

e e e e
x yS yl x y S S S

−
=  

Замечание. Тождество (14) в теории квазигрупп и луп называется левым тож-
деством Бола.( см.,например, [2; 8]).

Предложение 9. Пространство аффинной связности является симметриче-
ским, если и только если все его локальные геодезические лупы с гомотетиями 
симметрические.

Определение 4. Геодезическая лупа с гомотетиями { }, , ,e
e e t

M L t e
∈

=


  

называется просимметрической, если , , ,e
e eM S t e=  – симметрическая, где
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( ) ( ) ( ) ( )
1

1  1 1   2 2 2

.1 1 1 1
e

e e

e e e
x x e e ex x

S L L

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = − −
⎜ ⎟⎝ ⎠

     (17)

Предложение 10. Дифференцируемая просимметрическая локальная геоде-
зическая лупа с гомотетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  является просимметриче-

ской, если и только если выполняются следующие тождества:

 ( ) ( ) 1 1 ,y wx xt z t z− = −  (18)

где ( )1 xw y= −

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 , x a b y z− − = − −  (19)

где , .x ya t y b t x= =

Замечание. Тождество (19) эквивалентно следующему соотнощению:

 
( )( ) ( ) ( ) ( )11  1 1 1

xxt y t y y x+− − = − −   (20)

Очевидно, что просимметрическая геодезическая лупа с гомотетиями являет-
ся симметрической, обратное неверно.

Предложение 11. Дифференцируемая просимметрическая локальная геоде-
зическая лупа с гомотетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  является просимметри-

ческой, если и только если она может быть включена в качестве геодезической 
лупы в просимметрическое аффинно связное многообразие.

Предложение 12. Дифференцируемая просимметрическая локальная геоде-
зическая лупа с гомотетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  может быть включена в 

качестве геодезической лупы в просимметрическое аффинно связное многооб-
разие  (M, ∇) нулевой кривизны, если и только если удовлетворяется тождество 
правой моноальтернативности:

 
( ) ( )1  ,ex

e e e
e x e eL y eL t y L t y l x y t y t y= + ⇔ =  (21)

Замечание. Тождества (21) имеют следующие следствия:

 
( ) ( ) ( ) ( )( )− − −− = =

1 1 11 .     \ \ .e e
x ye L y L x x y y x  (22)

Действительно, ( ) ( )1 1 1 .ex
e e e

x xL z eL z L z L e x− = − = =  Если мы положим 

( )−= 1 ,e
xz L y  то = ,e

xL z y  и мы приходим к соотношениям (22).

Предложение 13. Дифференцируемая правомоноальтернативная локальная 
геодезическая лупа с гомотетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  является просимме-

трической, если и только если удовлетворяются тождества:
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) )⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡= − −⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦      

\ 1 [ 1  \  (  \  ] .e e e e e e e e e e ee e e ee
x x a t z x x a t x a x x a z x  (23)

 

( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

 \

1 1  \  1 ) . 

e e e e e ee e

e e e e ee e e ee

x a x z x t a x a

x t a x t a z x t a

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦⎣ ⎦

    

  
 (24)

Определение 5. Дифференцируемая правомоноальтернативная локальная 
лупа с гомотетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  называется проабелевой, если

  

{ }, , ,e
e e t

M S t e
∈

=


  (см. (17)) является векторным пространством над 

полем действительных чисел.
Предложение 14. Дифференцируемая локальная геодезическая лупа с гомо-

тетиями { }, , ,e
e e t

M L t e
∈

=


  является проабелевой, если и только если вы-

полняются тождества:

 xx y t y xt u u t=   (25)

 

1 1 ;x z z x
y y

v v v v
v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     (26)

 ≠, ,   ,  0, , ,   .  t u v v x y z M

Предложение 15. Дифференцируемая локальная геодезическая лупа с гомо-
тетиями { }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  является проабелевой, если и только если вы-

полняются тождества:

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

1

e e e e
x e x z e z

e

e e e e
z e z x e x

e

L v L L v L
v

L v L L v L
v

− −

− −

⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

     

       (27)

 ( ) ( ), , ;e e
e em z t u u m z t=   (28)

 ( ) ( ), , ,e e e
el x y u u l x y=   (29)

где ( ) ( ) 1
, .

e
e e e

e zt zm z t L t L
−

=  

Предложение 15. Дифференцируемая локальная лупа с гомотетиями 
{ }, , ,e

e e t
M L t e

∈
=


  может быть включена в качестве геодезической лупы 

с гомотетиями в проективно плоское первого типа (проабелево) пространство 
аффинной связности нулевой кривизны, если и только если выполняются тож-
дества (21), (27)–(29).

Статья поступила в редакцию 16.04.2019 г.
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ÊÓËÎÍÎÂÑÊÈÅ ÏÎÏÐÀÂÊÈ Ê ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÈÎÍÈÇÀÖÈÈ ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ 
ÀÒÎÌÀ ÑÓÏÅÐÏÎÇÈÖÈÅÉ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ È ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ 
ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÅÉ

Эминов П. А.1, Соколов В. В.2
1 Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

101000, г. Москва, ул. Мясницкая, д. 20, Российская Федерация
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Аннотация. Исследован процесс нелинейной ионизации двумерной наноструктуры с даль-
нодействующим кулоновским потенциалом суперпозицией постоянного и переменного 
электрических полей. В адиабатическом приближении вычислена вероятность ионизации 
двумерного атома с учётом кулоновской поправки. Изучена зависимость вклада куло-
новского поля в скорость ионизации от отношения напряжённостей постоянного и пере-
менного электрических полей в процессе многофотонной ионизации атома. Получено 
аналитическое выражение для вероятности ионизации двумерного атома постоянным 
электрическим полем с учётом кулоновской поправки. 
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Abstract. The process of nonlinear ionization of a two-dimensional nanostructure with a 
long-range Coulomb potential by a superposition of constant and alternating electric fields is 
investigated. In the adiabatic approximation, the ionization probability of a two-dimensional atom 
is calculated taking the Coulomb correction into account. The dependence of the contribution of 
the Coulomb field to the ionization rate on the ratio of the strengths of constant and alternating 
electric fields in the process of multiphoton ionization of an atom is investigated. An analytical 
expression is obtained for the ionization probability of a two-dimensional atom by a constant 
electric field, taking the Coulomb correction into account.

Keywords: ionization, imaginary time method, two-dimensional atom

Введение
За последние два десятилетия в изучении электронных свойств наноструктур 

в интенсивных внешних полях наблюдается существенный прогресс. Интерес к 
таким исследованиям обусловлен потребностями физики и техники низкораз-
мерных систем, созданием мощных источников когерентного излучения, а также 
развитием на основе теории Келдыша аналитических [1–7] и численных [8–10] 
методов изучения процесса нелинейной ионизации атомов интенсивным внеш-
ним полем с учётом дальнодействующего характера кулоновского поля ядра [6]. 
К одной из важных задач, рассмотренных в этой области, можно отнести ис-
следование процесса нелинейной ионизации внешними электромагнитными 
полями одномерных [11] и двумерных [12–14] структур с короткодействующим 
удерживающим потенциалом. 

В двумерных наноструктурах реализуются также состояния c дальнодейству-
ющим кулоновским потенциалом [15–17]. Примером такой системы является 
электрон в узкой квантовой яме, локализованный на доноре, который в общем 
случае располагается в барьере. В предельном случае, когда донор располагается 
в центре ямы, потенциал взаимодействия электрона с донором имеет вид дву-
мерного кулоновского потенциала. Другим примером физической системы, мо-
делируемой двумерным атомом водорода, является структура с двумя узкими 
квантовыми ямами, в которой возбуждается пространственно-непрямой экс-
итон, образованный электроном в одной яме и дыркой в другой. Физические 
свойства таких структур с двумерным кулоновским взаимодействием подробно 
рассматриваются в работе [15].  

В настоящей работе проводится исследование процесса ионизации двумерного 
водородоподобного атома суперпозицией постоянного и переменного электриче-
ских полей с учётом дальнодействующего кулоновского взаимодействия выры-
ваемого электрона с атомным ядром. Влияние кулоновского взаимодействия на 
ионизацию двумерного атома описывается на основе квазиклассической теории 
возмущений для действия и метода мнимого времени [3–6]. Для укороченного дей-
ствия за нулевое приближение принимаются траектория и действие для электрона 
в двумерной квантовой точке с короткодействующим удерживающим потенциа-
лом в рассматриваемой конфигурации внешнего ионизирующего поля [12–14]. 

В работе используется атомная система единиц, где e = m = ħ = 1 [6].
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Скорость ионизация двумерного атома водорода 
интенсивным внешним полем с учётом кулоновской поправки

Векторный потенциал результирующего электрического поля выберем в виде:

 
( ) 2

1
sin ,0,0F tA t F tω⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠ω

 (1)

Здесь F1 – напряжённость постоянного электрического поля, F2 – амплитуда 
напряжённости переменного электрического поля с частотой ω. Экстремальная 
подбарьерная траектория, описывающая движение электрона в мнимом време-
ни, описывается формулой:

 
22 2

0 1 0 02
1( ) ( ) [ ( ) ( )], .
2

Fx F ch ch itτ = τ − τ + ωτ − ωτ τ = −
ω

 (2)

Координата начальной точки подбарьерного движения и начальная скорость 
электрона в момент выхода из-под барьера равны нулю, а комплексный началь-
ный момент времени t0 для подбарьерного движения определяется из уравнения:

 

2
2 0 2

1 0 0
sin( ) 2 0,x y

F tp F t p Eω⎛ ⎞+ + + − =⎜ ⎟⎝ ⎠ω
 (3)

где 
2

0 2
E κ= −  – энергия электрона в начальном состоянии. В дальнейшем пред-

полагается выполнение условий:

 

2
1 2

3 1, ,
2

F F+ κω <<
κ



которые необходимы для возможности квазиклассического рассмотрения за-
дачи. Для экстремальной траектории px = py = 0 и из формулы (3) следует, что 
величина u0 = ϕτ0 находится из уравнения:

 
1

0 0
2

,Fshu u
F

+ = γ  (4)

где введён параметр Келдыша 
2F

κωγ =  для переменного электрического поля [1].

Ширина туннельного барьера определяет координату точки, из которой на-
чинает своё движение электрон после выхода из-под барьера:

 
2 1 2

0 0 02 2( 0) [ 1] .
2

F Fb x chu u= τ = = − +
ω ω

 (5)

Из приведённых формул следует, что в предельных случаях, когда γ ? 1 или  
ln2γ @ 1, ширина барьера велика по сравнению с размером связанного состо-
яния атома, который оценивается величиной порядка κ–1, что необходимо для 
применимости квазиклассического приближения. 
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Кулоновское взаимодействие между вылетающим электроном и ядром будем 
учитывать по теории возмущений. Скорость ионизации атома с учётом куло-
новского взаимодействия представляется в виде [3–5]:

 0 1 2exp[ 2Im( )],w w S S= − Δ + Δ  (6)

где w0 – вероятность ионизации двумерного атома с удерживающим потенци-
алом нулевого радиуса действия, которая в квазиклассическом приближении 
определяется формулами (55–56) работы [13].

Обоснование формулы (6) даётся также и в работе [18], где сообщается об 
удовлетворительном согласии результатов проведённых экспериментов по не-
линейной ионизации атомов в переменном электрическом поле именно с теори-
ей Переломова-Попова-Терентьева [3–6].

Учёт кулоновского взаимодействия между вылетающим электроном и ядром 
атома приводит к двум поправкам к мнимой части укороченного действия в 
показателе экспоненты формулы (6). За счёт энергии кулоновского взаимодей-
ствия возникает поправка:

 

0 0

1 0
2 2 20 0 0 1 02

( ( )) ,1( ) ( )
2

t

c
dS U x t dt i F chu chu F

τ τΔ = = −
− + τ − τ

ω

∫ ∫  (7)

где интеграл вычисляется вдоль невозмущённой кулоновским полем траек-
тории подбарьерного движения (2), а величина τ0 определяется формулой (4). 
Вторая поправка ΔS2 учитывает влияние кулоновского поля на закон движения 
электрона (подробнее см. [3–5]). 

Сначала рассмотрим случай адиабатического приближения, то есть предель-
ный случай малых значений параметра Келдыша, который реализуется при ио-
низации атомов излучением инфракрасного или оптического диапазонов длин 
волн. В этом приближении влияние кулоновского поля на процесс ионизации 
определяется энергией кулоновского взаимодействия, то есть мнимой частью 
величины ΔS1 в формуле (6). В адиабатическом приближении: 

 
2

0 0
1 2

1,Fu
F F

γ= ωτ = ≤ γ
+



причём для подбарьерного движения 0 ≤ τ ≤ τ0.
Тогда из формулы (7) следует:

 

0

1 2 2
1 2 00

2 .i dS
F F

τ τΔ −
+ τ − τ∫  (8)

Интеграл (8) регуляризуется методом, предложенным в работе [3]. Он осно-
ван на использовании асимптотики волновой функции свободного атома, кото-
рая при условии κr @ 1 для состояний двумерного атома водорода c нулевым 
значением азимутального квантового числа имеет вид:
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* *

0

1 1( ) ( ) exp( ) exp[ ln( )]

1 exp[ Im[ ( ) ( )]],

nr r r r n r
r r

S r S r
r

ψ ∼ κ −κ = −κ − κ =

= − + Δ  (9)

где * Zn =
κ

 – эффективное главное квантовое число, Z – заряд ядра. Заметим, что 

в трёхмерном случае *1( ) ( ) exp( ).nr r r
r

ψ ∼ κ −κ
 

Правую часть формулы (8) представляем в виде суммы двух интегралов по 
отрезкам [0, τ1] и [τ1, τ0], где параметр τ1 удовлетворяет условию:

 
1

1 0( ) ( 0).x b x−κ τ = τ =   (10)

Во второй области выполняются условия x(τ) < x(τ1) ? b, то есть влияни-
ем внешнего поля на подбарьерное движение электрона можно пренебречь. 
Мнимая часть действия, набираемого за этот промежуток времени, определяет-
ся асимптотикой (9) волновой функции, а первый интеграл вычисляется точно. 

В итоге получаем следующее выражение для первого множителя в полной ку-
лоновской поправке в формуле (6):

 

2
0 0

1 1
2 1 2 1

2 2exp( 2Im ) exp 2 ln ,
nF FG S n

F F F F

∗

∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − Δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ +
  (11)

где F0 = κ3 – напряжённость характерного электрического поля ядра атома для 

уровня с потенциалом ионизации 
2

.
2

I κ=

Используя далее результат (67) работы [13] для вероятности процесса в пре-
дельном случае удерживающего потенциала нулевого радиуса действия, из фор-
мулы (6) получаем скорость ионизации двумерного атома водорода в адиабати-
ческом приближении:

 ( )

2 1 1/22
0 0 1 2

1 2 1 2 2

0 2
1 2 2

21 2

2 23 exp ,
2 3

, 1, 1.

nF F F Fw
F F F F F

F FF F
FF F

∗ −κ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ +
κω>

+
   (12)

Таким образом, в адиабатическом приближении кулоновская поправка 
к мнимой части укороченного действия приводит к увеличению вероятности 

процесса в 
2

0

1 2

2 nF
F F

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 раз. Как и в трёхмерном случае, этот эффект объясняется 

тем, что кулоновское поле понижает барьер, через который туннелирует элек-
трон. С другой стороны, следует отметить, что увеличение ширины потенци-
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ального барьера (5) по сравнению со случаем, когда ионизация происходит под 
влиянием постоянного или переменного электрических полей по отдельности, 
приводит к уменьшению кулоновской поправки (11). 

Обратимся далее к случаю больших значений параметра Келдыша и рассмо-
трим вторую часть кулоновской поправки к укороченному действию, которая 
учитывает влияние кулоновского поля ядра на закон движения электрона. Если 
x1(t) – кулоновская поправка к траектории электрона, то соответствующая по-
правка к действию определяется формулой [3–5]:

 

0

0

0
0 1 1 2

2 1 1 2

0 1 1 1 1 0
0 0

1 ( ) ( cos( ))
2

, .t t

t

dx dx dxS x F F t dt
dt dt dt

dx dx dx dx dx ux t i
dt dt dt dt dt =

⎡ ⎤Δ = + − + ω −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟⎝ ⎠ ω

∫

 (13)

Для учёта влияния кулоновского взаимодействия на вероятность фотоиони-
зации по теории возмущений в работах [4–5] используется описание движения 
частицы в реальном времени методом Капицы в быстро осциллирующем поле, 
а также решение уравнения движения электрона внутри барьера в мнимом вре-
мени с ненулевой скоростью в точке выхода из-под барьера. 

Здесь следует обсудить вопрос о возможности применения метода Капицы к 
задаче о движении электрона при одновременном учёте влияния кулоновского 
поля и суперпозиции переменного и постоянного электрических полей. В методе 
Капицы под большой понимается частота переменного поля, удовлетворяющая 

условию 1 ,
T

ν  где T – порядок величины периода движения, которое частица
 

совершала бы в не зависящем от времени поле [19]. В нашем случае наличие 
постоянного электрического поля нарушает финитность движения. Для приме-
нимости метода Капицы должно выполняться также дополнительное условие, 
которое состоит в малости напряжённости F1 постоянного электрического поля 
по сравнению с напряжённостью кулоновского поля в точке выхода электрона 
из-под барьера: 

 
1 2 .ZF

b
<<  (14)

При многофотонной ионизации атома, когда γ @ 1, ln2γ @ 1, если также вы-
полнено условие:

 

( )2
1

2

ln(2
1,

2
F

F
γ

≤
γ

ширина барьера (5) оценивается формулой:

 

( )2
1

2

ln(2
1 .

2
F

b
F

⎡ ⎤γκ ⎢ ⎥+
ω γ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Тогда, из формулы (14) получаем следующее ограничение на величину напря-
жённости постоянного электрического поля:

 
1

0 0
,

2
F
F K

μ<<  (15)

где 
2

0 2
K κ=

ω
 – параметр многоквантовости, 3

Zωμ =
κ

 – параметр, определяющий
 

влияние кулоновского поля на процесс ионизации атома. Согласно эксперимен-
тальным данным [4], для случая ионизации положительного иона ксенона Xe5+ 
при энергии фотона iω = 12,7 эВ, амплитуде переменного поля F2 ¾ 0,0044F0,  
K0 ¾ 5,67, μ ¾ 0,230, γ = 20, из формулы (15) для напряжённости постоянно-
го электрического поля получаем оценку F1 ? 0,002F0. Таким образом, в случае 
многоквантовой ионизации атома условие (14) может выполняться в достаточно 
широкой области параметров, определяющих характер протекания процесса. 

С учётом (14) подбарьерное движение электрона в мнимом времени описыва-
ется уравнением:

 

2
1

2 3 2
2

1 [ ],d Fchu
du F

ξ μ= − +
α ξ αγ

 (16)

решение которого удовлетворяет условиям:

 

ξ μ= = ξ = =
α3
2( 0) , ( 0) 1.d u i u

du

Здесь приняты обозначения:

 
0 3

0
, , , , ,x b Zu i t b

b b
κ ωξ = = − ω α = = μ =
ω κ

а параметр b определяется формулой (5).
Решение уравнения (16) можно найти в виде разложения в ряд по малому ку-

лоновскому параметру:

 0 1( ) ( ) ( ) ...,u u uξ = ξ + μξ +

где ξ0(u) – решение уравнения (16) для μ = 0, которое описывается формулой (2).
При выполнении условия (14) минимальный начальный импульс p0, который 

необходим электрону для преодоления кулоновского притяжения в надбарьер-
ном движении, усреднённом по быстрым осцилляциям, определяется формулой:

 
0

2 , 0,p tμ= κ =
α

 (17)

которая в мнимом времени определяет первое из начальных условий в (16). Для 
сравнения отметим, что для экстремальной траектории ξ0(u) (2) в момент τ = 0  
выхода из-под барьера скорость электрона равна нулю. 
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Далее, используя решение уравнения (16), отвечающее импульсу p0 электрона 
в момент времени τ = 0, вычисляем с учётом (3) величину ΔS2 по формуле (13). 
Эта процедура эффективно сводится к замене [4; 5]:

 
2 2 2

0x xp p p→ +

в формуле для импульсного распределения вероятности процесса ионизации, 
которая в интересующем нас случае двумерной квантовой точки с короткодей-
ствующим удерживающим потенциалом, как это показано в работах [12–14], 
имеет следующий вид: 

 
( ) ( )2 2

2 1 0 0 2
1exp , , , , ,

(2 )
x y

x y
dp dp

dW P g F F p u p⎧ ⎫= − κ τ ω − λ +⎨ ⎬ω π⎩ ⎭
 (18)

где приняты обозначения:

 
( )

22 3
2 0 01 02

0

1 2
0 0 02

1 2
3 2 4

2 ,

F F shg

F F sh ch

τ ωτ ωτ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= κ τ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ω ω

⎡ ⎤+ ωτ − ωτ ωτ⎣ ⎦ω
 (19)

 
0

0 1 2
,

/
u

chu F F
γλ = −

+
 (20)

а величина u0 связана с параметром Келдыша и отношением напряжённостей 
постоянного и переменного полей согласно формуле (4).

Таким образом, в формуле (6) поправка к скорости ионизации двумерного 
атома, возникающая в результате возмущения траектории движения электрона 
кулоновским полем в суперпозиции постоянного и переменного электрических 
полей, определяется формулой:

 

2

2 2
2exp[ 2Im ] exp .G S ⎛ ⎞λμκ= − Δ −⎜ ⎟⎝ ⎠ωα

  (21)

В современных источниках ультрафиолетового и рентгеновского излучения, в 
которых используются лазеры на свободных электронах, характерные значения 
параметра Келдыша γ могут находиться в интервале 30–100 [6]. В предельном 
случае, когда:

 ln(2 ) 1,γ   (22)

из формулы (21) находим:

 

2 2
1 1

2 2

2 1exp ln(2 ) 1.
ln (2 )1 1

ZG
F F
F F

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪− γ ≤⎨ ⎬κ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞γ⎪ ⎪+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

  (23)



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 3

23

Как это следует из (23), с ростом напряжённости постоянного электрического 
поля наблюдается увеличение вклада кулоновского взаимодействия в скорость 
многофотонной ионизации атома, описываемого множителем G2. Считая, что 
наряду с (22) выполняется также условие:

 

2
1

2

ln (2 ) 1,F
F

γ
γ

  (24)

из формулы (23) получаем:

 
( ) ( ) 2 *

2
2exp ln 2 2 .nZG −⎧ ⎫− γ = γ⎨ ⎬κ⎩ ⎭

  (25)

Формула (25), полученная в предельных случаях (22) и (24) из нашего резуль-
тата (21) для суперпозиции постоянного и переменного электрических полей, 
совпадает с множителем Q1, описывающим вклад в вероятность многофотонной 
ионизации трёхмерного атома водорода в поле электромагнитной волны за счёт 
искажения кулоновским полем траектории электрона (см., например, формулу 
(23) работы [4]).

В случае постоянного электрического поля, совершая предельные переходы  
F2 → 0 в формуле (11) и, соответственно, ω → 0, F2 → 0 в формуле (21), с учётом 
результата (61) работы [13], получаем вероятность ионизации двумерного атома 
водорода в постоянном электрическом поле с напряжённостью F1 с учётом ку-
лоновской поправки:

 

3/2
0 02

1 1

2exp .
3

F Fw
F F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= πκ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (26)

Заметим, что предэкспоненциальный множитель в формуле для скорости  ио-
низации атома водорода в постоянном электрическом поле в трёхмерном случае 

пропорционален параметру 0

1
1F

F
  [20], а показатель экспоненты в том же ква-

зиклассическом приближении такой же, как и в формуле (26). Таким образом, 
эффект размерного ограничения движения вырываемого электрона приводит к 
существенному увеличению вероятности ионизации атома водорода за единицу 
времени. 

Можно, как это сделано в работе [4] в трёхмерном случае, предложить интер-
поляционную формулу для вероятности ионизации двумерного атома водоро-
да в переменном электрическом поле при произвольных значениях параметра 
Келдыша. Для этого воспользуемся результатом работы [21], который показыва-
ет, что в отличие от одномерного [11] и трёхмерного случая [3-5], парциальная 
вероятность ионизации при поглощении n фотонов волны для случая удержи-
вающего двумерного потенциала конечного радиуса действия допускает прове-
дение точного суммирования по квантовому числу n. 

В итоге, с учётом формулы (16) работы [21], для скорости ионизации дву-
мерного атома водорода переменным электрическим полем при произволь-
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ных значениях параметра Келдыша находим следующую интерполяционную 
формулу:

 

( )
∗

− ∗−κ ω γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ω γ +
⎡ ⎤⎡ ⎤γ +⎛ ⎞ω⎢ ⎥− + γ −⎢ ⎥⎜ ⎟ω γ γ⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

22 20 1
20 2

2
0

2

2 1 2
4 1

12 1exp 1
2 2

n
nFw e

F

Arsh  (27)
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1

20
1/2 1/22 2

,
(1 exp[ ])
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dt
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γ γ− − − γ + −
+ γ + γ

∫

где множитель 

 
( )

2
20 1

1 2
2

2 1 2 ,
n

nFG G e
F

∗
− ∗−⎛ ⎞⋅ + γ⎜ ⎟⎝ ⎠



как и в трёхмерном случае [4; 6], описывает полный вклад дальнодействующего 
кулоновского взаимодействия в скорость фотоионизации двумерного атома.

Заключение
В работе проведён учёт влияния дальнодействующего кулоновского потен-

циала на процесс ионизации двумерного атома суперпозицией постоянного и 
переменного электрических полей. В предельном случае многофотонной ио-
низации определена зависимость кулоновского вклада в скорость ионизации 
двумерного атома от отношения напряжённостей постоянного и переменного 
электрических полей и параметра Келдыша. Вычислена вероятность процесса в 
адиабатическом приближении. Получено аналитическое выражение для вероят-
ности ионизации двумерного атома водорода постоянным электрическим полем 
с учётом кулоновской поправки. Предложена интерполяционная формула для 
скорости ионизации двумерного атома в поле плоской электромагнитной волны 
с учётом влияния дальнодействующего кулоновского поля при произвольных 
значениях параметра Келдыша. Из полученных результатов следует, что учёт как 
кулоновских, так и размерных эффектов существенно увеличивает вероятность 
ионизации двумерных наноструктур во внешних электромагнитных полях. 

Статья поступила в редакцию 12.08.2019 г.
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Аннотация. Цель работы – проведение с помощью компьютерного моделирования иссле-
дования влияния значений углов преднаклона и энергии сцепления молекул ЖК в тонких 
ячейках с различными углами закрутки структуры при антисимметричных граничных ус-
ловиях на их оптические и динамические характеристики. В результате показано, что уве-
личение значений углов преднаклона молекул ЖК на ориентирующих поверхностях ячеек 
приводит к незначительному росту контрастного отношения в ЖК ячейках с углами за-
крутки, равными 0°, 90° и 270°, при незначительном изменении полного времени сраба-
тывания таких ячеек. В ЖК ячейках с углом закрутки структуры 180° увеличение значения 
угла преднаклона приводит к уменьшению контрастного отношения и одновременному 
росту полного времени срабатывания таких устройств. В то же время уменьшение энер-
гии сцепления в тонких ЖК ячейках с антисимметричными граничными условиями при-
водит к увеличению полного времени срабатывания таких модуляторов для всех углов 
закрутки структуры ЖК. Однако для различных углов закрутки структуры ЖК контраст-
ное отношение с уменьшением энергии сцепления молекул ЖК с подложками ведет себя 
другим образом. Так, для структур с углами закрутки 180° и 270° контрастное отношение 
тонких ЖК ячеек с уменьшением энергии сцепления существенно уменьшается, а для 
структур с углами закрутки 0° и 90° с уменьшением энергии сцепление контрастное от-
ношение незначительно растет.
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Abstract. The aim of the work is to carry out a computer simulation of the influence of the values 
of the pre-tilt angles and the anchoring energy of LC molecules in thin cells with different twist 
angles of the structure with antisymmetric boundary conditions on their optical and dynamic 
characteristics. It is shown that an increase in the values of the pretilt angles of the LC molecules 
on the orienting surfaces of the cells leads to a slight increase in the contrast ratio in the LC 
cells with spin angles of 0°, 90° and 270°, with a slight change in the total response time of 
such cells. In LC cells with a twist angle of the structure of 180°, an increase in the value of the 
pre-tilt angle leads to a decrease in the contrast ratio and a simultaneous increase in the total 
response time of such devices. At the same time, a decrease in the anchoring energy in thin LC 
cells with antisymmetric boundary conditions leads to an increase in the total response time of 
such modulators for all twist angles of the LC structure. However, for different twist angles of 
the LC structure, the contrast ratio with a decrease in the anchoring energy of LC molecules with 
substrates behaves in a different way. Thus, for structures with twist angles of 180° and 270°, 
the contrast ratio of thin LC cells decreases significantly with the anchoring energy, while for 
structures with twist angles of 0° and 90°, the contrast ratio increases slightly with decreasing 
the anchoring energy.

Keywords: liquid crystal, modeling, boundary conditions

Введение
Одной из проблем, которая до сих пор решена не полностью, является созда-

ние ЖК устройств с приемлемыми для быстродействующих приложений време-
нами срабатывания [1]. Наиболее востребованными быстродействующими ЖК 
устройствами являются ЖК модуляторы для многочисленных 3D приложений 
[2]. В настоящее время существует масса ЖК модуляторов на основе ЖК ячеек с 
антисимметричными граничными условиями, в которых используются различ-
ные ЖК структуры, начиная от классических π-ячеек [3], до твист-структур с 
углами 90° [4], 180o [5], или 270° [6; 7]. В табл. 1 приведено сравнение их смодели-
рованных характеристик, полученных с помощью компьютерного моделирова-
ния с использованием пакета программ MOUSE LCD [8–10]. 

Таблица 1.
Характеристики тонких ЖК-ячеек с антисимметричными граничными условиями 

на основе структур с различными углами закрутки

Характеристика
Угол закрутки антисимметричной структуры

0° 90° 180° 270°
Среднее по спектру пропуска-
ние ЖК устройства в состоянии 
«выключено» Toff 

0,39 0,42 0,42 0,372

Среднее по спектру контрастное 
отношение ЖК устройства C 334 3500 1396 318

Полное время срабатывания ЖК 
устройства τ, ms 9 6 5 4,25

Ахроматичность ЖК устройства 
в состоянии «выключено» Hoff 

H ≤ 0,08 H ≤ 0,05 H ≤ 0,1 H ≤ 0,05
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Стоит отметить, что на данный момент выполнено достаточно большое чис-
ло исследований, посвящённых вопросу улучшения характеристик таких ЖК 
устройств (см. например, [5; 11–12]), однако за рамками этих исследований 
остался вопрос о влиянии граничных условий на характеристики этих ЖК мо-
дуляторов. Актуальность этого вопроса связана с тем, что в настоящий момент 
появились новые технологии ориентации ЖК на подложках, которые могут по-
зволять создавать различные граничные условия [13; 14]. Стоит отметить, что 
недавно группой исследователей были выполнены основополагающие работы 
по измерению величины полярной и азимутальной энергии сцепления молекул 
ЖК с ориентирующими поверхностями [15] и разработана молекулярная теория 
взаимодействия ЖК с твёрдой поверхностью [16]. Однако влияние энергии сце-
пления ЖК с поверхностью на динамику перехода Фредерикса в тонких ячейках 
с различными граничными условиями не выяснено, что важно для практиче-
ских применений ЖК ячеек в различных устройствах обработки и отображения 
информации. В связи с этим в данной работе методом компьютерного модели-
рования выполнено исследование влияния величин углов преднаклона и энер-
гии сцепления молекул ЖК на ориентирующих подложках в тонких ячейках на 
характеристики модуляторов с антисимметричными граничными условиями и 
различными углами закрутки ЖК структуры.

Характеристики ЖК устройств и метод их исследования
Для описания свойств различных ЖК устройств отображения и обработки 

информации существует большой набор оптических (спектры пропускания или 
отражения для различных управляющих напряжений, контраст или контраст-
ное отношение), электрооптических (крутизна вольт-контрастной характери-
стики) и динамических характеристик (времена включения и выключения) [17–
19]. Однако для поиска оптимальной конструкции ЖК устройства достаточно 
использовать четыре интегральные характеристики [20–22]:

• среднее по спектру пропускание ЖК модулятора в состоянии «выключено» 
Toff  (управляющее напряжение на затвор не подано или его значение ниже поро-
гового), или «включено» Ton (управляющее напряжение на затвор подано выше 
порогового значения) [19];

• среднее по спектру контрастное отношение изображения С [19; 20]; 
• ахроматичность изображения H, величина которой определяется как рас-

стояние на цветовом треугольнике текущей точки изображения от точки белого 
цвета D65 [21–23]. При этом для получения полноцветного изображения должно 
выполняться условие H ≤ 0,05 [22];

• полное время срабатывания ЖК устройства τ, которое в данном случае 
определяется так [20]: 
 τ = τreac + τrelax,
где τreac – время включения устройства; τrelax – время выключения устройства.

Для описания характеристик и поиска оптимальных параметров ЖК устрой-
ства чаще всего применяется метод компьютерного моделирования [17; 18]. 
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Нами для этой цели использовался пакет программ MOUSE–LCD [8–10]. 
Отметим, что расхождение между экспериментальными и рассчитанными зна-
чениями оптических характеристик ЖК устройств, работающих на основе раз-
личных электрооптических эффектов (твист-эффекта, эффекта интерференции 
поляризованных лучей и эффекта «гость -хозяин»), находится в пределах по-
грешности эксперимента и в худшем случае не превышает 10% [9; 10]. Кроме 
этого заметим, что различие между вычисленной и экспериментальной зависи-
мостью времени реакции оптического отклика от управляющего напряжения 
для ЖК устройства, работающего на основе интерференции оптических мод в 
ЖК структуре с углом закрутки 180o, не превышает 5% [24]. Поэтому можно счи-
тать, что система компьютерного моделирования MOUSE–LCD количественно 
верно описывает все характеристики ЖК устройств отображения и обработки 
информации, а погрешность расчётов будет определяться точностью задания 
физических и конструктивных параметров модулятора.

Результаты и обсуждение
Нами исследовались характеристики ЖК устройств, выполненных на базе 

тонких ЖК ячеек с антисимметричными граничными условиями и различны-
ми углами закрутки структуры Фt (0°, 90°, 180°, 270°). Все ЖК устройства, кро-
ме одного на основе структуры с углом закрутки 180°, состояли из ЖК ячейки, 
перед которой помещался входной поляризатор, а за ней друг за другом разме-
щались фазовый компенсатор и выходной поляризатор. В устройстве с ячейкой 
со 180-градусной структурой фазовый компенсатор отсутствовал. В табл. 2 при-
ведены основные конструктивные параметры для исследуемых ЖК устройств. 

Таблица 2.
Конструктивные параметры ЖК устройств на основе тонких 

ЖК-ячеек с антисимметричными граничными условиями и различными 
углами закрутки структуры ЖК

Конструктивный параметр
Угол закрутки антисимметричной структуры

0° 90° 180° 270°
Угол ориентации входного 
поляризатора αin, град. 45 0 45 0

Угол ориентации выходного 
поляризатора αout, град. –45 90 –45 90

Фазовая задержка ЖК (Δn × L) 
на длине волны 550 нм, мкм 0,35 0,7 0,35 0,7

Угол ориентации фазового 
компенсатора β, град. 20 38 – 28

Фазовая задержка компенсатора 
на длине волны 550 нм, мкм 0,0345 0,023 – 0,0345
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При моделировании электрооптических характеристик ЖК устройства счи-
талось, что ЖК ячейка заполнена смесью со следующими  физическими пара-
метрами: K11 = 10,5 ⋅ 10–6 дин, K22 = 6,9 ⋅ 10–6 дин, K33 = 16,8 ⋅ 10–6 дин, ε⊥ = 4,88, 
ε|| = 13,54, вращательная вязкость γ1 = 0,15 единиц СГС. При этом предполага-
лось, что дисперсия анизотропии показателей преломления ЖК (Δn) слабая. Во 
всех расчётах эти физические параметры ЖК оставались постоянными. В каче-
стве поляризаторов использовалась плёнка NPF – F 1205 DU. При моделирова-
нии значения остальных конструктивных параметров ЖК устройства считались 
равными средним технологическим величинам [11]. С целью исключения вли-
яния значения управляющего напряжения на характеристики ЖК устройства 
были выбраны одинаковыми для всех граничных условий ЖК на подложках 
(для состояния «выключено» Uoff  = 0 В, а для состояния «включено» Uon = 12 В). 
Кроме этого, во всех случаях толщина слоя ЖК L в рабочей ячейке всегда бра-
лась равной 3,5 мкм. Для антисимметричных граничных условий угол предна-
клона в отсутствии управляющего напряжения на одной ориентирующей под-
ложке в ячейке θ01, а на противоположной – θ02 = -θ01. Сцепление молекул ЖК 
в азимутальном направлении считалось жёстким, а в полярном направлении 
энергия сцепления выбиралась в виде потенциала Рапини [25]:

• W = W01sin2(θ1 – θ01)/2 на первой подложке, где θ1 – угол наклона молекул 
ЖК на первой подложке при подаче управляющего напряжения; W01 – энергия 
сцепления молекул ЖК на первой ориентирующей подложке; 

• W = W02sin2(θ2 – θ02)/2 на второй подложке, где θ2 – угол наклона молекул 
ЖК на второй подложке при подаче управляющего напряжения; W02 – энергия 
сцепления молекул ЖК на второй ориентирующей подложке.

Заметим, что далее везде в расчётах считается W01 = W02 = W0. Введём безраз-
мерный параметр жёсткости β = πK11/W0L [26], который удобно использовать 
для описания всех зависимостей характеристик ЖК модулятора от энергии сце-
пления молекул ЖК с ориентирующей подложкой. 

Рассмотрим зависимость интегральных оптических характеристик ЖК моду-
лятора от значения угла преднаклона молекул ЖК с ориентирующей подложкой 
(θ01 = -θ02). Как показало моделирование, пропускание ЖК модулятора в состоя-
нии «выключено» практически не зависит значения угла θ01. Это является след-
ствием того, что все эти состояния слабо различимы при Uoff  = 0. По этой же при-
чине ахроматичность изображения в этом состоянии Hoff  ЖК модулятора также 
не зависит от величины угла преднаклона. Значения этих характеристик для 
различных типов ЖК модуляторов представлены в табл. 1. Единственной инте-
гральной оптической характеристикой ЖК модулятора на основе ЖК структур 
с различными углами закрутки Фt, которая зависит от угла преднаклона ЖК с 
ориентирующей подложкой, является среднее по спектру контрастное отноше-
ние C. На рис. 1 представлена зависимость нормированного среднего по спектру 
контрастного отношения Сnor для ЖК модулятора от значения угла преднаклона 
ЖК с ориентирующей подложкой с антисимметричными граничными условия-
ми (θ01 = –θ02). При этом 
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 Cnor = C/Cmax,
где C – текущее значение контрастного отношения; Cmax – максимальное значе-
ние контрастного отношения.

Как видно из этого рисунка, значение среднего по спектру контрастного от-
ношения для ЖК модулятора на основе структуры с углом закрутки 180° падает 
с ростом значения угла преднаклона θ01. В тоже время для ЖК модулятора на 
основе антисимметричных ячеек, в которых используется структура с углом за-
крутки 0°, значение среднего по спектру контрастного отношения устройства с 
ростом угла преднаклона молекул ЖК незначительно растёт. Это связано с тем, 
что при одних и тех же значениях управляющих напряжений деформация моно-
слоя ЖК в структуре с углом закрутки 180° меньше при больших углах предна-
клона молекул ЖК на подложках, а в структуре с Фt = 0° наоборот. 

Это приводит к тому, что пропускание в состоянии «включено» для ЖК струк-
туры с Фt = 180° при малых значениях θ01 меньше, чем при больших. Поэтому с 
увеличением величины угла θ01 среднее по спектру контрастное отношение изо-
бражения C падает. Для структуры с Фt = 0° ситуация обратная. С ростом угла θ01 

значение Ton из-за большей деформации монослоя ЖК падает, и, как следствие, 
среднее по спектру контрастное отношение изображения C растёт. Стоит отме-
тить, что для модулятора на основе антисимметричных ЖК ячеек с углами за-
крутки структуры 90° и 270° среднее по спектру контрастное отношение зависит 
очень слабо от значений угла θ01.

Рис. 1. Зависимость нормированного контрастного отношения ЖК модулятора 
от величины угла преднаклона молекул ЖК на ориентирующих подложках при 

антисимметричных граничных условиях
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Рис. 2. Зависимость полного времени срабатывания ЖК модулятора от величины угла 
преднаклона молекул ЖК на ориентирующих подложках при антисимметричных 

граничных условиях

На рис. 2 показана зависимость полного времени срабатывания τ модуля-
тора на основе антисимметричных ЖК ячеек с различными углами закрутки 
структуры от значения угла преднаклона молекул ЖК θ01 на подложках. Как и 
в предыдущем случае, для структур с углами закрутки 90° и 270° зависимость 
τ = τ(θ01) слабая. В то же время для модулятора с Фt = 0° зависимость τ = τ(θ01) 
линейно убывающая, а для модулятора с Фt = 180° слабо линейно возрастающая. 
Это объясняется также как и зависимость Cnor = Cnor(θ01) для этих же углов за-
крутки структуры ЖК. А именно, при одних и тех же значениях управляющих 
напряжений деформация монослоя ЖК в структуре с углом закрутки 180° мень-
ше при больших углах преднаклона молекул ЖК на подложках, а в структуре с 
Фt = 0° наоборот. Это приводит к тому, что полное время срабатывания больше 
для ЖК структуры с Фt = 180° при малых значениях θ01 и меньше, чем при боль-
ших. Для структуры с Фt = 0° ситуация обратная.

На рис. 3 представлена зависимость нормированного среднего по спектру 
контрастного отношения для модулятора на основе антисимметричной ЖК 
ячейки с различными углами закрутки ЖК структуры от параметра жёсткости 
сцепления молекул ЖК с подложками.

Для ЖК модулятора на основе ячейки с углом закрутки структуры 180° си-
туация следующая. При жёстких граничных условиях высокие значения кон-
трастного отношения для таких устройств обусловлены эффектом самокомпен-
сации [5]. Эффект самокомпенсации состоит в том, что в состоянии «включено» 
π-ячейку с углом закрутки структуры 180° можно представить в виде двух пла-
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нарных ячеек, ориентированных друг относительно друга на 90°. Это позволяет 
компенсировать разницу фаз световых волн, прошедших через ЖК, почти до π.  

Рис. 3. Зависимость нормированного контрастного отношения ЖК модулятора 
от параметра жёсткости молекул ЖК на ориентирующих поверхностях при 

антисимметричных граничных условиях

Рис. 4. Зависимость полного времени срабатывания ЖК модулятора от параметра 
жёсткости молекул ЖК на ориентирующих поверхностях при антисимметричных 

граничных условиях
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Для мягких граничных условий с уменьшением энергии сцепления молекул ЖК 
с ориентирующими подложками в состоянии «включено» нарушается эффект 
фазовой самокомпенсации.

Это приводит к тому, что с ростом β, растёт и Ton, а так как Toff  от β не зависит, 
то контрастное отношение падает. Для модулятора на основе ЖК ячейки с ну-
левым углом закрутки ситуация иная. Так, при уменьшении энергии сцепления 
деформация ЖК становится более сильной и в предельном случае стремится к 
гомеотропной, что приводит к уменьшению Ton с ростом β, поэтому контрастное 
отношение возрастает. Для модуляторов на основе ЖК структуры с Фt = 90° кон-
трастное отношение практически не зависит от параметра жёсткости, в то вре-
мя как для ячеек со структурой закрученной на 270° ситуация аналогичная со 
180-градусной ячейкой. Это объясняется тем, что для этой структуры, работаю-
щей в волноводном режиме, этот режим сохраняется для более высоких уровней 
деформации ЖК, так как мягкие граничные условия в полярном направлении не 
позволяют существенным образом развернуть закрученную структуру. 

На рис. 4 представлены зависимости τ = τ(β) для модуляторов на основе ан-
тисимметричных ЖК ячеек с различными углами закрутки, которые наиболее 
востребованы в быстродействующих устройствах. Как видно из этого рисун-
ка, зависимости хорошо описываются линейными функциями при изменении 
параметра жёсткости в пределах от 0 до 0,2. Этот факт хорошо согласуется с 
аналитической зависимостью τ = τ(β), полученной ранее [26]. Для всех ориен-
тационных ЖК структур дальнейшее ослабление энергии сцепления молекул 
ЖК с ориентирующей подложкой, что соответствует случаю β > 0,2, приводит 
к резкому росту полного времени срабатывания. Аналогичный прогноз следу-
ет также из аналитических выражений для τrelax и τreac, представленных в работе 
[26]. Стоит отметить, что резкий рост полного времени срабатывания ЖК моду-
лятора при изменении параметра жёсткости β происходит только за счёт увели-
чения времени релаксации τrelax, в то время как τreac практически не изменяется. 
Резкий рост τrelax при увеличении параметра жёсткости β происходит потому, 
что при слабой энергии сцепления молекул ЖК с ориентирующей подложкой 
при высоких управляющих напряжениях молекулы ЖК принимают гомеотроп-
ную ориентацию, и упругая сила, которая возвращает ЖК в исходное состояние 
при снятии напряжения, отсутствует.

Заключение
Методом компьютерного моделирования проведено исследование зависимо-

сти характеристик модуляторов на основе тонких антисимметричных ячеек с 
различными углами закрутки структуры ЖК в зависимости от граничных усло-
вий на ориентирующих подложках. В результате выполненных численных экс-
периментов установлено, что:

1) увеличение угла преднаклона (от 2° до 14°) молекул ЖК на ориентирующих 
подложках ячейки модулятора приводит к ухудшению оптических характери-
стик и одновременному уменьшению полного времени срабатывания устройств, 
работающих на основе планарных антисимметричных ЖК ячеек. Для модулято-
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ров, выполненных на основе тонких антисимметричных ячеек с углами закрут-
ки структуры 90°, 180° и 270°, увеличение угла преднаклона (от 2° до 14°) молекул 
ЖК на ориентирующих подложках не оказывает существенного влияния на оп-
тические и динамические характеристики устройства;

2) уменьшение энергии сцепления молекул ЖК с ориентирующими поверх-
ностями в модуляторах на основе тонких антисимметричных ячеек с различны-
ми углами закрутки структуры ЖК не способствует одновременному улучше-
нию оптических и динамических характеристик таких устройств.

Статья поступила в редакцию 03.06.2019 г.
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Ê ÂÎÏÐÎÑÓ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÂÒÎÐÎÉ ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ 
ÎÒ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê ÇÀÄÀ×ÀÌ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ È ÒÅÎÐÈÈ 
ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Гладков С. О.
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

125080, г. Москва, Волоколамское ш., д. 4, Российская Федерация 

Аннотация. С помощью изложенного автором ранее в статье «Об альтернативном вы-
числении ковариантных производных с приложением к проблемам механики, физики и 
геометрии» метода вычислен результат действия оператора Лапласа на ковариантную и 
контравариантную векторные функции. Найдены проекции векторов B и C, определяе-
мые как Bi = (ΔA)i и Bi = (ΔA)i, на соответствующие криволинейные ортонормированные 
базисы ei и ei. Приведены общие ковариантные выражения для операторов ΔA и graddivA, 
справедливые в любой криволинейной системе координат. В качестве справочного ма-
териала вычислены проекции вектора Ci = (ΔA)i в параболической системе координат. В 
качестве иллюстрирующего примера решена задача о кручении упруго-деформируемого 
вертикально стоящего цилиндрического тела в условиях его радиального неравномерно-
го нагрева при условии, что его нижний торец жёстко закреплён.

Ключевые слова: ортонормированный единичный базис, ковариантное дифференциро-
вание, символ Кристоффеля, метрический тензор, параболические координаты, объём-
ное расширение, крутящий момент 

APPLICATION OF THE SECOND COVARIANT DERIVATIVE FROM 
THE VECTOR FUNCTION TO THE PROBLEMS OF HYDRODYNAMICS 
AND ELASTICITY THEORY

S. Gladkov
Moscow Aviation Institute (National Research University) (MAI) 

Volokolamskoe shosse 4, 125080 Moscow, Russian Federation

Abstract. Based on the method described in our paper “Alternative calculation of covariant de-
rivatives with an application to the problems of mechanics, physics and geometry”, we have 
calculated the result of the action of the Laplace operator on covariant and contravariant vector 
functions. The projections of the vectors B and C, defined as Bi = (ΔA)i and Ci = (ΔA)i, on the 
corresponding curvilinear orthonormal bases ei and ei are found. The general covariant expres-
sions for the operators ΔA and graddivA that are valid in any curvilinear coordinate system are 
presented. As a reference material, the projections of the vector Ci = (ΔA)i in a parabolic coor-
dinate system are calculated. As an illustrative example, the problem of torsion of an elastically 
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deformable vertically standing cylindrical body under the conditions of its uneven radial heating, 
provided that its lower end is rigidly fixed, is solved.

Keywords: orthonormal unit basis, covariant differentiation, Christoffel symbol, metric tensor, 
parabolic coordinates, volume expansion, torque

Введение
Вопрос, на котором мы хотели бы сейчас остановиться, относится к классиче-

ской теории ковариантного дифференцирования, весьма подробно изложенной 
в многочисленных учебниках и научных монографиях (см., к примеру, [1–4]). Эта 
теория может применяться при решении огромного класса чисто теоретических 
проблем из области гидродинамики, теории упругости, электродинамики и тео-
рии поля. Сразу же следует заметить, что при использовании ортогональных си-
стем координат (сокращённо – ОСК) все авторы (и отмеченные выше в том числе) 
используют размерные базисы, которые в итоге приводят и к разным размерно-
стям компонент метрического тензора, символов Кристоффеля, тензора Римана 
и т. д. Это связано просто с тем обстоятельством, что используемый ими базис 
не ортонормированный. Всё наше нижеследующее изложение не будет страдать 
подобным недостатком, и также, как и в работе [5], мы будем использовать толь-
ко ортонормированный базис, автоматически приводящий к правильным физи-
ческим и геометрическим размерностям соответствующих величин. Несложный 
алгоритм этого подхода, подробно изложенный в [5], поможет нам и в решении 
задач, составляющих суть настоящей статьи, посвящённой выяснению действия 
оператора Лапласа на ковариантную и контравариантную векторные функции с 
его приложением к проблемам гидродинамики и теории упругости. 

При вычислении оператора Лапласа от скалярной функции обычно использу-
ется формула (см., например, [1]): 

 

∂ ∂⎛ ⎞Δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂
1 ,ik

i kg g
x xg

 (1)

где g – определитель метрического тензора gik, gik – компоненты контравариант-
ного метрического тензора, которая имеет общий вид и может быть применена 
к любой, и не только ортогональной системе координат. 

Ортогональная система координат
В процессе решения широчайшего круга физических задач часто бывает удоб-

ным использовать не формулу (1), а несколько иную, на которой мы сейчас нена-
долго остановимся. В самом деле, если ввести ковариантный вектор:

 
∂ψ=
∂

,i ia
x

 (2)

где ψ(xk) – произвольная скалярная функция, дифференцируемая на некотором 
множестве, то согласно общим правилам ковариантного дифференцирования 
[1] имеем:



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 3

44

 
∂= − Γ
∂, ,i l

i k likk
aa a
x

 (3)

где Γi
kl  – символ Кристоффеля второго рода, а по повторяющимся индексам, как 

обычно, подразумевается суммирование. 
Подставляя сюда (2) и сворачивая полученное выражение по индексам i, k, 

мы приходим к искомой формуле для оператора Лапласа, справедливой в любой 
ортогональной системе координат, и весьма удобной при вычислениях:

 ( )
∂ ∂Δ = − Γ

∂∂

2

2 .k
ii ki xx

 (4)

В качестве конкретного примера её приложения рассмотрим цилиндрическую 
систему координат. 

Действительно, благодаря преобразованиям: 

 

⎧ = ϕ
⎪ = ϕ⎨
⎪ =⎩

cos ,
sin ,

x r
y r
z z

 (5)

квадрат метрики будет выглядеть как:

 = + ϕ +2 2 2 2 2 .dl dr r d dz  (6)

В соответствии с алгоритмом, подробно описанным в [5], введём следующие 
частные дифференциалы:

 
1 2 3, , .x dr x rd x dz∂ = ∂ = ϕ ∂ =  (7)

В результате вместо (6) мы автоматически приходим к ортонормированной 
метрике:

 ( ) ( ) ( )= ∂ + ∂ + ∂
2 2 22 1 2 3 .dl x x x  (8)

Как видим, для метрики (8) метрический тензор есть просто символ Кронекера, 
то есть:

 = = δ = δ = δ .ik ik i
ik ik kg g  (9)

Поэтому, чтобы вычислить символы Кристоффеля, нам следует использовать 
уже не формулу [1]: 

 

∂ ∂ ∂⎛ ⎞Γ = + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂
1 ,
2

sl sk kli is
kl k l s

g g gg
x x x

 (10)

поскольку в соответствии с (9) она даёт просто нуль, а изначальную формулу для 
символа Кристоффеля первого рода, приведённую, скажем, в [1; 2]:

 
∂ ∂Γ =
∂ ∂ ∂

2
.n n

ikl i k l
x x
x x x

 (11)



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 3

45

Вышесказанное означает, что все наши последующие вычисления будут ве-
стись только в ортонормированном базисе, автоматически обеспечивающем 
(как это уже было отмечено выше) правильную размерность всех физических и 
геометрических величин. 

В итоге, в соответствии с преобразованиями (5) и с учётом дифференциалов 
(7), которые просто подставляем в знаменатели выражения (11), мы немедленно 
получаем, что отличными от нуля будут только две величины: 

 

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

∂ ∂Γ = Γ = Γ = Γ = =
∂ϕ ∂ ∂ϕ

∂ ∂Γ = Γ = = −
∂ ∂ϕ

2

2

2

2 2

1 1 ,

1 1 .

n n
r r r r

n nr
r

x x
r r r

x x
r r r

 (12)

Поэтому согласно формуле (4), определению (7) и выражениям (12), находим:

 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

1 1

1 1 1 .

k
ii ki x r r z r rx

r r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = − Γ = + + + =
∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂∂

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ϕ ∂
 (13)

Как и должно быть. Этот же результат, конечно, получается и из формулы (1). 

Не ортогональная система координат
В том случае, когда мы имеем дело с произвольной криволинейной системой 

координат (в общем случае не ортогональной), можно воспользоваться форму-
лой (1), но переписать её при этом удобно в несколько ином виде. 

Дело в том, что для любой ортонормированной системы координат ковари-
антные и контравариантные величины тождественны [2], то есть:

 Γ = Γ =, ,i i
ikl iklmkl klmR R

где Riklm – тензор Римана. 
Это связано просто с тем фактом, что в случае бесконечно малых преобразо-

ваний, если мы говорим о нелинейных преобразованиях на языке дифферен-
циалов, метрический тензор в ОСК представляет собой, согласно (9), обычный 
символ Кронекера. 

Поэтому в случае произвольной не ортогональной СК необходимо уже учиты-
вать разницу между ковариантными и контравариантными компонентами, по-
скольку в этом случае у безразмерного метрического тензора будут отличны от 
нуля все недиагональные элементы. 

Действительно, введём в рассмотрение контравариантный вектор ai = gikak,

где ∂ψ=
∂

.k ka
x

 В результате ковариантная производная от него с учётом леммы 

Риччи, согласно которой ковариантная производная от метрического тензора 
равна нулю, то есть gik,l = 0, будет иметь вид: 
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( ) ∂⎛ ⎞= = − Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂, ,

.s pi is is
k s pskkk

aa g a g a
x

Подставляя сюда ∂ψ=
∂k ka

x
 и сворачивая по индексам i, k, после несложных 

преобразований мы пришли бы к формуле (1), как и должно быть, но в нашем 
подходе, в котором нет места коэффициентам Ламе, её необходимо представить 
следующим образом:

 
∂ ∂Δ = − Γ

∂ ∂ ∂

2
.pik is

sii k pg g
x x x

 (14)

Отсюда сразу же видно, что при переходе к ОНСК следует просто считать, что 
gik = δik = δik, и мы приходим к формуле (3). 

На примере двухмерного случая покажем, как необходимо проводить вычис-
ления, автоматически приводящие к правильным физическим и геометриче-
ским размерностям любых величин. 

В качестве простого демонстрационного примера рассмотрим не ортогональ-
ные двухмерные преобразования, которые по каким-то причинам ни в одном 
известном нам учебнике по тензорному анализу никогда не разбирались. 

Пусть 

 

2 2

uv,
u v .

2

x

y

=
+=  (15)

Тогда элемент метрики будет иметь вид:

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2u v u 4uv u v u v v .dl d d d d= + + + +  (16)

В соответствии с намеченным алгоритмом вычислений полагаем:

 

∂ = +

∂ = +

1 2 2

2 2 2

u v u,

u v v .

x d

x d  (17)

Поэтому из (15) следует, что:

 
( ) ( )= ∂ + ∂ ∂ + ∂

+
2 22 1 1 2 2

2 2
4uv .

u v
dl x x x x  (18)

Из (18) видно, что метрический тензор, как и должно быть, автоматически 
оказывается безразмерным, и имеет вид:

 

⎛ ⎞
⎜ ⎟+= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠+

2 2

2 2

2uv1
u v ,

2uv 1
u v

ikg  (19)

а его безразмерный определитель есть:
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⎛ ⎞−= ⎜ ⎟⎝ ⎠+

22 2

2 2
u v ,
u v

g  (20)

где u ≠ v. 
Поэтому контравариантный метрический тензор −= 1ˆ ˆik

ikg g  будет таким:

 

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞+ += ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎜ ⎟−⎝ ⎠+

22 2 2 2

2 2

2 2

2uv1u v u v .
2uvu v 1

u v

ikg  (21)

Вычисление символов Кристоффеля первого рода по схеме, приведённой 
выше, приводит нас к следующим выражениям (за подробностями выкладок 
можно обратиться к работе [5]) 

 

Γ = Γ = Γ = Γ =

Γ = Γ = Γ = Γ =

vvv vuv vvu vuu3 3

uvv uuv uvu uuu3 3

v u, 0, ,

v u, 0, ,

q q

q q  (22)

где = +2 2u v .q
Благодаря же формулам (22), отличные от нуля компоненты символа 

Кристоффеля второго рода будут такими:

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

−⎛ ⎞+Γ = Γ + Γ = + = =⎜ ⎟⎝ ⎠− +
+

=
+ +

Γ = Γ + Γ = + =
+ +

−⎛ ⎞+Γ = Γ + Γ = + = =⎜ ⎟⎝ ⎠− +
+

=
+ +

222 2
v vv vu vv vu
vv vvv uvv 33 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

u uv uu uu vu
vv vvv uvv 23 2 2

222 2
v vv vu vv vu
uu vuu uuu 33 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

u vv u v v
u v u v

u v
v ,

u v u v
v v ,

u v u v

u vu u v u
u v u v

u v
u

u v u v

g g g g
q

g g g g
q

g g g g
q

( )
( )

Γ = Γ + Γ = + =
+ +

Γ = Γ = Γ = Γ =

u uv uu uu vu
uu vuu uuu 23 2 2

v vk u uk
vu vu vu vu

,

u u ,
u v u v

0, 0.k k

g g g g
q

g g  (23)
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Далее, в соответствии с формулой (14), легко получается следующая цепочка 
простых преобразований: 

( )

( )

2 2 2
uu uv

uu uv2 1 21

uv2 2 2 2 u v
uu uuvv

vv2 2 2 2 22

uvu v
vv vv u v

uv uv

2

21
u v u v u v

2
u v u

p p pik
iki k p p p

p
p

g g g
x x x x x x xx

gg
x q q q qx

g
q q q

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟Δ = − Γ = − Γ + − Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ Γ ∂ Γ ∂⎜ ⎟+ − Γ = + + − − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟∂⎝ ⎠

Γ ∂ Γ ∂ ∂− − − Γ + Γ
∂ ∂ ∂

.
v

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠∂

(24)

Подставляя сюда найденные выражения для символов Кристоффеля из (23) 
и недиагональные компоненты метрического тензора из (21), получаем в итоге:

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + − − − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ +−
∂ ∂− −

∂ ∂+ +

2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 22 2

2 22 2

1 4uv 1 u 1 u
u v u v u vu v u vu v

1 v 1 v .
u vu v u v

q q q

q q

И окончательно, после простой группировки слагаемых, приходим к искомо-
му ответу:

( ) ( ) ( ) ( )
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂+ +−

2 2 2

2 22 22 2 2 22 2

1 4uv 1 1 .
u v u v u v u vu v u vu v

 (25)

Стоит подчеркнуть, что излагаемый подход, на наш взгляд, является значи-
тельно более рациональным, чем использование коэффициентов Ламе в случае 
ортогональных координат. Заметим также, что их приложение к не ортогональ-
ным координатам мы нигде не обнаружили.

Выражение (25) получено в случае двухмерного преобразования, поэтому для 
него оператор Лапласа имеет довольно компактный вид. 

Стоит также заметить, что если использовать не преобразования (14), а орто-
гональные преобразования:

 

2 2

uv,
u v ,

2

x

y

=
−=  (26)

то, как легко проверить, оператор Лапласа будет [5]: 

 

⎛ ⎞∂ ∂Δ = +⎜ ⎟⎝ ⎠+ ∂ ∂

2 2

2 2 2 2 2
1 .

u v u v
 (27)

Из сравнения (25) и (27) видна не только их схожесть, но и принципиальная 
разница, отличающая ортогональные преобразования от не ортогональных. 
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Некоторые практические приложения римановой геометрии можно найти, 
например, в работах [6; 7]. 

Действие оператора Лапласа на контравариантный вектор
Рассмотрим теперь более сложную задачу. Пусть имеется некоторая непре-

рывная контравариантная векторная функция А, и нас интересует результат 
действия на неё оператора Лапласа, то есть вектор:
 = Δ .B A

Тогда его проекции на оси xi будут:

 ( )= Δ .iiB A  (28)

Чтобы вычислить это выражение, найдём вначале первую и вторую ковари-
антные производные от вектора A = (Ai). 

Для первой ковариантной производной имеем:

 
∂= = + Γ
∂, ,

i
i i i l
k k klk

AA B A
x

 (29)

где i
kB  – смешанный по индексам тензор второго ранга. 

Вторая ковариантная производная будет:

 
∂= + Γ − Γ
∂, .

i
ki i s s i

sk l ls k kll
BB B B
x

 (30)

Её легко найти, если представить тензор i
kB  в виде произведения контра-

вариантного M и ковариантного N векторов, то есть как = ,i i
kkB M N  и ис-

пользовать известные правила их дифференцирования ∂= + Γ
∂, ,

i
i i l
k klk

MM M
x  

∂= − Γ
∂, .i s

i k sikk
NN N
x

Подставляя в (30) определение (29) для тензора ,i
kB  немедленно получаем:

 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= + Γ − Γ = + Γ + Γ + Γ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂− Γ + Γ =⎜ ⎟⎝ ⎠∂

⎛ ⎞∂Γ∂ ∂ ∂ ∂= + Γ + Γ − Γ + + Γ Γ − Γ Γ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂= + Γ
∂ ∂

,

2

2

i i n
ki i s s i i s i n s

sk l ls k kl ks ln ksl l k k

i
n i s

nskl n

ii s s i
ksi i n i n i n s

nsks ls kl ln ks klk l l k n l

i
i
ksk l

B A AB B B A A
x x x x

A A
x

A A A A A
x x x x x x

A
x x

( )∂ Γ ∂+ − Γ +
∂ ∂ ∂

,
i ss ils n i s

kl klsl k n

AA A R A
x x x

 (31)
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где тензор кривизны Римана определён как:

 
∂Γ ∂Γ= − + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

.
i i
ks lsi i n i n

nskls ln ks kll kR
x x

 (32)

Сворачивая выражение (31) по индексам k, l с учётом явного выражения (32), 
мы приходим к следующему результату:

 
( )

( )
⎛ ⎞∂Γ∂ ∂ ∂Δ = + Γ − Γ + + Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ∂ ⎠∂

2

2 2 .
ii s ii ksi n i n i n s

nsks kk kn ks kkk n kk

A A A A
x x xx

A  (33)

Выделяя здесь оператор Лапласа в явном виде (см. выше и работу [5]), как: 

 ( )
∂ ∂Δ = − Γ

∂∂

2

2 ,n
kk ni xx

 (34)

получаем окончательно для вектора Bi выражение:

 
( ) ⎛ ⎞∂Γ∂= Δ = Δ + Γ + + Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟∂ ⎝ ∂ ⎠

2 .
isi ksi i i i n i n s

nsks kn ks kkk k
AB A A
x x

A  (35)

Действие оператора Лапласа на ковариантный вектор
Рассмотрим теперь другую задачу. Пусть имеется ковариантный вектор:

 = Δ ,C A

где A = (Ai), и нас интересует результат 

 ( )= Δ .i i
C A  (36)

Так же, как и в разделе 4, найдём предварительно первые две ковариантные 
производные от вектора A = (Ai). 

Для первой производной имеем:

 
∂= = − Γ
∂, ,i s

i k ik sikk
AA B A
x

 (37)

где Bik – ковариантный тензор второго ранга. 
Для второй ковариантной производной (представляя этот тензор в фактори-

зованном виде, как Bik = MiNk) получаем: 

 
∂= − Γ − Γ
∂, .ik s s

ik l sk isil kll
BB B B
x

 (38)

Подставляя в (38) определение (37) для тензора Bik, немедленно находим: 

 

∂ ∂ ∂ ∂= = − Γ − Γ − Γ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂Γ
+ Γ Γ + Γ Γ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

, , ,

.

i s s is s s
ik l i k l ik il klk l l k s

s
ikn s n s

sinil nk kl l

A A A AB A
x x x x x

A
x

 (39)
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Сворачивая это выражение по индексам k, l, получаем:

 

( )
⎛ ⎞∂Γ∂ ∂ ∂= − Γ − Γ + Γ Γ + Γ Γ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂

⎛ ⎞∂Γ∂= Δ − Γ + Γ Γ + Γ Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

2 2

2 .

s
i s i iks s n s n s

i sinik kk ik nk kkk s kk

s
s iks n s n s

i sinik ik nk kkk k

A A AC A
x x xx

AA A
x x

 (40)

Глядя на выражение (40), кажется, что оно справедливо только в ортогональ-
ной системе координат. Однако это не так. Действительно, в общем случае [8; 5] 
выражение (39) следует переписать в виде:

 

⎡ ∂ ∂∂ ∂= − Γ − Γ − Γ +⎢∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣
⎤⎛ ⎞∂Γ

+ Γ Γ + Γ Γ − ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎥⎦

2

, ,

.

p ps si ip s s s
k l pk pl klk l l k s

s
pkn s n s

pn spl nk kl l

A AA AA g
x x x x x

A
x

 (41)

Сворачивая это общее выражение по индексам k, l, приходим к интересующе-
му нас результату:

 

( )
( )

⎡ ∂ ∂∂⎢= Δ = − Γ − Γ +
⎢ ∂ ∂∂⎣

⎤⎛ ⎞∂Γ
+ Γ Γ + Γ Γ − ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎥⎦

2

2 2

.

i p psi ip s s
pk kkk sk

s
pkn s n s

pn spk nk kk k

A AAC g
x xx

A
x

A

 (42)

Опуская здесь индекс i, с помощью известного правила Ci = gimCm получаем:

 

( )
( )

( )

( )

⎡ ∂ ∂∂⎢= Δ = − Γ − Γ +
⎢ ∂ ∂∂⎣

⎤⎛ ⎞∂Γ
+ Γ Γ + Γ Γ − =⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎥⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞∂Γ∂ ∂∂⎢ ⎥= δ − Γ − Γ + Γ Γ + Γ Γ − =⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂⎣ ⎦
∂ ∂ ∂= − Γ − Γ

∂∂

2

2

2

2

2

2

2

2

2

m p psmp s s
i im im pk kkk sk

s
pkn s n s

pn spk nk kk k

s
p p pksi s s n s n s

p pn spk kk pk nk kkk s kk

i s is s
ik kkkk

A AAC g g g
x xx

A
x

A AA A
x x xx

A A A
xx

A

⎛ ⎞∂Γ
+ Γ Γ + Γ Γ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂Γ∂= Δ − Γ + Γ Γ + Γ Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
2 .

s
ikn s n s

sinik nk kks k

s
s iks n s n s

i sinik ik nk kkk k

A
x x

AA A
x x

 (43)

Сравнивая (43) с формулой (40), мы видим их полную тождественность. 
Однако, если сравнить (43) с (35), то можно увидеть и весьма существенную 
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разницу между ними. Действительно, в общем случае векторы Bi = (ΔA)i и 
Ci = (ΔA)i, как и должно быть, не совпадают. 

Рассмотрим теперь такое выражение:

 = s
i isA g A

и найдём от него ковариантную производную второго порядка. 
В силу леммы Риччи, согласно которой ковариантная производная от метри-

ческого тензора равна нулю, то есть gik,l = 0, имеем:
⎡ ∂ ∂ ∂ ∂= + Γ + Γ − Γ +⎢∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣

⎤⎛ ⎞∂Γ
+ + Γ Γ − Γ Γ =⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎥⎦

∂ ∂ ∂ ∂= + Γ + Γ − Γ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂Γ⎛ ⎞+ − Γ + Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

2

, ,

2

.

s n n s
s s n

i k l is kn ln klk l l k n

s
kpp s n n s

npln kp kll

s s s s
n

is iks ils is klk l l k n

inikss n n n
iln insks ks kll l

A A A AA g
x x x x x

A
x

A A A Ag g
x x x x x

gA
x x

Но поскольку ∂ = Γ + Γ
∂

,in
inl nill

g
x

 то отсюда следует, что

 
( )

∂ ∂ ∂ ∂= + Γ + Γ − Γ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂Γ⎛ ⎞+ − Γ Γ + Γ + Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂

2

, ,

s s s s
n

i k l is iks ils is klk l l k n

ikss n n n
inl nil iln insks ks kll

A A A AA g g
x x x x x

A
x

 (44)

Сворачивая выражение (44) по индексам k, l, получим выражение:

 

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Δ + Γ + − Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂, , 2 ,
s

ikss s n n
i k k is iks nik insks kkk k

AA g A A
x x

 (45)

где введено сокращённое обозначение для обычного оператора Лапласа соглас-
но (4).

Совершенно ясно, что, с целью введения правильного оператора Лапласа в 
криволинейных координатах, нам необходимо привести в соответствие друг с 
другом формулу (45) и формулу (40), которую запишем в виде:

 

⎛ ⎞∂Γ∂= Δ − Γ + Γ Γ + Γ Γ −⎜ ⎟∂ ⎝ ∂ ⎠
2 .

s
s iks n s n s

i i sinik ik nk kkk k
AC A A
x x

 (46)

Взяв среднее арифметическое от формул (45) и (46), получаем искомое общее 
определение для вычисления результата действия оператора Лапласа на ковари-
антный вектор в произвольной криволинейной системе координат:
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( ) ⎛ ⎞Δ + Δ Γ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + Γ − Γ − + +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂Γ∂Γ⎛ ⎞+ − Γ Γ − Γ Γ + Γ Γ + Γ Γ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ⎝ ∂ ⎠

2 2

.
2 2

s ss p
is i s ikks

isk ipiki k k s s

ss
isk s ikn n n s n s

isn nsk inkk ik ik nk kkk k

g A A A A A Ag
x x x x

A A
x x

A

 (47)

В случае же ортонормированного базиса, в котором, как мы знаем [5], выпол-
няются соотношения:

 Γ = Γ = = δ, , ,i i
ikl i ik ikkl A A g  (48)

имеем:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
.

2

s
i isk siki k

s
isk sik nkk sin isn nik snk nskk

AA
x

A
x

A

 (49)

Формула (49) и является той замечательной формулой, о которой почему-то 
в [1; 2; 8; 9], к сожалению, даже не упоминается. Между тем эта формула являет-
ся основной при вычислении результата действия оператора Лапласа на любую 
векторную функцию и в любой (а не только в сферической и цилиндрической) 
ортонормированной системе координат. 

Что же касается формулы (47), то она является обобщением действия опера-
тора Лапласа на любую векторную функцию для произвольной криволинейной 
системы координат. 

Посмотрим теперь, как «работает» формула (49) в сферической и цилиндри-
ческой СК, и начнём со сферической СК.

Оставляя лишь не нулевые символы Кристоффеля благодаря таблице, приве-
дённой, скажем, в [5], согласно которой:

 

θ
θθ ϕϕ ϕϕ θϕϕ ϕϕθθ

θ θ
θ θ θθ θ θ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕθϕ ϕϕθ ϕθ θϕ

Γ = Γ = − Γ = Γ = − Γ = Γ =

θ= − Γ = Γ = Γ = Γ =

θΓ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ =

1 1, ,

1, ,

1 , .

r r
r r

r r r r

r r r r

r r
ctg

r r
ctg

r r
 (50)

В соответствии с (49) для проекции на орт er сферического единичного базиса  
(er, eθ, eϕ) имеем:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

s
r rsk srkr k

s
rsk srk nkk srn rsn nrk snk nskk

r r r r r

AA
x

A
x

AAA
x x

ϕθ
θθ θ θ ϕϕ ϕ ϕθ ϕ

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂∂= Δ + Γ − Γ + Γ − Γ +

∂ ∂

A
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

.
2

r
r r r r r r

r r r r r

r r r r r

A

A
x

A
x

θ θ θθ θ θ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

θ
θθ θ θ θϕϕ θ θ θθ ϕ ϕ θϕϕ ϕθϕθ

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕθθ ϕ ϕ ϕϕ θ θ ϕθθ θϕθϕ

⎡ ⎤+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎣ ⎦

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

Подставляя сюда символы Кристоффеля из (50) и частные дифференциалы 
рассматриваемого нами ортонормированного базиса:

 
θ ϕ∂ = ∂ = θ ∂ = θ ϕ, , sin ,rx dr x rd x r d  (51)

окончательно находим:

 

( )
( )

ϕ θθ

θ ϕ

∂ θ∂Δ = Δ − − − − =
∂θ θ ∂ϕ

⎛ ⎞∂ θ ∂
= Δ − + +⎜ ⎟θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠

2 2 2 2

2

22 2 2
sin

sin2 1 1 .
sin sin

r
rr

r r

A ctg AA AA
r r r r

A AA A
r

A

 (52)

Далее, для проекции на орт eθ получаем:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

θ θ θθ

θ θ θ θ θ

ϕ
θ θ θ θθ θϕϕ ϕθϕθ ϕ

θ θ θθ θϕϕ θθ θ θ ϕθϕ ϕϕ ϕ ϕθ

θ
θθ θ θ θθ ϕθθ θϕθ ϕθθ ϕθ

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂∂= Δ + Γ − Γ + Γ − Γ +

∂ ∂
∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ

2

2

2

s
sk s k k

s
sk s k nkk s n sn n k snk nskk

r
r r

r
r r r r r r

r r r

AA
x

A
x

AAA
x x

A
x

A

A

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ϕ θϕϕ ϕθϕ

ϕ
θϕθ ϕθθ θϕϕ ϕθϕ θϕϕ ϕθθ θϕθθ ϕ

ϕθθ ϕθϕ θϕϕ θθϕ ϕθϕ θϕϕ

⎡ ⎤Γ − Γ +⎣ ⎦

∂ ∂⎡+ Γ − Γ + Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢∂ ∂⎣
⎤+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ ⎦

2
.

A
x x

Подставляя сюда отличные от нуля значения символов Кристоффеля согласно 
(50) и частные дифференциалы из (51), находим:

 
( ) ϕ θ

θθ

∂θ∂Δ = Δ + − −
∂θ θ ∂ϕ θ2 2 2 2

22 .
sin sin

r ActgA AA
r r r

A  (53)

Наконец, проекция на орт eϕ даёт:
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

θ θ
ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕθθ θϕθ ϕθϕ θϕϕϕ θ ϕ

ϕ ϕ ϕϕ ϕθθ ϕϕ ϕ ϕ θϕθ θθ θ θϕ

θ
ϕθθ θϕθθ

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂ ∂ ∂= Δ + Γ − Γ + Γ − Γ + Γ − Γ +
∂ ∂ ∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂ ∂+ Γ − Γ +

∂

2

2

2

s
sk s k k

s
sk s k nkk s n sn n k snk nskk

r
r r

r
r r r r r r

AA
x

A
x

A A AA
x x x

A
x

A
x

A

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

ϕθϕ θϕϕ θϕϕ θϕθ ϕθθϕ

ϕθθ θϕϕ ϕθϕ ϕϕθ θϕθ ϕθθ

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ θϕθ ϕθθ θϕθ θϕϕ ϕθϕ θϕϕ

⎡ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢ ∂⎣
⎤+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎦

⎡ ⎤+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ⎣ ⎦ .
2 r r r

x

A

Подставляя сюда (50) и (51), будем иметь:

 
( ) ϕθ

ϕϕ

θ∂ ∂Δ = Δ + + −
θ ∂ϕ θ ∂ϕ θ2 2 2 2

22 .
sin sin sin

r ActgA AA
r r r

A  (54)

Здесь, напомним ещё раз, обычный оператор Лапласа в сферической системе 
координат есть:

 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = + θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ

2
2

2 2 2 2 2
1 1 1sin .

sin sin
r

r r r r r
 (55)

Собирая формулы (52), (53) и (54) воедино, получаем:

 
( ) ( )θ ϕ⎛ ⎞∂ θ ∂
Δ = Δ − + +⎜ ⎟θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠2

sin2 1 1 ,
sin sinr rr

A AA A
r

A  (56)

 
( ) ϕ θ

θθ

⎛ ⎞∂θ∂Δ = Δ + − −⎜ ⎟∂θ θ ∂ϕ θ⎝ ⎠2 2
2 ,

sin 2sin
r ActgA AA

r
A  (57)

 
( ) ϕθ

ϕϕ

⎛ ⎞∂ ∂Δ = Δ + + θ −⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂ϕ θ⎝ ⎠2
2 .
sin 2sin

r AA AA ctg
r

A  (58)

Сравнивая проекции (54)–(56) с формулами, приведёнными, например, в мо-
нографии [8; с. 615], мы видим их полное совпадение. 

Рассмотрим теперь ещё один пример. Пусть имеется цилиндрическая система 
координат, в которой отличные от нуля символы Кристоффеля есть:

 
1 1, ,r r rr rϕϕ ϕ ϕ ϕϕΓ = − Γ = Γ =  (59)

а частные дифференциалы:
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ϕ∂ = ∂ = ϕ ∂ =, , .r zx dr x rd x dz  (60)

Используя формулу (49) для проекций вектора A на ортонормированный еди-
ничный базис er, eϕ, ez находим для проекции на er:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂

= Δ + Γ − Γ +
∂
∂⎡ ⎤+ Γ Γ − Γ + Γ − Γ⎣ ⎦ ∂

2

2 2

s
r rsk srkr k

s
rsk srk nkk srn rsn nrk snk nskk

r r r

r
r r r r r

AA
x

A
x

AA
x

AA
x

A

Подставляя сюда (59) и (60), получаем:

 
( ) ϕ∂
Δ = Δ − −

∂ϕ2 2
2 .r

rr
A AA

r r
A  (61)

Для проекции на орт eϕ  находим с помощью (49), оставляя лишь ненулевые 
символы Кристоффеля:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕϕ ϕ

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂ ∂= Δ + Γ − Γ + Γ − Γ +
∂ ∂

+ Γ Γ − Γ

2

2

2

s
sk s k k

s
sk s k nkk s n sn n k snk nskk

r r
r r r r

r r r

AA
x

A
x

A AA
x x

A

A

Подставляя сюда (59) и (60), будем иметь окончательно:

 
( ) ϕ

ϕϕ

∂Δ = Δ + −
∂ϕ2 2

2 r AAA
r r

A  (62)

Наконец, для проекции на орт ez сразу же находим:

 ( )Δ = Δ .zz AA  (63)

Собирая теперь (61)–(63) воедино, имеем:

 

( )

( )
( )

ϕ

ϕ
ϕϕ

∂⎧ Δ = Δ − −⎪ ∂ϕ⎪
∂⎪ Δ = Δ + −⎨ ∂ϕ⎪

⎪ Δ = Δ
⎪
⎩

2 2

2 2

2 ,

2 ,

.

r
rr

r

zz

A AA
r r

AAA
r r

A

A

A

A  (64)
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В заключении к этому разделу ещё раз подчеркнём, что все вычисления будут 
нами вестись только в ортонормированных базисах. 

Двухмерная ортогональная параболическая система координат
В качестве ещё одного весьма полезного приложения формулы (49) рассмо-

трим такой пример. Пусть имеется двухмерное ортогональное преобразование 
вида:

 

=⎧
⎪
⎨ −=⎪⎩

2 2

uv,
u v .

2

x

y
 (65)

Тогда метрика в переменных u, v будет:

 ( )( ) ( ) ( )= + + = ∂ + ∂
2 22 2 2 2 2 u vu v u v ,dl d d x x  (66)

где частные дифференциалы:

 ∂ = + ∂ = +u 2 2 v 2 2u v u, u v v .x d x d  (67)

С помощью алгоритма, изложенного в [5] и немного выше, отличные от нуля 
символы Кристоффеля первого и второго рода есть:

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = −
+ + +

Γ = Γ = − Γ = Γ = Γ = Γ =
+ +

Γ = Γ = Γ = Γ =
+

u v u
uuu uu vvv vv uvv vv3 3 3

2 2 2 2 2 22 2 2

v u u
vuu uu uuv uvu uv vu3 3

2 2 2 22 2

v v
vvu vuv vu uv 3

2 2 2

u v u, , ,
u v u v u v

v v, ,
u v u v

u .
u v

 (68)

Найдём проекции оператора Лапласа, действующего на некоторую векторную 
функцию A (неважно при этом ковариантный он или контравариантный, по-
скольку речь идёт об ОНСК), на единичные орты eu и ev в этом случае. Согласно 
(49), имеем:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
.

2

s
i isk siki k

s
isk sik nkk sin isn nik snk nskk

AA
x

A
x

A

Откуда проекция на орт eu будет:
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

∂Δ = Δ + Γ − Γ +
∂

∂⎡ ⎤+ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂ ∂= Δ + Γ − Γ + Γ − Γ +
∂ ∂

⎡ ⎤+ Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎣ ⎦

∂ ∂⎛+ Γ − Γ + Γ − Γ + Γ + Γ Γ − Γ⎜⎝ ∂ ∂

u u uu

u u u u u

v v
u uvu vuu uvv vuvu v

u
vuu uvu vuu vuv uvv vuv

v
uvu vuu uvv vuv uuu uvv vuu uu v

2

2

2

s
sk s k k

s
sk s k nkk s n sn n k snk nskk

AA
x

A
x

A AA
x x

A

A
x x

A

( )
( )( ) ( ) ( ))

+

+ Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ + Γ Γ − Γ

vu

vuu vvv vuv uvv uuu vuu uvu uuv vuv uvv .  (69)

Подставляя сюда (67) и (68), найдём:

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

⎡ ⎤∂ ∂ ⎢ ⎥Δ = Δ + − + − − +
⎢ ⎥∂ ∂+ + + +⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟+ − − +⎜ ∂ ∂ ⎟+ + ⎠⎜ + +⎝

2 2
v v u

u 2 2 3 3u 2 2 2 2 2 2 2 2

v
3 3 3 3u v 2 2 2 22 2 2 22 2

2 v 2u 2 v 2u
u v 2u v u v u v u v

2 v 2u 2uv 2 vu .
2 u v u vu v u v

A A AA

A
x x

A

Или, окончательно:

 
( )

( )
∂ ∂⎛ ⎞Δ = Δ + − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂+

v v
u u2u 2 2

2 v u .
u vu v

A AA AA  (70)

Аналогично, с помощью (49) получаем проекцию и на орт ev. Её легко найти 
благодаря простой замене u → v, v → u в формуле (70), то есть:

 
( )

( )
∂ ∂⎛ ⎞Δ = Δ + − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂+

u u
v v2v 2 2

2 u v .
v uu v

A AA AA  (71)

В соответствии с определением (4) и частными дифференциалами (67) опера-
тор Лапласа определяется согласно формуле:

 ( ) ( ) ( )
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Δ = + = +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂+∂ ∂

2 2 2 2

2 2 2 22 2u v

1 .
u vu vx x

 (72)

Таким образом, воспользовавшись явным выражением для оператора Лапласа 
(72), будем иметь из решений (70) и (71):

 
( ) ( ) ( )

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂+ +

2 2
u u v v

u2u 2 22 2 2 2

1 2 v u ,
u v u vu v u v

A A A A AA  (73)
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( ) ( ) ( )

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂+ +

2 2
v v u u

v2v 2 22 2 2 2

1 2 u v .
u v v uu v u v

A A A A AA  (74)

Задача о кручении цилиндра в условиях его нагрева
В качестве практического приложения приведённых выше формул вычислим 

деформацию упруго-деформируемого цилиндра в условиях его бокового круче-
ния, когда крутящий момент направлен строго вдоль его оси z, при дополнитель-
ном условии, когда он ещё и нагревается благодаря приложенному в радиальном 
по отношению к оси цилиндра градиенту температуры. Считаем, что нижний 
конец цилиндра жёстко закреплён. 

Согласно основному уравнению статической теории упругости [3], описыва-
ющему пространственное распределение вектора деформаций u при учёте те-
плового эффекта, имеем:

 

ρ βΔ + = − ∇ +
− σ μ μ μ
1 ,

1 2
Kgraddiv Tg fu u  (75)

где σ – коэффициент Пуассона, ρ – плотность материала, ( )2 1
Eμ = −
− σ

 модуль 

сдвига, E – модуль Юнга, g –  ускорение силы тяжести, ( )= −
− σ3 1 2
EK  коэффи-

циент всестороннего сжатия (растяжения), ∂⎛ ⎞β = −⎜ ⎟⎝ ⎠∂
1

S

V
V T

 коэффициент тепло-

вого расширения, T – температура, V –  объём тела, S – энтропия, f – объёмная 
сила. 

Для того, чтобы найти теперь проекции уравнения (75) на ортонормирован-
ный базис er, eϕ, ez цилиндрической системы координат, нам следует воспользо-
ваться общими выражениями для оператора Лапласа в соответствии с форму-
лами (64). Легко заметить, что второе слагаемое в левой части уравнения (75) 
также представляет собой вторую ковариантную производную, но в отличие 
от выражения (44), его следует вычислять несколько иначе. Действительно, по-
скольку операция дифференцирования в этом случае представляет собой на-
хождение градиента от скаляра, то предварительно запишем общее выражение 
для ковариантной производной от некоторого произвольного вектора A. Имеем, 
считая этот вектор ковариантным:

 
∂= − Γ
∂, .i s

i k sikk
AA A
x

Сворачивая его по индексам i, k, находим:

 
∂= − Γ
∂, .k s

k k skkk
AA A
x
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Записав от этого выражения градиент, получаем:

 
∂Γ∂ ∂ ∂= − Γ −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
, .

s
k k k s kks

skki k i i i
A A A A
x x x x x

 (76)

С другой стороны, поскольку:

 = ,s
i isA g A

то, взяв ковариантную производную от этого выражения с учётом леммы 
Риччи, согласно которой gik,l, имеем:

 

⎛ ⎞∂ ∂= = + Γ = + Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂, , .
s s

s s l l
i k is is is iklk klk k

A AA g A g A g A
x x

Сворачивая это выражение по i, k, получаем:

 
∂= + Γ
∂, .

s
l

k k ks kklk
AA g A
x

 (77)

Выполнив для него операцию градиента, приходим к формуле:

 
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ= + + Γ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
, .

s s l
ksk k kkl l

ks kkli k i i k i i
gA A A Ag A

x x x x x x x
 (78)

Поскольку:

 
∂ = Γ + Γ
∂

,ks
ksi skii

g
x  

то из (78) следует, что:

 
( )∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ= + Γ + Γ + Γ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
, .

s s s
k k kks s

ks ksi ski kksi k i k i i
A A A Ag A
x x x x x x

 (79)

Но выражения (76) и (79) должны быть равны. Поэтому взяв от них среднее 
арифметическое, имеем окончательную формулу для операции graddiv, справед-
ливую в любой криволинейной системе координат:

 

( )

( )

2 21 1
2 2

1 .
2

ss
k kks kks

ks si k i k i i i

s s
s s

ksi ski kks kkk i i

A AgraddivA g A A
x x x x x x

A A A
x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂Γ∂ ∂ ∂Γ= + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ∂ ∂ ⎠
⎡ ⎤∂ ∂ ∂+ Γ + Γ + Γ − Γ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (80)

В случае ортонормированной СК, благодаря равенствам Γ = Γ ,i
iklkl  Ai = Ai, 

gik = δik, получаем из (80):

 

( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂⎡ ⎤= + Γ + Γ + Γ − Γ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∂Γ ∂Γ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

2 1
2

1
2

k s s
ksi ski kks skki k i k i

kks skk
si i

A A Agraddiv
x x x x

A
x x

A

 (81)
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В случае рассматриваемой нами цилиндрической системы координат из об-
щего выражения (81), если подставить в него символы Кристоффеля согласно 
(59) и дифференциалы из (60) для проекции на орт er, будем иметь:

 

( )

( )

ϕ ϕ

ϕ

∂ ∂∂ ∂ ∂= + + + − − =
∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϕ ∂⎝ ⎠

22 2

2 2 2
1 1 1

1 1

r z r r
r

z
r

A AA A A Agraddiv
r r r z r r r r r

A ArA
r r r r z

A

 (82)

Для проекции на орт eϕ найдём:

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕϕ

∂ ∂ ∂ ∂= + Γ − Γ + Γ − Γ − Γ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂Γ⎡ ⎤+ Γ + Γ − − Γ Γ + Γ − Γ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∂ ∂ ∂= + Γ − Γ + Γ − Γ +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ Γ − Γ − Γ −

∂ ∂

2

2

1 1
2 2

2 2
2

1 1
2 2

1
2

k s s k
ksk skk ks s k s kk k s

s skk
ks s k n k ksn nsk snkk

k r r
r r r rk

r r rr r

A A A Agraddiv
x x x x x

A
x x

A A A
x x x x

A A
x x

A

( )

( ) ( ) ( )

ϕϕ ϕ

ϕϕ
ϕ ϕ ϕϕϕ ϕ

ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ

∂Γ +
∂

∂Γ⎡ ⎤∂+ Γ + Γ − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∂⎡ ⎤+ Γ + Γ − Γ Γ − Γ − Γ Γ − Γ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

2
2

.
2

r
r

rr
r r

r r r r r r r rr

A
x

A
x x

A
x

Подставляя сюда определения (59) и дифференциалы (60), приходим к иско-
мому результату:

 

( )
( )

ϕ
ϕ

ϕ

∂∂ ∂ ∂= + + + =
∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ϕ
⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂= + +⎜ ⎟∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂⎝ ⎠

22 2

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 .

r z r

r z

AA A Agraddiv
r r r r z r

rA A A
r r r r z

A

 (83)

Наконец, проекция на орт ez даёт:

 

( ) ( )

( )

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕϕϕ
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Подставляя сюда (59) и (60), получим:
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ϕ

ϕ
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 (84)
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То есть, результаты (82)–(84) имеют тот традиционный вид, который и должен 
у них быть. 

С учётом всего сказанного в соответствии с (49) и (79) уравнение (75), запи-
санное в произвольной ортонормированной системе координат, должно иметь 
следующий вид:

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

∂ ∂⎡Δ + Γ − Γ + Γ − Γ + Γ Γ − Γ +⎢∂ ∂⎣
⎤+ Γ Γ − Γ +⎦

⎧ ∂ ∂ ∂ ∂+ + Γ − Γ + Γ − Γ − Γ +⎨− σ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩
⎫∂ ∂Γ⎡ ⎤+ Γ + Γ − − Γ Γ + Γ − Γ =⎬⎢ ⎥∂ ∂ μ⎣ ⎦⎭

2

2

1 1 1
1 2 2 2

2 2 .
2

s s
i isk sik isk sik nkk sin isnk k

nik snk nsk

k s s k
ksk skk ksi sik sikk i i k s

is skk
ksi sik nik ksn nsk snkk i

u uu
x x

u u u u
x x x x x

fu
x x

 (85)

где под объёмной силой fi подразумевается сумма всех объёмных сил, действую-
щих на выделенный элемент объёма. 

Таким образом, с учётом (64), (82) и (84), уравнения приводятся к виду:

 
( )ϕ ϕ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂Δ − − + + + =⎜ ⎟∂ϕ − σ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ μ⎝ ⎠2 2

2 1 1 1 ,
1 2

rr z
r r

u u fu uu ru
r r r r r r z  (86)

 

( )ϕ ϕ ϕ
ϕ

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂Δ + − + + + =⎜ ⎟∂ϕ − σ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ μ⎝ ⎠2 2
2 1 1 1 1 ,

1 2
rr zruu u fu uu

r r r r r r z
 (87)

 

ϕ⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂Δ + + + + =⎜ ⎟− σ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ μ⎝ ⎠
1 1 .

1 2
zz r r

z
u fu u uu

z z r r r
 (88)

С помощью уравнений (86)–(88) можно приступать теперь к решению нашей 
задачи, в которой на цилиндр действует крутящий момент M, приложенный к 
его боковой поверхности, и действующий по касательной к ней. При этом будем 
предполагать, что нас интересует распределение деформаций вдали от его ниж-
него закреплённого торца. 

Чтобы найти объёмную силу f, возникающую благодаря этому кручению, 
поступим следующим образом. Поскольку момент сил, приложенных к боко-
вым поверхностям цилиндра, вычисляемый относительно оси цилиндра есть 
M = [F × R], где R – радиус цилиндра, а F – сила, приложенная к его боковой по-
верхности, то в скалярном виде это равенство можно представить как гранич-
ное условие:

 
ϕ = .zMF

R
Поэтому объёмная сила, отнесённая к единице объёма, будет:
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ϕ = =

π 3 ,z zM Mf
VR R h

 (89)

где h – длина цилиндра. 
Предполагая, что момент Mz может действовать на любую внутреннюю об-

ласть, которую можно представить в виде некоторого виртуального цилиндра 
радиуса r, то его зависимость от расстояния r можно записать как:

 
( )

3

3 .z z
rM r M
R

=  (90)

Это означает, что объёмная сила должна меняться по закону:

 
( )ϕ =

π

2

5 .z
rf r M
R h

 (91)

С помощью системы уравнений (86)–(88), при условии, что имеется нагрузка 
только в виде крутящего момента, силы тяжести и градиента температуры, при-
ложенного перпендикулярно к оси цилиндра, легко прийти к следующей систе-
ме уравнений:
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 (92)

Оператор Лапласа в цилиндрических координатах имеет вид:

 

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ϕ ∂

2 2

2 2 2
1 1 .r
r r r r z

 (93)

В силу аксиальной симметрии задачи вектор деформаций можно искать в 
виде:

 ( ) ( ) ( )( )ϕ= , , .r zu r u r u zu  (94)

В результате, с учётом только радиальной части оператора Лапласа (93), из 
(92) следует весьма компактная система уравнений:
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 (95)

Из нижнего уравнения прямым интегрированием немедленно находим:

 

( )
( )

ρ − σ
=

μ − σ

21 2
,

4 1z
g z

u  (96)

где обе константы интегрирования положены равными нулю. 
Из верхнего уравнения в (92) методом вариации постоянных получаем:

 
( )= + − − + ∫2 2

1 0 ,
2 2r

C ar a dTu C r T T r dr
r r dr

 (97)

где параметр ( )
( )

β − σ
=

μ − σ
1 2

,
2 1

K
a  а T0 – температура поверхности цилиндра. 

Полагая, согласно [3], 

 ( ) ( )μ = =
− σ − σ

, ,
2 1 3 1 2

E EK

найдём, что β= .
3

a

В силу конечности решения в нуле, следует считать, что C2 = 0. Интегрируя 
последнее слагаемое по частям и предполагая, что на границе радиальное сме-
щение отсутствует, то есть: 

 = = 0,r r Ru  
означающее, что C1 = 0, немедленно приходим к искомому решению:

 
( )β= −∫ 0 .

3

R

r
r

u r T T dr
r

 (98)

Второе уравнение в системе (95) также легко решается методом вариации по-
стоянных, и в результате мы приходим к такому ответу:

 
ϕ = + +3 4

3 4 ,
4
bu C C r r  (99)

где 
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=

πμ 5 .zMb
R h

 (100)

Из условия ϕ =
=0 0ru  следует, что C3 = 0. Задавая второе граничное условие в 

виде:

 ϕ =
= 0 ,r Ru u  (101)

приходим к ответу:

 

( )
ϕ

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

3 3

0 .
4

br r Rru u
R

 (102)

Найденные решения (96), (98) и (102) были иллюстрирующим примером при-
менения метода ковариантного дифференцирования к конкретной физической 
задаче. 

Заключение
В заключение отметим: 
1. Благодаря предложенному алгоритму вычислений легко находятся симво-

лы Кристоффеля, автоматически обладающие правильной геометрической раз-
мерностью. При этом введение коэффициентов Ламе, как это делается во всех 
учебниках по тензорному исчислению, является абсолютно лишним.

2. Приведены общие выражения для проекций оператора Лапласа, действую-
щего на ковариантную и контравариантную векторные функции.

3. Показано, что проекции векторов (ΔA)i и (ΔA)i в ортонормированных ба-
зисах совпадают. В качестве справки приводится их подробное вычисление в 
сферических, цилиндрических и в параболических координатах. 

4. На примере конкретной задачи теории упругости, решение которой мы не 
обнаружили в оригинальных источниках, продемонстрирована процедура по-
добного рода вычислений. 

Статья поступила в редакцию 20.05.2019 г.
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141701, Московская область, г. Долгопрудный, Институтский переулок, д. 9, 

Российская Федерация

Аннотация. Впервые для развития возможностей метода горизонтальной направленной 
кристаллизации (ГНК) по расширению химических классов выращиваемых кристаллов 
создана высокотемпературная установка синтеза галоидных соединений. Основным 
элементом установки является графитовый тепловой узел, впервые разработанный для 
выращивания фторсодержащих монокристаллов методом ГНК. Для оценки работоспо-
собности установки и выявления температурных особенностей проведения кристалли-
зационного процесса комплекс исследований включал математическое моделирование 
процессов гидродинамики, тепло- и массопереноса внутри графитового теплового узла, 
а также между ним и кристаллизационным аппаратом. Для численных расчётов исполь-
зовались усреднённые по Рейнольдсу уравнения Навье-Стокса и модифицированный за-
кон Стефана-Больцмана для не абсолютно чёрного тела. Экспериментально определены 
температурные интервалы тепловой инерционности и установления термодинамического 
равновесия в тепловом узле ростовой установки вплоть до температур выше 1500 °С. 
Знание величин этих температурных параметров необходимо для предупреждения само-
произвольного перегрева расплава в процессе выращивании кристаллов фторидов.

Ключевые слова: графитовый тепловой узел; теплоперенос; тепловая инерция; термо-
динамическое равновесие; теплозащитное покрытие, метод конечных элементов
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Abstract. We report the development of a high-temperature installation for the synthesis of 
halide compounds to improve the capabilities of the method of horizontal directed crystallization 
(HDC) that makes it possible to expand the chemical classes of crystals grown. The main 
element of the facility is a graphite thermal unit, developed for growing fluorine-containing 
single crystals for the first time by the HDC method. To assess the installation operability and to 
identify the temperature features of the crystallization process, the research complex included 
mathematical modeling of the processes of hydrodynamics, heat and mass transfer inside 
the graphite thermal unit, as well as between it and the crystallization apparatus. Numerical 
calculations relied on Reynolds-averaged Navier‒Stokes equations and a modified Stefan‒
Boltzmann law used for a not absolutely black body. The temperature ranges of thermal inertia, 
as well as the establishment of the thermodynamic equilibrium in the thermal unit of the growth 
facility up to temperatures above 1500 °C, were experimentally determined. Knowledge of the 
values of these temperature parameters is necessary to prevent spontaneous overheating of the 
melt during the growth of fluoride crystals.

Keywords: graphite thermal unit, heat transfer, thermal inertia, thermodynamic equilibrium, heat 
insulation coating, finite element method

Введение
Метод ГНК был разработан исключительно для синтеза оксидных кристаллов, 

главным образом, лейкосапфира в вольфрам-молибденовых узлах [1; 2]. Данная 
работа посвящена развитию метода горизонтальной направленной кристалли-
зации (ГНК) по выращиванию крупногабаритных монокристаллов фторидов в 
графитовом тепловом узле. На рис. 1 показана разработанная конструкция гра-
фитового теплового узла, который вставляется в стальную водоохлаждаемую 
рубашку (СВР) кристаллизационной установки по выращиванию кристаллов 
методом ГНК. 

Рис. 1. Модель графитового теплового узла в сборе.

В данном узле имеется высокотемпературный модуль с градиентным участ-
ком кристаллизации (1), из которого растущий кристалл попадает в модуль ох-
лаждения (2) для последующего отжига, что важно для получения оптически 
совершенных фторидных и других галоидных кристаллов без дополнительного 
послеростового отжига.
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Актуальность использования технологии выращивания фторидов по методу 
ГНК связана с тем, что монокристаллы этих соединений являются важными оп-
тическими материалами с окном прозрачности в широком спектральном диа-
пазоне [3] и перспективными матрицами для кристаллических лазеров [4–8] и 
сцинтилляторов [9–12]. Для создания мощных лазерных систем и эффективных 
электромагнитных калориметров необходимы широкоформатные детекторы и 
соответственно крупногабаритные объёмные кристаллы с большой площадью 
[2; 13]. В исследовательскую программу НИЦ «Курчатовский институт» по син-
тезу кристаллов для эффективных γ-детекторов включены работы по получению 
объёмных высокоапертурных монокристаллов CeF3 размером до 250х330х40 мм 
для экспериментов в области физики высоких энергий. Кристаллы такого раз-
мера общепринятым методом выращивания фторидов по Бриджмену получить 
невозможно. Кристаллы CeF3 по световому выходу, радиационной стойкости 
на порядок превосходят кристаллы PbWO4, которые сейчас используются в де-
текторах Большого адронного коллайдера (БАК), а по своему быстродействию 
(23 нс) практически не уступают последним.

В целях проведения теоретических исследований, касающихся тепло- и мас-
сопереноса в конструкции графитового теплового узла, а также его взаимодей-
ствия с СВР кристаллизационной установки, сделана попытка выполнить ком-
пьютерное моделирование и анализ теплообмена внутри графитового теплового 
узла, гидродинамических процессов, протекающих в проточной части СВР, кон-
вективного теплообмена СВР с окружающей атмосферой.  

В качестве объектов исследований были выбраны температурные модули 
теплового узла, отвечающие за получение кристалла [10; 14]. Для моделиро-
вания тепловых процессов в указанных объектах использовалась программа 
SolidWorks Flow Simulation. 

С целью изучения реальной динамики развития тепловых процессов внутри 
графитового теплового узла, которые оказывают влияние на температурные 
особенности протекания процесса выращивания кристаллов, были проведе-
ны высокотемпературные исследования. Экспериментально определены такие 
важные параметры, оказывающие влияние на процесс кристаллизации, как те-
пловая инерционность графитового узла и установления термодинамического 
равновесия в нём вплоть до температур выше 1500 °С, характерных для области 
плавления практически всех галоидных кристаллов. 

Результаты и их обсуждение
Моделирование процессов теплопереноса в тепловом узле
Во внутреннем пространстве кристаллизационного аппарата на поверхностях 

графитового узла и окружающей его СВР задаются условия, учитывающие два 
механизма теплообмена поверхностей. К ним относятся: радиационный тепло-
обмен с окружающими поверхностями и молекулярный перенос тепла от более 
нагретых деталей узла к менее нагретым деталям. 

Для расчёта скорости теплообмена за счёт излучения между абсолютно чёр-
ным телом и окружающей средой для реальных поверхностей закон Стефана-
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Больцмана должен быть подвергнут изменениям. Для не абсолютно чёрных 
поверхностей спектральная интенсивность излучения не подчиняется распре-
делению Планка и для испускаемого излучения характерны предпочтительные 
направления. 

Модифицированный закон Стефана-Больцмана для не абсолютно чёрного 
тела определяется соотношением: 

 ( )4 4 , s aQ A T T= ε × σ × × −излучение  (1)

где ε является коэффициентом излучения испускающей поверхности, опреде-
ляемым как отношение к излучению абсолютно чёрного тела, σ – постоянная 
Стефана-Больцмана, Ts – температура абсолютно чёрного тела, Ta – температура 
окружения, А – площадь излучающей поверхности.

В ситуациях, когда излучающие тела производят частичный обмен излучением, 
следует ввести понятие коэффициент видимости излучения (F). Коэффициент 
видимости излучения поверхности i в отношении поверхности j определяется 
как отношение энергии, испускаемой с поверхности i и непосредственно дости-
гающей поверхности j, к общему количеству энергии, покидающей поверхность 
i. Имея в виду такое определение, получаем, что чистый обмен излучением меж-
ду поверхностью площадью AI с температурой TI и некоторой поверхностью Aj с 
температурой Tj задаётся соотношением: 

 ( )4 4 ,i i ij i iQ A F T T= ε × σ × × −излучение  (2)

где Fij есть конфигурационный фактор поверхности i относительно поверхности 
j, εi – коэффициент излучения поверхности i.

В случаях, когда поверхности имеют разные коэффициенты излучения εi и εj, 
остаточный радиационный теплообмен задаётся следующей формулой:

 

−
= σ ×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞εε⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ε ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠

радиация

4 4

.
11 1

i j

ji

i i i ij j i

T T
Q

À À F F

 (3)

Перенос тепла подчиняется закону Фурье:

 
,dTQ K A

dx
⎛ ⎞= − × × ⎜ ⎟⎝ ⎠проводимости  (4)

где K – коэффициент теплопроводности.
Расчёты были выполнены в линейном приближении по методике [15] в мо-

дели, построенной в программном модуле Solid Works Flow Simulation [15–17] 
для распределения тепловой нагрузки на графитовую часть теплового узла в раз-
личных сечениях. В результате выполненных расчётов установлены изотермы 
температурного распределения в рабочем пространстве теплового узла, которые 
наглядно отражают существование участков роста и отжига кристаллов в кон-
струкции настоящего теплового узла.
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Экспериментальное исследование динамики тепловых процессов в 
графитовом узле

Кристаллизация методом ГНК предусматривает плавную протяжку тигля с 
шихтой сквозь нагревательный блок через температурное градиентное поле в 
холодную зону ростовой установки. Нагревательный блок в конструкции тепло-
вого узла состоит из двух плоских ленточных графитовых нагревателей, распо-
ложенных друг над другом, между которыми перемещается графитовый тигель 
(в форме лодочки) с шихтой из фторсодержащего материала (рис. 2).

Рис. 2. Тепловой узел в сборе. 1 – центральный модуль; 
2 – левое крыло; 3 – правое крыло.

В простейшей математической модели процессов внутреннего теплообмена 
для графитового теплового узла (далее объекта) при условии, что теплопере-
дача в окружающую среду ничтожно мала благодаря эффективной внутренней 
теплоизоляции ростовой установки уравнение теплового баланса для системы 
«нагреватель-тепловой узел-теплоизоляция» записывается в виде:

 
= +уз нагр изол ,Q Q Q  (5)

где ( ) ( )⎡ ⎤= − − Δ⎣ ⎦уз узQ CM T t T t t Q  – количество тепла, которое требуется для 

того, чтобы нагреть на температуру ( ) ( )− − Δ T t T t t  объект (тепловой узел) с 
массой M и удельной теплоёмкостью C за время Δt;

( ) ( )⎡ ⎤= λ − Δ⎣ ⎦уз ну Q T t T t t  – количество тепла, которое поступает за время Δt 

от нагревателя с температурой поверхности Tн(t) и с коэффициентом теплопере-
дачи «нагреватель-объект» λну.

( ) ( )⎡ ⎤= λ − Δ⎣ ⎦изол ну срQ T t T t t  – тепловые потери за время Δt за счёт теплопере-

дачи от объекта к теплоизоляции с температурой Tср(t) и с коэффициентом те-
плопередачи «объект-теплоизоляция» λуи. Температура в объекте описывается 
следующим уравнением:

 

( ) ( )⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ
+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ + μ + μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦0

, 
1 1
T t T tdT T

dt
ср н  (6)
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где τо = C M/(λуи + λну) – постоянная времени объекта с учётом эффектов те-
плопередачи с окружающей средой и нагревателем; μ = λну/λуи – коэффициент, 
показывающий насколько эффективней теплопередача «объект-нагреватель» по 
сравнению с теплопередачей «объект-теплоизоляция».

На рис. 3 показана кривая плавного инерционного нарастания температуры 
теплового узла при резком скачкообразном изменении температуры нагревате-
ля. Характерное время инерционного нарастания равно постоянной времени τо, 
которая определяется только свойствами объекта (теплоёмкостью С M) и усло-
виями теплообмена с окружающей средой λуи и λну.

Рис. 3. Графики изменения температуры узла и нагревателя.

Из уравнения (6) и рис. 3 следует, что большие масса и теплоёмкость делают 
тепловой узел более инерционным. Для стабилизации поддержания необходи-
мой температуры выращивания кристалла теплоёмкость узла должна быть зна-
чительно выше теплоёмкости синтезируемого материала. 

На рис. 4, 5 показаны зависимости изменения температуры от подаваемой 
мощности, соответственно для нижнего и верхнего нагревателей, полученные в 
результате высокотемпературных измерений.  

Рис. 4. Кривая тепловой зависимости нижнего нагревателя.
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Рис. 5. Кривая тепловой зависимости верхнего нагревателя.

Подъём температурных зависимостей нагревателей (рис. 4; 5), на участке 
800–1400 °С в большей степени связан с тепловой инерционностью при прогре-
ве системы «нагреватель-окружение» (см. табл. 1), но также своё влияние оказы-
вает полученная температурная зависимость роста удельного сопротивления ρ 
при тех же температурах, как показано на рис. 6. 

Рис. 6. Температурная зависимость изменения удельного 
сопротивления графитового нагревателя.

В таблице 1 представлены данные результатов изменения температуры на 
нижнем нагревателе в интервале 1020–1570 °С при трёх значениях мощностей 
на нагревателе с общей протяжённостью по времени 240 мин.
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Таблица 1.
Изменение температуры нагревателя от времени прогрева

Р1 = 9660 Вт Р2 = 10464 Вт Р3 = 11237 Вт
Т, °С t, мин Т, °С t, мин Т, °С t, мин
1019 0 1425 0 1515 0
1175 30 1448 30 1567 15
1270 60 1448 15 1567 15
1320 10 1448 15 1567 15
1370 10 – – 1567 15
1370 10 – – – –

Как следует из приведённых в таблице данных, при Р1 в температурном ин-
тервале 1019–1370 °С до наступления термодинамического равновесия (Т не 
изменяется от времени прогрева) системы «нагреватель-окружение» интервал 
тепловой инерционности системы ΔТинерц. = 351 °С, что приблизительно на по-
рядок выше соответствующих значений при Р2 и Р3. Зависимости, построенные 
по данным таблицы 1, демонстрирует рис. 7. 

Рис. 7. Кривые изменения тепловой инерционности нагревателя 
от подаваемой мощности.

Из приведённых кривых следует, что с увеличением уровня прогрева внутрен-
него объёма узла тепловая инерционность значительно уменьшается и быстрее 
наступает термодинамическое равновесие (переход кривых в горизонтальное 
положение). Эти факторы имеют важное значение, их необходимо учитывать 
при проведении нагрева и плавления шихты, а также дальнейшего процесса 
кристаллизации, чтобы предотвратить неконтролируемый (самопроизвольный) 
инерционный перегрев расплава после начала роста кристалла. Уменьшение 
инерционности и более быстрое наступление термодинамического равновесия 
системы «нагреватель-окружение» с увеличением прогрева связано с соответ-
ствующим уменьшением тепловых потерь, согласно формуле:
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 ( )= α −пот нагр окр ,Q T T S  (7)

где α – коэффициент теплового рассеяния, Тнагр. – температура нагревателя, 
Токр. – температура окружающей среды (деталей теплового узла и всего объёма 
установки), S – площадь излучения нагревателя. Из формулы следует, что при 
Tокр → Tнагр тепловые потери Qпот → 0, то есть, чем будет выше прогрев теплово-
го узла, тем быстрее наступит термодинамическое равновесие тепловой систе-
мы. На рис. 8 показана зависимость времени наступления термодинамического 
равновесия от температуры в объёме теплового узла, рассчитанная по данным 
таблицы 1.

Конструкция теплового узла создана из комбинации различающихся по те-
плопроводности графитовых материалов, включающих изостатический и по-
ристый (войлок) графит. Это позволило создать эффективный теплосберегаю-
щий узел, в котором при температуре нагревателей ~ 2600 °С, температура на 
внутренних стенках графитового теплового узла была порядка 500 °С, на вну-
тренней стороне водоохлаждаемой рубашки менее 300 °С, а на внешней стороне 
ростовой установки не более 35 °С.  

Рис. 8. Временная зависимость уменьшения инерционности тепловой системы 
графитового теплового узла.

Заключение
В данной работе путём компьютерного моделирования проведены расчё-

ты процессов переноса тепла в графитовом тепловом узле, разработанном для 
установки по выращиванию кристаллов методом ГНК. Установлены изотермы 
температурного распределения по всей длине теплового узла, которые в значи-
тельной степени точности совпадают с экспериментальными данными соответ-
ствующих тепловых измерений.  

Экспериментально исследована динамика тепловых процессов, непосред-
ственно влияющих на температурные параметры процесса роста кристалла. 
Отградуированы температурные режимы нагревателей в зависимости от пода-
ваемой мощности, и определены соответствующие интервалы тепловой инерци-
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онности, которые позволяют определить время наступления термодинамическо-
го равновесия системы «нагреватель-тепловой узел» для различных температур 
в диапазоне от 800 до 1600 °С, в который попадают температуры плавления всех 
известных фторидных соединений. Проведённые тепловые испытания пока-
зали, что создан эффективный теплосберегающий графитовый узел, позволя-
ющий при 2600 °С на нагревателях получать температуру на внешней стороне 
ростовой установки не более 35 °С.

Статья поступила в редакцию 12.07.2019 г.
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ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ È ÏÎÃËÎÙÅÍÈÅ ÑÂÅÒÀ ÝËÅÊÒÐÎÍÎÌ 
ÍÀ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Эминов П. А.
Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

101000, г. Москва, ул. Мясницкая, д. 20, Российская Федерация

Аннотация. В дипольном приближении исследованы процессы вынужденного излучения 
и поглощения света электроном на цилиндрической поверхности во внешнем поле, об-
разованном суперпозицией магнитного и электростатического полей одинакового на-
правления. Найдены правила отбора и соответствующие частоты излучения. Вычислена 
суммарная энергия вынужденного излучения и поглощения. 

Ключевые слова: индуцированное излучение и поглощение, правила отбора

STIMULATED EMISSION AND ABSORPTION OF LIGHT BY AN ELECTRON 
ON A CYLINDRICAL SURFACE

P. Eminov
National Research University ‘Higher School of Economics’

ul. Myasnitskaya 20, 101000 Moscow, Russian Federation

Abstract. The processes of stimulated emission and absorption of light by an electron on a 
cylindrical surface in an external field formed by a superposition of magnetic and electrostatic 
fields of the same direction are studied in the dipole approximation. The selection rules and the 
corresponding radiation frequencies are found. The total energy of stimulated emission and 
absorption is calculated.

Keywords: stimulated emission and absorption, selection rules

Введение
В наноструктурах теория предсказывает целый ряд физических эффектов, об-

условленных внешними полями, а также размерами и топологическими особен-
ностями области, где движутся частицы.

Многообразие физических эффектов, предсказываемых в наноструктурах, 
связано как с наноразмерами и топологическими свойствами области, в которой 
движутся частицы, так и с учётом влияния внешнего поля. В магнитном поле 
неодносвязность области движения частиц приводит к эффектам [1–3], анало-
гичным эффекту Ааронова-Бома.

Закон дисперсии [1–3] получается в предположении о достаточно большой 
глубине и малой ширине цилиндрической ямы, удерживающей электрон на по-

© CC BY Эминов П. А., 2019.
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верхности цилиндра. Благодаря этому расстояния между соседними уровнями 
энергии движения электрона в направлении нормали к поверхности цилиндра 
относительно большие и практически все электроны по радиальному квантово-
му числу находятся в нижнем энергетическом состоянии при достаточно низких 
температурах.

В последние годы большое внимание уделяется изучению различных методов 
генерации излучения на основе низкоразмерных структур и анализу работы ла-
зеров на свободных электронах [4–7].

В настоящей работе строится теория индуцированного излучения электрона 
на цилиндрической поверхности в параллельных электрическом и магнитном 
полях, направленных вдоль оси Oz цилиндра. Магнитное поле задаётся вектор-
ным потенциалом:

 

⎧ ⎫= − ϕ ϕ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 1 1sin( ), cos( ), 0 ,
2 2

A HR HR  (1)

где H – напряжённость магнитного поля, R – радиус цилиндра, ϕ – полярный 
угол цилиндрической системы координат. Потенциальная энергия электрона 
равна:

 
( )

2
2 22 ,

2
e aU R z= − −  (2)

где e < 0 – заряд электрона, a – положительная постоянная. Потенциальная энер-
гия электрона (2) в электростатическом поле используется, например, и при 
анализе работы магнетрона. Заметим, что в трёхмерном случае при свободном 
движении электрона в суперпозиции полей (1) и (2) электростатическое поле 
можно подобрать так, что индуцированное излучение будет превалировать над 
поглощением в нерелятивистском приближении [8].

Вынужденные переходы электрона 
на цилиндрической поверхности

Найдём сначала волновые функции стационарных состояний электрона на 
цилиндрической поверхности в рассматриваемом электромагнитном поле. 
Нестационарное уравнение Шредингера: 

 

2( , ) ( , ),
2

r t Pi U r t
t m

⎛ ⎞∂ψ = + ψ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠


  (3)

где eP i A
r c

∂= − −
∂


   – оператор кинетического импульса.

После перехода к цилиндрическим координатам для координатной части вол-
новой функции стационарного состояния получаем следующее уравнение:

 
( )

22 2
2 2 12 ( , ) ( , ).

2 2 2
zp e a eR z p A z E z
m m cϕ ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞− − + − ψ ϕ = ψ ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4)
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Здесь E – энергия стационарного состояния и приняты следующие обозначе-

ния: 
0

, [ ],z
e dp i p A i

z c R dϕ ϕ
∂ Φ= − − = − +
∂ ϕ Φ


 0

Φ
Φ  

– параметр Ааронова-Бома.

Учитывая, что потенциальная энергия не зависит от координаты ϕ, решение 
уравнения (4) будем искать в виде:

 ( , ) ( ) ( ).z u zψ ϕ = ϕ υ  (5)

Для определения функции u(ϕ) получаем следующую задачу:

 

2 2

1 2
0

2( ) ( ),

( ) ( 2 ).

d mRi u E u
d

u u

⎛ ⎞Φ− ϕ = ϕ⎜ ⎟ϕ Φ⎝ ⎠
ϕ = ϕ + π


 (6)

Ортонормированные собственные функции и собственные значения задачи 
Штурма-Лиувилля (6):

 
ϕ = ϕ ≤ ϕ < π

π
1( ) exp( ), 0 2
2

nu in  (7)

 

2

1
0

( ) , 0, 1, 2,..E n n nΦ⎛ ⎞= ε + = ± ±⎜ ⎟⎝ ⎠Φ
 (8)

где 
2

22mR
ε =   – энергия размерного конфайнмента, n – орбитальное главное 

число, E1(n) – энергия поперечного движения.
Продольная часть волновой функции υ(z) является решением уравнения

 

2 2
2 2

22
2 ( ) 0,

2
m e R aE z z

⎡ ⎤⎛ ⎞
υ″ + + − λ υ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦

 (9)

где принято обозначение:

 
2 ,

e
amλ =


 (10)

а E2 – энергия продольного движения электрона. Уравнение (9) представляет 
собой стационарное уравнение Шредингера для гармонического осциллятора с 
энергией:

 

2 2

2 2
1( ) , 0, 1, 2,..
2 2

e R aE l l l⎛ ⎞= ω + − =⎜ ⎟⎝ ⎠
  (11)

и с частотой 
2

2
2 .e a

m
ω =

 
Ортонормированные собственные функции продоль-

ного движения, отвечающие собственным значениям (11), выражаются через 
функции Эрмита:
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2
4

1( ) ( )exp( ),
22 !

l l
l

zz H z
l

λ λυ = λ −
π

 (12)

 

−δ
δ = − δ δ = λ

δ

2

2 ( )( ) ( 1) exp( ) , .
l

l
l l

d eH z
d

 (13)

Таким образом, энергия и ортонормированные собственные функции стаци-
онарных состояний электрона на цилиндрической поверхности в электромаг-
нитном поле, образованном суперпозицией полей (1) и (2), определяются двумя 
квантовыми числами (l, n) ≡ α:

 

2 2 2

2
0

1( , ) ,
2 2

e R aE n l n lΦ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ε + + ω + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Φ
  (14)

 

1( , ) ( ) ( ) ,nl n lz u z
R

ψ ϕ = ϕ υ  (15)

где функции un(ϕ) и υl(z) определяются формулами (7) и (12).
Как известно [8], взаимодействие электронов с полем виртуальных фото-

нов приводит к спонтанным переходам электрона из одного энергетического 
состояния в другое с меньшей энергией, то есть спонтанные переходы всегда 
переходят сверху вниз. При наличии внешних фотонов наряду со спонтанны-
ми переходами должны существовать и вынужденные переходы под действием 
внешних фотонов. Вероятность W(n, l → n′, l′) вынужденного перехода электро-
на под действием внешней электромагнитной волны с частотой ω определяется 
формулой [8]:

 
( ) ( )( ){ }

2
2

0 0 ( )
3

0

2 ( )( , , ) ,
t

ictce NW n l n l e dt
L t

αα′∗ ∗ − κ κπ κ ∂→ = Α β β − β κ βκ′ ′
κ ∂ ∫ 

    


 (16)

где N(κ) –  число падающих квантов внешней электромагнитной волны с им-
пульсом 0κ = κκ

 
   0(κ  – единичный вектор вдоль импульса фотона с частотой 

ω), βx,y,z – матричные элементы процесса, причём знак минус перед волновым 
числом κ в показателе экспоненты отвечает индуцированному излучению, а 
плюс – поглощению. Частота излучения:

 

( , ) ( , )
.

E n l E n l
cαα αα′ ′

− ′ ′
ω = κ =


 (17)

В наиболее интересном случае, когда электрон в начальном состоянии обла-
дает конечным временем жизни τ, в формуле (16) интеграл по времени следует 
заменить согласно формуле [8]:
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2
( )

22
0( )

2 2 2
0

4 .
4 ( ) 1

t tict

t
ict

e dt
e dt

t c

αα′

αα′

− κ κ −
τ

− κ κ

αα′

∂ τ→ =
∂ τ τ κ − κ +

∫
∫



  (18)

Интеграл (18) вычислен в предположении, что t @ τ, причём в предельном 
случае больших значений τ правая часть равенства (18) обращается в дельта-
функцию Дирака.

Число фотонов ( )N κ
  в объёме L3 связано с вектором напряжённости поля E


 

внешней электромагнитной волны формулой:

 

2
3( ) / ,

4
E c N L= κ κ
π




левая и правая части которой определяют энергию поля в единице объема. В 
результате находим, что при квантовом переходе (n, l → n′, l′) соответствующая 
частота излучения находится из равенства:

 
2

0
( ) ( ) 2 .l l n n n nαα′

ε Φ⎛ ⎞ω = ω − + − + +′ ′ ′⎜ ⎟⎝ ⎠Φ
 (19)

Для вероятности (16) вынужденного перехода под действием внешней элек-
тромагнитной волны с волновым вектором ,κ

  составляющим угол θ с осью Oz, 
получаем формулу:

2 2 2 22 2
2 2 2 2( , , ) cos sin .

4 ( ) 1x y z
e EW n l n l

αα′

⎡ ⎤→ = β + θ β + θ β′ ′ ⎣ ⎦κ τ ω − ω +  
(20)

Для матричных элементов процесса, описывающих переход (n, l → n′, l′), в по-
лярных координатах получаем следующее выражение:

 
1 ( , ) ( ) ( , ) .i r

n l nl
ez e i A z Rdzd

mc r c
− κ

′ ′
∂β = ψ ϕ − − ψ ϕ ϕ
∂∫

 
  (21)

Используя далее рекуррентные соотношения для функций Эрмита и форму-
лы:

 

0

0

( , ) sin ( ) ( , ),

( , ) cos ( ) ( , ),

x nl nl

y nl nl

P z n z
R

P z n z
R

Φψ ϕ = − ϕ + ψ ϕ
Φ

Φψ ϕ = ϕ + ψ ϕ
Φ



  (22)

в дипольном приближении ( 1)−

i re κ  получаем:
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, , 1
0

, , 1
0

, , 1 , 1

[ ] ,
2

[ ] ,
2

[ 1 ].
2

x l l n n

y l l n n

z n n l l l l

i n
mc

i n
mc

i R l l

+′ ′

+′ ′

− +′ ′ ′

π Φβ = − + δ δ
Φ

π Φβ = + δ δ
Φ

λβ = − δ δ − + δ





  (23)

В результате, квадраты модулей матричных элементов процесса можно пред-
ставить в следующем виде:

 

2 222 2
, , 12 2

0
[ ] ,

4x y l l n nn
m c −′ ′
π Φβ = β = + δ δ

Φ
  (24)

 

2 22
, , 1 , 12 2 [ ( 1) ].

2z n n l l l l
R l l

m c − +′ ′ ′
λβ = δ δ + + δ  (25)

Из формул (24) и (25) находим правила отбора и соответствующие им частоты 
излучения и поглощения: 

ε ΦΔ = − = Δ = − = ω = ω → − = − +′ ′
Φ1

0
1) 0, 1, ( , 1, ) [2 1 ],l l l n n n n l n l n  (26)

Δ = Δ = ± ω = ω3,2 22) 0, 1,  .n l   (27)

Заключение
Полученные в работе формулы (2), (24)–(27) описывают в дипольном прибли-

жении процесс вынужденного излучения электрона на цилиндрической поверх-
ности в электромагнитном поле, образованном суперпозицией полей (1) и (2).

Для дальнейшего анализа полученных результатов найдём суммарную энер-
гию вынужденного излучения и поглощения электрона. В случае (26), когда из-
меняется только квантовое число n, определяющее энергию поперечного движе-
ния, имеем:

 

2
1 1

0
22 2 2

2 2 2
0 1

( , , 1) 2 1 (1 cos )

.
2( ) 4 ( ) 1

W W l n l n n

e E n
mc

Φ⎡ ⎤= ω → − = ε − + + θ⎢ ⎥Φ⎣ ⎦
π Φ τ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠κ Φ τ ω − ω +



 (28)

Мы видим, что электромагнитные волны, частоты которых лежат вблизи ча-
стоты ω1, будут вынужденно излучаться (W1 > 0), причём значение W1 зависит 
не только от орбитального квантового числа n, но и от параметра Ааронова-
Бома. Во втором случае, когда изменяется только квантовое число l, определяю-
щее энергию продольного движения электрона, находим:
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2 2 2
2

2 2 2 2

2 2
2

[ ( , 1, ) ( , 1, )] sin
(2 )

0.
4 ( ) 1

e E RW W l n l n W l n l n
mc

λ= ω → − − → + = − ω θ ⋅
κ

τ <
τ ω − ω +

 

 (29)

Итак, электромагнитные волны, частоты которых лежат вблизи частоты ω2, 
наоборот, должны поглощаться системой, а зависимость W2 от магнитного поля 
содержится только в среднем времени пребывания электрона в начальном со-
стоянии. Обобщение полученных результатов на случай электронного газа на-
нотрубки будет проведено отдельно. 

Статья поступила в редакцию 30.07.2019 г.
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Аннотация. Представлены некоторые результаты аналитического исследования поступа-
тельной неравновесности в ударной волне. Они были сформулированы ранее в система-
тических исследованиях авторов. Проанализированы аналитические модели высокоско-
ростной поступательной неравновесности в бинарных газовых смесях. Рассмотрен эф-
фект высокоскоростного перехлёста в ударной волне с предельным сжатием. Показано, 
что максимум этого эффекта удовлетворяет принципу независимости от числа Маха.
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Abstract. We report some results of the analytical study of translational nonequilibrium in the 
shock wave that have been previously formulated in our systematic studies. Analytical models 
of high-speed translational nonequilibrium in binary gas mixtures are analyzed. The effect of 
high-speed overshoot in the shock wave with maximum compression is considered. It is shown 
that the maximum of this effect satisfies the principle of independence of the Mach number.
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Введение
В настоящее время не существует однозначных конкретных рекомендаций по 

проектированию эксперимента с ударными волнами, которые давали бы воз-
можность провести оптимально этот эксперимент с учётом сильного влияния 
высокоскоростной поступательной неравновесности во фронте ударной волны. 
Такие рекомендации могут быть даны с использованием аналитического подхо-
да к исследованию структуры ударных волн. Этот подход может полезно допол-
нить численные и полуаналитические методы, применение которых так или ина-
че ограничено их точностью. Трудности в применении численных методов [1–3], 
как правило, обусловлены очень малым количеством частиц тяжёлого компо-
нента и высоким порогом активации химических молекулярных и кластерных 
реакций. Ориентация молекул при соприкосновении была рассмотрена в рабо-
тах [4–6]. Применение же аналитических методов свободно от этих трудностей. 

В работах авторов данной статьи [7–10] ранее был получен ряд существенных 
результатов:

1) необходимое и достаточное условие эффекта высокоскоростной поступа-
тельной неравновесности внутри фронта ударной волны;

2) универсальное аналитическое представление коэффициентов скоростей 
высокопороговых поступательно неравновесных химических реакций, учиты-
вающее анизотропию кинетических температур в ударных волнах.

В данной статье эффект действия первых двух факторов исследуется более 
детально.

Кроме того, в представленной работе показано, что при числе Маха перед 
фронтом ударной волны, стремящемся к бесконечности, действие одного из 
основных законов подобия гиперзвуковых течений – принципа независимости 
значений макропараметров потока за ударными волнами от числа Маха [11] мо-
жет быть распространено на максимальную величину эффекта высокоскорост-
ного перехлёста. 

Следует подчеркнуть два существенных отличия этого результата от извест-
ной теории: 

− принцип независимости от числа Маха выполняется внутри фронта удар-
ной волны, а не за ним;

− действие принципа оказывается справедливым и для молекулярной харак-
теристики потока, которой является максимальная величина отношения функ-
ции распределения пар молекул внутри волны к такой же величине за волной, а 
не только для макрохарактеристик потока, как в известной теории. 

Справедливости ради, следует отметить, что в известной классической моно-
графии, посвящённой теории гиперзвуковых течений [11], допускалась воз-
можность выполнения принципа независимости от числа Маха внутри струк-
туры ударной волны (см. [11, с. 45]). Однако конкретных примеров не было 
приведено.
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Независимость от числа Маха свободного потока максимальной 
относительной величины функции распределения пар молекул в 

однокомпонентном ударно сжатом газе
В ударных волнах с бинарными смесями газов различают три различные 

функции: G(ll), G(lh), G(hh). Ими являются функции распределения пар молекул по 
модулю относительной скорости. Функция G(ll) – относится к распределению пар 
молекул внутри лёгкого компонента. Функция G(lh) – относится к паре молекул 
из лёгкого и тяжёлого компонента, а функция G(hh) – к парам молекул тяжёлого 
компонента [12]. 

Эволюция распределения пар молекул G(ll) практически не отличается от соот-
ветствующей функции пар молекул в однокомпонентном газе. Она имеет макси-
мум G(ll)

max внутри фронта ударной волны. Этот максимум G(ll)
max равен:

 
( )
max

1exp . 
2

llG ⎛ ⎞= ε ⎜ ⎟⎝ ⎠ε
  (1)

Здесь ε–1 – степень сжатия в ударной волне, причём ε = ρ∞/ρs, где ρ∞ – ве-
личина плотности газа перед скачком, а ρs – величина плотности газа за ним, 

( ) ( ) ( )
max max / . ll ll ll

sG G G=

Формула (1) получена асимптотически при ε = ρ∞/ρs → 0.
Важно отметить, что эффект перехлёста, то есть отношение ( ) ( ) ( )

max max / , ll ll ll
sG G G=  

(где G(ll)
s – равновесная функция распределения пар молекул за скачком), зависит 

только от степени сжатия в скачке ε–1.
Этот факт не был отмечен в численных исследованиях и демонстрирует по-

лезность аналитических методов исследования при определении величины 
G(ll)

max. Таким образом, мы видим, что закону гиперзвуковой стабилизации, то 
есть зависимости макропараметров течения за скачком уплотнения лишь от 
степени сжатия ε–1, подчиняются не только газодинамические макропараметры 
(температура, скорость, плотность потока газа), но и параметры молекулярной 
кинетики, в частности отношение G(ll)

max/G(ll)
s  (микропараметр течения). Значения 

функции G(ll)
max, задаваемые формулой (1), приведены в табл. 1 для различных 

значений параметров γ или ε, причём 1.
1

γ −ε =
γ +  

Таблица 1.

Максимум «перехлёста» ( )
max
llG  в сверхзвуковом потоке

Газ (A)
(A2), без учёта коле-
бательных степеней 
свободы молекулы

(A2), с учётом коле-
бательных степеней 
свободы молекулы

(A3), с учётом вращатель-
ных и колебательных сте-
пеней свободы молекул

C8H16

γ 5/3 7/5 9/7 7/6 22/21
ε 1/4 1/6 1/8 1/13 1/43

G(ll)
max 1,31 2.37 4,84 36/28 3,6×108
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Здесь символом А обозначен сорт молекул газов с различным количеством 
атомов. Так, символами (А), (А2), (А3) обозначены молекулы, соответственно, 
одноатомных, двухатомных и трёхатомных газов. В последнем столбце таблицы 
приведены величины параметров γ и ε многоатомной молекулы С8Н16.

Численные значения функции ( )
max ,llG  приведённые в табл. 1, свидетельствуют 

о том, что она очень быстро (экспоненциально) возрастает с относительно не-
большим изменением параметра ε. Для практического использования эффекта 
перехлёста данной функции, а также его наблюдения, необходимо, как показыва-
ет эксперимент, чтобы его величина была порядка 104 и больше. Мы видим, что 
такому требованию соответствуют только данные последнего столбца табл. 1. В 
связи с этим возникает вопрос о возможности возбуждения необходимого чис-
ла степеней свободы многоатомной молекулы на толщине скачка уплотнения. 
Отметим те возможные случаи, когда такое возбуждение успевает произойти. 
К первому случаю относится предварительное возбуждение необходимого чис-
ла колебательных степеней свободы перед фронтом ударной волны. Ко второму 
случаю относится реализация эффекта высокоскоростного перехлёста в рэлеев-
ской смеси газа, соответствующим образом подобранными компонентами этой 
смеси. Необходимо, чтобы на длинах выравнивания (длинах релаксации) тем-
пературы и скоростей тяжёлого и лёгкого компонентов в лёгком многоатомном 
компоненте (типа NH3) успевало возбудиться необходимое число колебаний. К 
такой смеси можно отнести, например, 99% NH3 – 1% С70 или рэлеевскую смесь 
в кластерном термояде.

Независимость от числа Маха свободного потока максимальной 
относительной величины функции распределения пар молекул в сильно 

диспергированных по концентрации ударно сжатых газовых смесях
Функции распределения пар компонент ( )llG  (лёгкого компонента) и ( )lhG  (лёг-

ко-тяжёлого компонента) обнаруживают при своей эволюции внутри фронта 
ударной волны эффект высокоскоростного «перехлёста», количественно близ-
кий к соответствующему эффекту в однокомпонентном газе. Наиболее сильный 
эффект наблюдается для функции ( )hhG  (тяжёлого компонента).

Можно показать, что усиление эффекта «перехлёста» у тяжёлого компонен-
та связано с тем, что мода ( )

01
hhG  содержит в показателе экспоненты отношение 

массы тяжёлого компонента к равновесной температуре газа за ударной волной, 
определяемой преобладанием лёгкого компонента в смеси газов [12].

Для рэлеевской смеси при значительном преобладании концентрации nl 
лёгкого компонента над концентрацией nh тяжёлого компонента, например, в 
случае неравенства 10 < nl/nl < 104, нетрудно рассчитать максимум эффекта 
высокоскоростного перехлёста по аналогии с расчётом, сделанным ранее для 
простого газа [7; 13]. Для максимального значения функции распределения пар 
тяжёлого компонента смеси ( ) ,hhG  когда отношение массы молекулы тяжёлого 
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компонента mh к массе молекулы лёгкого компонента ml равно двум и четырём, 
можно составить следующую таблицу (см. табл. 2). 

Таблица 2.
Максимум «перехлёста» Gmax в сверхзвуковом потоке

mh/ml = 2 mh/ml = 4

Gas A

(A2) линей-
ная молекула 

без учёта 
колеб. степ. 

свободы 

(A2) 
Линейная 
молекула с 

учётом колеб. 
степ. свободы

A

(A2) линей-
ная молеку-
ла без учёта 
колеб. степ. 

свободы

(A2) Линейная 
молекула с учё-
том колеб. степ. 

свободы

γ 5/3 7/5 9/7 5/3 7/5 9/7

ε 1/4 1/6 1/8 1/4 1/6 1/8

* max ( , )G h h= ε 1.86 2.8 11.7 3,1 3,9 119

Из табл. 2 наглядно следует, что как увеличение числа возбужденных вну-
тренних степеней свободы преобладающего лёгкого носителя (приводящего к 
уменьшению параметра ε), так и уменьшение его молекулярной массы (приводя-
щее к возрастанию величины отношения mh/ml), ведут к возрастанию величины 
высокоскоростного перехлёста *max .G

Заметим, что возможность данного аналитического рассмотрения эффекта 
перехлёста в тяжёлом компоненте рэлеевского газа, сильно разбавленного лёг-
ким многоатомным компонентом с внутренними степенями свободы, была ра-
нее обоснована результатами численных расчётов в работе [14].

Заключение
Представленные в данной работе результаты аналитического исследования 

высокоскоростной поступательной неравновесности в ударной волне могут 
оказаться полезными для проведения газодинамического эксперимента. Такие 
эксперименты могут включать начальную стадию процессов поступательно-не-
равновесного пиролиза, в которых число Маха свободного потока часто дости-
гает значения М = 3 и более. Как раз со значения М = 3 течение газа принято 
считать гиперзвуковым [11], что позволяет воспользоваться аналитическими 
преимуществами гиперзвуковой теории для оптимального планирования экс-
перимента в ударных трубах.  

Статья поступила в редакцию 09.08.2019 г.
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