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     Развитие геометрии от Эрлангенской программы Феликса Клейна и работ Софуса 
Ли, трудов Эли Картана ([1]-[3]) по симметрическим пространствам и теории связно-
стей и, наконец, теория связностей в расслоениях выявили фундаментальную роль, ко-
торую играет понятие группы в геометрии. Современные исследования показывают, 
что не меньшее значение в геометрии имеют и неассоциативные алгебраические струк-
туры, такие как квазигруппы, лупы ([4] –[8]). Здесь мы имеем в виду теорию гладких 
неассоциативных универсальных алгебр с их касательными объектами. Так вместо 
дифференцируемой группы и ее алгебры Ли появляется гладкая квазигруппа с опреде-
ленными тождествами и ее касательная тройная система Ли. Наиболее ярко это прозву-
чало в дифференциальной геометрии в связи с алгебраическим описанием пространств 
аффинной связности (прежде всего симметрических и редуктивных) . 
     В нашей работе мы рассматриваем три алгебраические модели пространства аффин-
ной связности: ( )M , , t t R

M L ω
∈

=< > ,    ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω ,  ( ) >=< ∈RttM ω,M . 
     1. Геоодулярное многообразие ( ) >=< ∈RttLM ω,,M есть дифференцируемое много-
образие, где в каждой точке определён одуль, (одуль – это обобщение векторного про-
странства), определена операция умножения на скаляры.  Операции геодезической лу-
пы подчиняются определенным алгебраическим тождествам, достаточным для одно-
значного восстановления аффинной связности. Эти тождества  называются тождества-
ми геоодулярности.  
(Терминология введена в результате исследований школы профессора Л.В. Сабинина.) 
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y
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x LttL =   - второе тождество геоодулярности. 

     2. В некоторых специальных случаях мы пользуемся более сложной алгебраической 
моделью – геодвуодулярным многообразием ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω , где добавляется 
вторая тернарная операция L и выполняется 

         y
x

y y x y
x z xL z

L L=L L  - третье тождество геоодулярности. 

     Второе и третье тождества геоодулярности  означают, что параллельный перенос 
есть изоморфизм касательного пространства в точке у на касательное пространство в 
точке х. 
     3. В третьей модели, называемой многообразием с геодезическими, мы изначально 
не рассматриваем тернарные операции L  и L: ( ) >=< ∈RttM ω,M , то есть имеем дело с 

геодезическими линиями многообразия аффинной связности. 
     Параллельный перенос L отрезка геодезической вдоль геодезической линии про-
странства аффинной связности представляет собой левый сдвиг геодезической лупы, в 
окрестности каждой точки пространства определена операция умножения точек на ска-
ляры, что связано с каноническим (аффинным) параметром геодезической линии. Кро-
ме того, с каждой точкой пространства можно связать структуру векторного простран-
ства, получаемого из касательного пространства экспоненциальным отображением. 
Сложение векторов в касательном пространстве в каждой точке многообразия дает 
возможность определить операцию L. 
     Теорема. (Сабинин Л.В.).([6]) Категория гладких многообразий аффинной связности 
эквивалентна категории гладких локальных геоодулярных (или геодвуодулярных) мно-
гообразий. 
     Действительно, если (M, ∇ ) -гладкое многообразие аффинной связности, то для лю-
бой точки M∈y  в ее нормальной выпуклой окрестности можно определить гладкие 
локальные операции формулами: 
 

( )( )zExpExpzL y
y
xx

y
x

1−= τ , ( ) ( )( )zExptExpztzy yyyt
1, −==ω ,  

 
( ) ( )( )zExpxExpExpz yyy

y
x

11 −− +=L  ,  
 
где ( ) ( )MTMT xy

y
x →:τ - параллельный перенос вдоль единственной геодезической, со-

единяющий точки x и y. Таким образам, получаем гладкое локальное геодвуодулярное 
многообразие ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω .  

Обратно, если ( ) >=< ∈Rt
y

tLM ω,,M  - гладкое локальное геоодулярное многообразие, 
то определяем аффинную связность формулами: 
 

( ) ( )( ) ( )[ ] 0
1

, =

−

∗
=∇ ttxy

y
txyX YL

dt
dY  , ( ) ( )( ) yt Xtx

dt
dyx == =0;0 ,  
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где X, Y - векторные поля на ( ) y
y
zLM ,, ∗ - касательное отображение к левому 

сдвигу y
zL . 

     Симметрические пространства обладают математически красивыми алгебраически-
ми свойствами - геодезические симметрии относительно каждой точки являются ло-
кальными изоморфизмами аффинной связности. Ввиду богатства топологической и ал-
гебраической структуры эти пространства являются удобным материалом, на котором 
проверяется эффективность многих современных математических методов. Самые раз-
нообразные вопросы из дифференциальной геометрии, теории групп, дифференциаль-
ных уравнений, аналитической механики, теоретической физики часто сводятся к тем 
или иным задачам на симметрических пространствах. В работе О. Лооса «Симметриче-
ские пространства» ([9])доказано, что аналитическое симметрическое пространство 
может рассматриваться, как одна аналитическая идемпотентная левообратимая и лево-
дистрибутивная квазигруппа: 
             xx=x   – тождество идемпотентности; 
             x(xy)=y  – тождество левой обратимости; 
             x(yz)=(xy)(xz) – тождество левой дистрибутивности. 
     В наших обозначениях О. Лоос рассматривал геодезическую квазигруппу, соответ-
ствующую действительному числу,  равному «-1». Левые сдвиги этой квазигруппы и 
есть геодезические симметрии относительно точки. Позднее этот результат был обоб-
щен в школе проф. Сабинина Л.В.. Произвольному пространству аффинной связности 
можно сопоставить однопараметрическое семейство локальных идемпотентных эла-
стичных квазигрупп (тождество эластичности: x(yx)=(xy)x)), определяемых канониче-
ским (аффинным) параметром вдоль геодезических линий. 
     В многообразии с геодезическими ( ) >=< ∈RttM ω,M  выполняются следующие усло-
вия: 
     а) для любого x из M существует такая открытая окрестность xU , содержащая x , что 
для любых y из xU , для любого вещественного числа [ ] ytt x,1,0∈  определено, и 

xx Uyt ∈ . 
     Замечание. На языке пространств аффинной связности это условие означает сущест-
вование нормальной выпуклой окрестности в каждой точке многообразия. 

     б) если ytx  определено, то ( )x xu t y  определено тогда и только тогда, когда опреде-

лено ( )x
ut y , и в этом случае  

( ) ( ) MyxRtuyutytu xxx ∈∈= ,,,,  ; (1) 
 
     в) выполняется тождество 

( ) MyxRtxtyt yx ∈∈−= ,,,1  ; (2) 
 
     г) если yx1  определено, то 
 

yyx =1  . (3) 
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     Заметим, что тождества (1), (2), (3) позволяют однозначно восстановить аффинную 
связность с нулевым тензором кручения. 
     Таким образом, был построен алгебраический эквивалент экспоненциального ото-
бражения, в частности подробно были изучены локально плоские и симметрические 
многообразия с геодезическими. Некоторые классы пространств аффинной связности 
однозначно описываются системой тождеств. Например, симметрические пространства 
есть пространства с геодезическими, в которых выполняются следующие тождества:  
 

( ) ( ) ( ) ( )yxtytx yx
1111 −−=−−

 ,
 (4) 

 
( ) ( ) ( )11 1

x
y yx x

t t −− = −
 .
 (5) 

 
     Ввиду важности симметрических пространств в научных исследованиях, представ-
ляет интерес рассмотрение пространств аффинной связности, близких к симметриче-
ским по алгебраическим свойствам. 
     Пространство называется просимметрическим, если оно имеет общие геодезические 
линии с симметрическими пространствами. Проведено последовательное построение 
теории просимметрических и близких к ним пространств ([10] – [19]). В частности по-
лучено  
     Предложение. Геометрический одуль { } >=< ∈ etLM Rte

e
e ,,,Μ  просимметричен, 

если и только если выполняются тождества: 
 

                   ( ) ( ) ( )
1 1

1
1e e

x xe

e e e e
x x eeL y L y

L L L L t
− −

−
⎡ ⎤ ⋅ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

o o o o   

 

                                                      ( )[ ] ( ) ( ) ,1 11

1
e

yL
e
xe

e
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e
yLe e

xe
e
x

LLLLt ooooo
−−

−
−=   

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ] =−− −−

++

11

11
11 e

ytLe
e

ytL
e

yttLe
e

ytL r
e
xe

e
xee

e
xe

e
x

LLLL ooooo   
 

                                                      
= ( ) ( ) ( ) ( ) 11 11 −− −− e

xe
e
x

e
yLe

e
yL

LLLL e
x

e
x

ooooo   
 
     Замечание. Эти два тождества являются алгебраической переформулировкой тож-
деств  (4) и (5). 
     Алгебраическая зависимость двух геодезических одулей просимметрического про-
странства в двух разных точках в общем случае представляется сложной. Поэтому осо-
бый интерес вызывают случаи, когда можно достаточно простым "алгебраическим дей-
ствием" пересчитать бинарную операцию умножения в произвольной точке по извест-
ной операции умножения в заданной точке. В настоящее время, по-видимому, хорошо 
известно лишь три варианта простой алгебраической связи двух достаточно близких 
геодезических луп пространств аффинной связности. Это, во-первых, редуктивные 
пространства, во-вторых, почти симметрические и, в частности, антисимметрические, и 
в-третьих, пространства нулевой кривизны. В первых двух случаях геодезические лупы 
связных компонент пространства изоморфны, а в третьем - изотопны. 
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     Почти симметрические пространства аффинной связности в алгебраическом оп-
ределении впервые, по-видимому, были введены в школе профессора Л.В. Сабинина в 
1980–х гг. Первоначальные их алгебраические и дифференциально-геометрические 
свойства были исследованы в работах Л.В. Сабинина, П.О. Михеева,  О. А. Матвеева. 
     По алгебраическому определению просимметрическое пространство аффинной 
связности является почти симметрическим, если композиция двух геодезических сим-
метрий является автоморфизмом геометрической структуры пространства.  
     Предложение. Одуль { } 〉〈= ∈ etLMM Rte

e ,,,   может быть реализован как одуль цен-
трированный около e  натуральной геоодулярной структуры многообразия почти сим-
метрической аффинной связности, тогда и только тогда, когда выполняются следую-
щие тождества: 
 

xuxtxut eee
x ϕϕϕ o=+ )(   

 

( )1e е

e e e
t х x x x хtL L Lφ φ −=o o o   

 

( )
( )

( )yxlLLyxl
ee

zyxe

e
z

e
e ,,

,
oo =   

 

( ) ( )yxlttyxl
e

ee

e
,, oo =   

где 

( ) ;1 e
x

e
xx SL −

=ϕ      ( ) ( ) ( )

1

1 1 ;1 1
2 2

e e eS L Le ex x x
e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o o
,,, Mzyx ∈   

 

( ) ( ) ;, 1 e
y

e
xyS

ee
SSSyxl e

x oo
−

=   ., Rtu ∈   
 
     Антисимметрические пространства образуют подкласс почти симметрических 
пространств. Это немедленно следует из алгебраического определения антисимметри-
ческого пространства: геодезическая симметрия S есть антиизоморфизм геометриче-

ской структуры этого пространства, то есть Mzyxa ∈∀ ,,,  ( )
a

a a ax S x
S y z S z S y⋅ = o  . 

     Предложение. Геодезическая лупа гладкого антисимметрического многообразия 
бинарно-лиева, то есть в частности справедливы следующие тождества: 
 

                             ( ) yxyxx ⋅=⋅⋅ 2              левая альтернативность, (6) 
 

                             ( ) ( ) xyxxyx ⋅⋅=⋅⋅                эластичность, (7) 
 

                             ( ) 2yxyyx ⋅=⋅⋅                    правая альтернативность, (8) 
и выполняется следующее тождество: 
 

( ) 111 −−− ⋅=⋅ xyyx  . (9) 
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     Недавно было установлено, что в геодезической лупе антисимметрического много-
образия выполняются тождества 
 

( ) ( ) ( )[ ][ ][ ]bbazaaabaabbababb 111121112221 −−−−−−−−− ⋅ ( ) ( )[ ]azaaaaba 112 −−⋅=  , (10) 
 

( )( )[ ] ( )( )[ ][ ] 2121121121 baaabaazabaaazabaa −−−−−−− =  , (11) 
 

( )( ) ( ) ( )xyxzxyxxyxzxyx =  , (12) 
 

( ) ( )( )( )( ) =
−−

2
1

22
1

2 xxyxyzwyxxxy   

 

( ) ( )( )( ) ⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

−−
2
1

22
1

2 xxyxyzyxxxy ( ) ( )( )( )
1 1

2 22 2 .xy x x ywy x xy x
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (13) 

 
     Суммируя полученные результаты, приходим к следующему предложению. 
     Предложение: Для того чтобы лупа являлась геодезической в некоторой точке ан-
тисимметрического пространства необходимо выполнение тождеств (6) - (13). 
     Взаимное расположение обсуждаемых классов пространств указано на следующем 
рисунке.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1 Взаимное расположение классов 
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     Введение. Наиболее простая из криволинейных СК – классическая полярная - ха-
рактеризует точку относительно единого центра двумя координатами: полярным ра-
диусом ρ и полярным углом ϕ, где ρ - евклидово расстояние от точки до полюса, а ϕ - 
угловая мера относительно полярной оси. В работе [3, 251] автором предложена новая 
криволинейная СК - полиполярная лемнискатическая система координат (ППЛ), кото-
рая так же, как и классическая полярная СК, характеризует точку плоскости двумя ко-
ординатами: полиполярным радиусом ρ и полиполярным углом ϕ, но имеет не один 
центр-полюс, а несколько (конечное число) полюсов. Такое координирование обеспе-
чивается семействами многофокусных лемнискат. 
     В данной работе обсуждаются вопросы полиполярной координации плоскости и ее 
симметрийных свойств. 
     Часть I.  Полиполярная  координация  
     Многофокусные лемнискаты. Многофокусные лемнискаты (овалы Кассини) на 
плоскости - гладкие замкнутые фокусные кривые (рис. 1а) без самопересечений, воз-
можно многосвязные, содержащие внутри себя конечное число фокусов [1, 2, 3, 7].  
 
 

 

                                     а)                                                                      б) 
 

Рис. 1. ЛСК: а) семейство 3f-лемнискат; б) 2f-ППЛ. 
 
     Лемниската определяется своим инвариантом через k точек-фокусов и числовой па-
раметр R как геометрическое место точек, для которого сохраняется постоянным, рав-
ным Rk, произведение расстояний rj до всех k фокусов: 
 

r Rj
j

k
k=

=
∏

1

 . (1) 

 
     Для фиксированного набора k фокусов лемнискаты с разными радиусами образуют 
семейство вложенных кривых (R-форм) от k-связных, для малых значений радиуса R, 
до односвязных, для больших значений, причем кривые с большим радиусом охваты-
вают кривые с меньшим радиусом без пересечений (рис. 1а). 
     Полиполярная система координат. Семейство многофокусных лемнискат позво-
ляет построить обобщение классического полярного представления в виде полиполяр-
ной плоскости. 
     Набор k фокусов координируется в абсолютной декартовой системе отсчета (АСO): 
fj = {aj, bj}, j = 1, …, k, образуя фокусную структуру {f1, f2, …, fk}, которую будем в 
дальнейшем называть kf-структурой, а соответствующие лемнискаты – kf-
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лемнискатами. 
     Kf-структура является структурным (полиполярным) началом координат ППЛ. 
     Произвольная точка плоскости с АСО-координатами (x, y) в полиполярной лемни-
скатической системе координат (ЛСК) имеет полиполярные координаты (ρ, ϕ), где ρ - 
метрическая, а ϕ - угловая координата, которые являются, соответственно, функциями 
фокусных ρj и ϕj полярных координат относительно каждого из фокусов fj. 
     Метрическая координата ρ. Метрическая координата полиполярной СК определе-
на как среднегеометрическое: 
 

ρ = ⋅ ⋅ ⋅r r rk
k

1 2 ... ,   
 
фокусных полярных радиусов ρj ≡ rj, равных в евклидовой метрике: 
 

ρ j j j jr x a y b≡ = − + −( ) ( ) .2 2   
 
     Метрическая координата ρ, существуя для любой точки (x, y), может рассматри-
ваться как определение ее расстояния до kf-структуры: для любой kf-структуры коор-
дината ρ положительна всюду, кроме структурного начала координат, где она обраща-
ется в ноль, непрерывно, монотонно и неограниченно растет с удалением от фокусной 
структуры (вдоль любого ϕ = const) - диапазон значений ρ от 0 до ∞ [3]. 
     Kf-лемниската ρ = const ≡ Rk, удовлетворяя условию постоянства расстояния до kf-
структуры, может рассматриваться на плоскости как полиполярная окружность - 
многофокусный аналог полярной координатной окружности. В отличие от классиче-
ской окружности, которая является монополярной, kf-лемнискату будем называть поли-
полярной окружностью, имея в виду, в качестве дополнительного обоснования, тот 
факт, что любая лемниската «окружает» все свои фокусы. 
     Угловая координата ϕ. Угловая координата полиполярной лемнискатической СК 
введена как среднее арифметическое фокусных полярных углов ϕj, каждый из которых 
есть классический полярный угол относительно j-го полюса-фокуса: 
 

ϕ j
j

j

arctg
y b
x a

=
−

+
.   

 
     Ориентационная координата ϕ для произвольной точки плоскости может рас-
сматриваться как определение ее направления на kf-структуру: для любой kf- струк-
туры координата ϕ существует всюду, кроме структурного начала координат, где она 
не определена, положительна и монотонно возрастает при обходе фокусной структуры 
в положительном направлении по изометрической кривой ρ = const с периодической 
замкнутостью в диапазоне значений от 0 до 2π [3]. 
     Семейства изопараметрических кривых. Доказано, что семейство изопараметри-
ческих кривых угловой координаты ϕ = const есть семейство градиентных кривых к 
семейству лемнискат ρ = const, и, как следствия: на градиентных к лемнискатам кри-
вых неизменной сохраняется сумма полярных углов: ϕ1 + ϕ2 + … + ϕk, а сопряженные 
семейства изопараметрических кривых ρ = const и ϕ = const являются взаимно ортого-
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нальными в каждой точке. На рис. 1б и рис. 2а, б приведены координатные сетки со-
пряженных изометрических семейств кривых: ρ = const (замкнутые кривые, охваты-
вающие фокусы) и ϕ = const (разомкнутые кривые, идущие от фокусов) для полиполяр-
ных систем координат с разным числом полюсов и конфигураций.  
 
 

                                        а)                                                                  б) 
 

Рис. 2. Полиполярные ППЛ СК: а) 3f-асимметричная, б) 4f-симметричная 
 

     Приведенные рисунки иллюстрируют форму и характер взаиморасположения со-
пряженных семейств лемнискат и градиентных к ним кривых, в частности, их взаим-
ную ортогональность и форму сепаратрис как для симметричной, так и для не симмет-
ричной kf-структуры. Рис. 1б представляет симметричную 2f-СК - простейшую из по-
липолярных (среди ее лемнискат есть кривая в виде «восьмерки», называемая лемни-
скатой Бернулли). Несимметричный случай произвольной трехфокусной системы 
представляет рис. 2а, а рис. 2б – случай четырехфокусной системы с полной симметри-
ей. 
     Предельный переход к классической СК. Объектами полиполярной СК, таким об-
разом, являются: kf-структура в качестве начала и сопряженные семейства лемнискат ρ 
= const и градиентных кривых ϕ = const. 
     При неограниченном и непрерывном сближении всех k фокусов в одну точку kf-
структура в пределе переходит в единый центр-фокус, семейство kf-лемнискат – в се-
мейство окружностей с этим центром, а семейство градиентных кривых – в семейство 
градиентных к окружностям радиальных прямых, проходящих через фокусный центр. 
Таким образом, при вырождении полиполярной kf-структуры в монополярную объекты 
полиполярной СК непрерывно трансформируются в объекты классической полярной 
СК. 
     Иллюстрацией предельного перехода может частично служить 2f-ППЛ на рис. 1в 
для удаленных от фокусной структуры лемнискат. 
     Асимптотические переходы полиполярной координации в монополярную имеют ме-
сто также в периферийных областях плоскости, достаточно удаленных от kf-структуры, 
что соответствует большим значениям ρ (радиуса софокусных координатных лемни-
скат).  
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     Градиентные кривые ϕ = const произвольной kf-структуры, исходящие каждая из 
своего фокуса, при ρ → ∞ асимптотически приближаются к прямым y = Cx 1f-
структуры, проходящим через общий предельный центр kf-структуры. 
     Анализ полиполярной координации. Полиполярная ЛСК имеет особенности коор-
динации. Главная особенность заключена в самой фокусной структуре. В классической 
полярной СК особой точкой является единственный полюс, где ρ = 0, а угловая коор-
дината ϕ не определена. В предлагаемой полиполярной СК - это k полюсов фокусной 
структуры, где обращается в ноль полиполярный радиус ρ ≡ R = 0, а угловая координа-
та ϕ не имеет определенного значения.  
     Таким образом, структурное начало полиполярной СК характеризуется нулевым 
значением метрической координаты ρ и неопределенным значением угловой координа-
ты ϕ, как и в классической СК. 
     Другие особенности ППЛ-координации, связанные с разрывностью лемнискат, 
имеющей место для любой kf-структуры в критическом диапазоне 0 < ρ < ρ0, где ρ0 – 
значение радиуса, начиная с которого лемниската приобретает односвязную форму. В 
частности, эффект нарушения однозначности в кратных точках является естественным 
следствием присущей любой полярной СК периодичности угловой координаты ϕ - в 
классической полярной СК ϕ имеет, как известно, значения с точностью до 2πn. Вопро-
сы взаимной однозначности, непрерывности и монотонности предлагаемой системы 
координации рассмотрены в [3] и доказаны для общего случая kf-структуры и всего 
диапазона R-форм лемнискат. 
     Одним из наиболее важных вопросов для kf-структуры произвольной конфигурации 
является вопрос об объединении несвязных петель многосвязной лемнискаты в единую 
замкнутую координатную линию ρ = const, вдоль которой монотонно меняются значе-
ния угловой координаты ϕ в диапазоне от 0 до 2π, т.е. организация единой ϕ-
параметризации на многосвязной лемнискате. Обход многосвязной формы сопряжен с 
переходом с одной петли на другую, при этом порядок обхода, соответствующий ϕ-
параметризации, может дополнительно фрагментировать ее, нарушая топологическую 
связность петель. Ответ на поставленный вопрос о возможности требуемой ϕ-
параметризации для любой многосвязной метрической изолинии ρ = const произволь-
ной kf-ЛСК и способе организации соответствующего обхода несвязных форм положи-
тельный (конструктивное доказательство приведенное в [3]): замкнутый и однократ-
ный обход многосвязных лемнискат с непрерывной и монотонной ϕ-параметризацией в 
диапазоне [0, 2π] существует и однозначен. Структура фрагментации и переходов на 
всем множестве многосвязных лемнискат идентифицируется семейством сепарат-
рис, разделяющих бассейны фокусов. 
     В таким образом устроенной ППЛ могут быть рассмотрены разные объекты и по-
строения как классической, так и современной математики, к каковым относятся сим-
метрийные свойства и построения. Особенность состоит в том, что симметрийные ха-
рактеристики полиполярной плоскости и математических объектов в ней создают но-
вые композиционные возможности и свойства. 
     Цель настоящей работы – анализ симметрий полиполярной лемнискатической сис-
темы координат с k-фокусной структурой. 
     Часть II. Симметрии  полиполярной  координации  
     Симметрии фокусов и лемнискат. Сохраняя в сжатом виде информацию о форме 
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представляемой кривой, фокусная структура наследует и симметрии ее формы, в отли-
чие, например, от системы степеней свободы гармонического представления. С другой 
стороны, лемниската, однозначно определяясь фокусной структурой, содержит в своей 
форме фокусные симметрии [4]. 
     Группа симметрий лемнискаты Бернулли состоит, как известно, из зеркальных от-
ражений относительно двух ортогональных осей, что эквивалентно центральной сим-
метрии. Такой же группой симметрий обладает и ее фокусная структура, состоящая из 
двух фокусов (2f-структура всегда симметрична и обладает постоянной группой сим-
метрий, отражение от одной из осей вырожденное). Фокусная структура, состоящая из 
трех и более фокусов, может быть как симметричной, так и несимметричной и в зави-
симости от конфигурации может иметь разную группу симметрий. На рис.2а представ-
лено, как отмечалось выше, семейство лемнискат со структурой фокусов несимметрич-
ной формы, а на рис.2б, напротив, фокусная структура имеет правильную 4f-форму - 
фокусы расположены в вершинах квадрата - и обладает всеми симметриями квадрата. 
Той же группой симметрий обладают и соответствующие лемнискаты. Обобщая, мож-
но сформулировать утверждение: Лемниската и ее фокусная структура имеют одну и 
ту же группу симметрий. 
     В основе этого утверждения лежит порождающий инвариант (1) а также то обстоя-
тельство, что и фокусная структура, и соответствующая ей лемниската имеют пред-
ставление в одной и той же системе координат, а, значит, выдерживают преобразова-
ния, сохраняющие форму. Порождающий инвариант, как следует из (1), представляет 
собой мультипликативную композицию расстояний между точками, что ограничивает 
данное исследование рассмотрением преобразований метрического пространства, со-
храняющих расстояния и форму. Такие преобразования, являющиеся, как известно, ор-
тогональными, образуют группу подобия, которая порождает группу симметрий, вклю-
чающую переносные, масштабные, поворотные симметрии и отражения. Порождаю-
щий инвариант (1) может быть расширен рассмотрением не только евклидовых рас-
стояний [6, 113], что ставит ряд новых интересных задач, но в настоящей работе мы ог-
раничимся рассмотрением указанных преобразований и симметрий. 
     Доказательство сформулированного утверждения распадается на две части. 
     Для доказательства прямого утверждения можно предположить наличие у фокусной 
структуры некоторой группы плоских симметрий, содержащей перенос, отражение, по-
ворот или растяжение, и вычислить инвариантный функционал радиуса (1) для произ-
вольной точки (x, y) и симметричной ей точки (x′, y′). Полученное равенство радиусов 
Rk = R′k для симметричных точек, в силу однозначности соответствия радиуса опреде-
ленной лемнискате, будет свидетельствовать о наличии у лемнискаты данной группы 
симметрий. Так, kf-структура с переносной симметрией даст лемнискату с такой же пе-
реносной симметрией, а с масштабной симметрией – лемнискату с другим радиусом, 
соответствующим масштабному коэффициенту преобразований фокусов. Следствием 
α-поворотной симметрии kf-структуры будет лемниската с α-поворотной симметрией, - 
точки (x, y) и (x′, y′), связанные соответствующим преобразованием, будут иметь одно и 
то же расстояние до фокусной структуры с точностью до порядка входящих в функ-
ционал k фокусных расстояний rj. 
     Доказательство обратного утверждения об отсутствии у лемнискаты иных симмет-
рий выполняется аналогично. Предположив наличие у лемнискаты какой-либо из ука-
занных симметрий формы, выражаемой в равенстве соответствующих инвариантных 
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функционалов Rk = R′k для симметричных точек (x, y) и (x′, y′), из уравнения Rk = R′k с 
необходимостью получаем соотношение для координат фокусов, соответствующее 
данной симметрии у фокусной структуры. Такое доказательство не составляет принци-
пиальных трудностей для каждой конкретной группы симметрий, но представляет тех-
нические трудности для общего случая. В связи с этим, более целесообразным пред-
ставляется другое доказательство. 
     Рассмотрим произвольную kf-лемнискату Ls, порождаемую структурой k фокусов. 
Любая фокусная структура является предельной формой софокусного семейства лем-
нискат при стремлении радиуса ρ к нулю. Значит, в связи с выше изложенным (часть I), 
для любого, сколь угодно малого ε лемниската Lε в ε-окрестности фокусов данной kf-
структуры имеет ту же ϕ-параметризацию, что и любая другая софокусная лемниската, 
в том числе и рассматриваемая лемниската Ls. Поворотная симметрия для произволь-
ной пары симметричных точек (x, y) и (x′, y′) на Ls имеет соответствующую симметрию 
ϕ-параметризации на ней и на лемнискате Lε в ε-окрестности ее kf-структуры. При уст-
ремлении ε к нулю получим k точек фокусной структуры. 
     Таким образом, ϕ-параметризация устанавливает соответствие симметрий про-
извольной kf-лемнискаты и ее фокусной структуры. 
     Симметрии полиполярной плоскости. Фокусную группу симметрий наследует и 
каждая лемниската в отдельности, и все семейство в целом. Симметрии kf-структуры 
порождают те же симметрии всей полиполярной системы координат, состоящей из се-
мейства софокусных лемнискат и сопряженного семейства градиентных кривых. 
     Таким образом, группу симметрий полиполярной плоскости определяет группа сим-
метрий фокусной структуры – структурного начала системы координат. 
     Полиполярная лемниската в kf-ЛСК, как указывалось выше, играет такую же роль, 
что и окружность в классической полярной СК. На полиполярной плоскости относи-
тельно единичной kf-лемнискаты реализуются классические симметрийные конструк-
ции: отражения, поворотные и др. 
     Для построения симметрий на полиполярной плоскости расчеты всех преобразова-
ний выполняются в полиполярных координатах (ρ, ϕ), являющихся по определению 
функциями однополярных координат (ρj, ϕj), j = 1, …, k. Рис. 3 иллюстрирует подобные 
симметрийные построения для единичной полиполярной окружности, представленной 
2f-структурной лемнискатой. 
  

 
 

 

 
Рис. 3 Симметрии произвольного несимметричного мотива на 2f-лемнискате 

     Этот рисунок представляет, во-первых, иллюстрацию симметрии отражения от 
единичной полиполярной 2f-окружности - геометрические объекты произвольного не-
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симметричного мотива внутри полиполярной окружности отражены во внешнюю об-
ласть. Каждой точке мотива с координатами ρ0 = (ρ10, ρ20)1/2 и ϕ0 = (ϕ10 + ϕ20)/2, где (ρ10, 
ϕ10) и (ρ20, ϕ20) – обычные монополярные координаты этой точки относительно первого 
и второго фокусов, поставлена в соответствие точка с координатами ρ′0 = 1/ρ0 и ϕ′0 = 
ϕ0, т.е. каждая точка перемещена вдоль угловой изолинии ϕ = const = ϕ0 на соответст-
вующее расстояние (ρ0⋅ρ′0 = 1). Внешние образы отраженных мотивов оказались, как и 
в классической полярной СК, по размерам больше, но, в отличие от нее, в полиполяр-
ной СК они претерпели еще и разные искривления формы. Рис. 3 иллюстрирует также 
поворотную симметрию - вдоль единичной 2f-лемнискаты через равные полиполярные 
угловые интервалы расположены объекты данного мотива и отраженного, полученные 
в результате применения преобразования полиполярного поворота на Δϕ = π/4, При 
этом произвольной точке мотива с координатами ρ0 и ϕ0  поставлена в соответствие 
точка с координатами ρ′0 = ρ0 и ϕ′0 = ϕ0 + Δϕ, т.е. точка перемещалась вдоль метриче-
ской изолинии ρ = const = ρ0 на Δϕ (монополярные интервалы Δϕ1, Δϕ2, естественно, не 
были равными). 
     В АСО-координатах построенные симметрии представляют собой композицию по-
липолярных симметрий и симметрий структурного начала координат ППЛ. 
Криволинейные симметрии. Построение всех групп криволинейных симметрий воз-
можно на многофокусных лемнискатах, произвольных по числу фокусов, форме и 
связности. На рис. 4а приведены иллюстрации симметрийных построений с прежним 
мотивом, для односвязной (рис 4а внизу) и двусвязной (рис 4а вверху) лемнискаты-
окружности. Поворотные преобразования для последней выполняются в порядке: от 
крайней правой точки (ϕ = 0) по верхней части правой петли, скачкообразный переход 
и полный обход левой петли, возврат на правую до исходной точки (ϕ = 2π). 
 

 
                                                       а)                                                    б) 
 

Рис. 4. Симметрии для 2f-структуры разной связности (а) и конфигурации (б) 
 
     Фокусное представление полиполярной окружности позволяет менять ее симметрии 
и формы мотива, управляя фокусами (рис. 4б)). 
     Сближая фокусы kf-структуры в одну точку, получим обычную окружность с визу-
ально идентичной формой мотива. 
     Действительно, произвольная точка с координатами (ρ1, ϕ1) некоторого мотива име-
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ет соответствующие данной группе симметрий точки (ρi, ϕi), где i = 2, …, m, в других 
мотивах (m количество мотивов). В случае, например, поворотной симметрии, пред-
ставленной на рис.3, данные точки имеют одно и то же значение метрической коорди-
наты ρi = ρ0 и отличающиеся на Δϕ значения ориентационной координаты ϕi = (i-1)Δϕ,  
i = 1, …, m. Осуществляя непрерывный предельный переход kf-структуры в точку, ука-
занные соотношения между выделенными точками сохраняются. В пределе, как было 
показано выше, любая kf-лемниската трансформируется в окружность. Значит, данные 
точки окажутся на окружности, отличаясь по угловой координате на те же Δϕ. По-
скольку это относится к произвольной точке произвольного мотива, все мотивы ока-
жутся одинаковыми, расположенными на окружности через равные угловые интервалы 
(рис 4б). 
     Таким образом, действительно, сближая фокусы kf-структуры в одну точку, несим-
метричная, с точки зрения АСО-восприятия, и симметричная, с точки зрения ППЛ-
восприятия, непрерывно трансформируется в обычную АСО-окружность с визуально 
идентичной формой мотива.  
     На рис. 5 представлен другой вид симметрии на 3f-лемнискатах. Единичная “окруж-
ность-лемниската” с 3f-структурой в произвольно-несимметричном и симметрично-
правильном вариантах. Здесь использован другой мотив и симметрии зеркального от-
ражения заменены на симметрии локальной инверсии, а повороты выполнены на угол 
π/6. 
 

 
                                               а)                                                                 б) 
 

Рис. 5. Криволинейные симметрии инверсии и поворотов на угол π/6 на 3f-лемнискатах 
с асимметричной (а) и симметричной (б) структурой. 

 
     Симметрии наследуются и квазилемнискатами - фокусными кривыми с аддитивным, 
вместо мультипликативного (1), инвариантом [6]: 
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где rj(x,y) может быть разной функцией евклидова расстояния. Тождественный вариант 
задает семейство многофокусных «эллипсов», а логарифмическая функция – семейство 
многофокусных лемнискат (1). На рис. 6 представлены семейства квазилемнискат с 
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разным функционалом расстояния: а) «корни» ϕ(r) = r1/3; б) лемнискаты ϕ(r) =  ln(r); в) 
эллипсы ϕ(r) = r. Как можно видеть, Kf-лемнискаты удерживают фокусы, а kf-эллипсы 
и kf-«корни» теряют их, стягиваясь к центру kf-структуры - центру симметрии. 
 
  

 
 

                            а)                                            б)                                          в) 
 

Рис. 6. Семейства изофокусных 6f-квазилемнискат с правильной гексагональной 
системой фокусов 

 
     Комбинирование симметрий kf-лемнискат и форм-мотивов позволяет получить 
большое разнообразие орнаментов, как розеточного типа, так и паркетного, а интерак-
тивное управление фокусами в компьютерном эксперименте дает возможность непре-
рывной трансформации орнамента. 
     Заключение. Полиполярная система координат представляется хорошо 
организованной криволинейной СК, характеризующей точку плоскости полиполярным 
радиусом ρ и полиполярным углом ϕ. Объектами ППЛ являются: структурное начало, 
состоящее из конечного множества фокусов и определяющее ее симметрии, а также 
взаимно ортогональные сопряженные координатные семейства лемнискат ρ = const и 
градиентных кривых ϕ = const. При этом метрическая координата ρ рассматривается 
как расстояние до структурного начала, а ориентационная координата ϕ - как направ-
ление на структурное начало полиполярной системы координат. 
     Особенностью полиполярной системы координат является широкий диапазон при-
менимости от универсальности до узкой специализации. Такая особенность является 
следствием возможностей рассматриваемого класса функций - многофокусных лемни-
скат, которые допускают множество самых разнообразных приложений. Одним из наи-
более значительных приложений является аппроксимация эмпирических кривых [2, 5]. 
Манипулируя положением фокусов и их количеством, можно решать также задачу ин-
терактивной генерации форм для дизайнерских, диагностических и других целей. С 
любым конкретным предметным образом можно связать его собственную систему ко-
ординат. Метрическая компонента при этом может быть произвольной, достаточно 
сложной, настраиваемой вручную или автоматически, и при любой форме метрической 
компоненты угловая компонента получается ортогональной к метрической. В таким 
образом организованной собственной полиполярной системе координат реализуемы 
разного рода представления, преобразования и симметрии. 
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Abstract. The polypolar system of coordinates formed by a family of multifocal lemnis-
cates is introduced, the full gang of which focuses forms its structural beginning. The ar-
bitrary point of a plane has, as well as in a classical polar system of coordinates, polypo-
lar coordinates: metric ρ, and angular ϕ, being functions of polar coordinates of rather 
each of focuses. The focal representation of the curve form by multifocal lemniscates al-
lows to adjust a polypolar system of coordinates so that a metric component corresponded 
to the form of the given curve. Lemniscate and its focal structure have the same group of 
symmetries. The symmetries of polypolar coordination, and also curvilinear symmetries 
on multifocal lemniscates are considered. 
 
Key words: curvilinear system of coordinates, symmetries, curves, focuses, lemniscates, 
degrees of freedom, approximation. 
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Аннотация. Рассмотрены вопросы физической и химической регенерации отходов, 
образующихся при переработке (резке и шлифовке) поликристаллического или мо-
нокристаллического кремния с использованием карбида кремния, минерального 
масла и полиэтиленгликоля. Показана возможность выделения и возвращения в 
технологические циклы значительной части отходов, что позволяет снизить эколо-
гическую нагрузку при производстве электронных компонентов и фотоэлектриче-
ских преобразователей (ФЭП). 
 
Ключевые слова: кремний, карбид кремния, отходы, регенерация. 

 
     Широкое развитие в последние десятилетия микроэлектронной технологии и «аль-
тернативной» энергетики, одним из основных направлений избрано получение элек-
троэнергии с  использованием  кремниевых преобразователей солнечной энергии вы-
звало резкий рост производства высокочистого кремния [1]. При этом требования к 
чистоте «солнечного» кремния приближаются к показателям «электронного». На рис.1 
представлены данные по развитию данного направления и перспективам на ближайшее 
будущее. В [2,3] приведены данные по динамике другого важного сегмента микроэлек-
троники – активно матричные дисплеи, в которых также используется кремний высо-
кой чистоты. 
     Несмотря на то, что чистота «солнечного» кремния и связанная с этим стоимость его 
производства пока ниже «электронного», объемы выпуска и переработки высококон-
центрированных кремнийсодержащих отходов достаточно высокой степени чистоты, 
образующихся при производстве солнечных модулей и компонентов интегральных 
схем таковы, что закономерным становится вопрос об их утилизации.  
     Основными отходами производства указанных выше производств является металли-
ческий кремний, смешанный с порошком карбида кремния, используемого в качестве 
абразивного материала при резке моно- и поликристаллического кремния. До послед-
него времени используются два метода резки – кругами с рабочей кромкой из алмазно-
го порошка и стальными струнами. Последний метод находит все более широкое при-
менение, поскольку позволяет уменьшить толщину получаемых кремниевых пластин и 
тем самым повысить степень использования исходных кристаллов. Однако и в этом 
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случае количество кремния, попадающего в отходы в виде порошка, достигает 30-40% 
от исходного продукта. 
     Резку кристаллов кремния проводят в среде полиэтиленгликоля-200 (ПЭГ) или ин-
дустриального масла И1, в которые добавляются различные добавки с целью придания 
маслу определенных оптимальных вязкостных характеристик. 
     Таким образом, при резке образуются суспензии кремния, карбида кремния и сопут-
ствующих примесей различного характера в масле или ПЭГ. Зарубежные фирмы  [4] 
разрабатывают установки для разделения этих суспензий и возвращения в технологи-
ческие циклы полезных компонентов. Так для выделения масла и ПЭГ используют ме-
тоды декантации или центрифугирования. При этом удается достаточно эффективно 
выделить и твердую фазу, в основном, карбид кремния и возвратить его в процесс рез-
ки кристаллов. Однако даже в самом лучшем случае до 20% материалов смесей посту-
пает в нереализуемые и не утилизируемые  отходы. 

 
Рис. 1. Производство и потребление поли-Si (Источник - Wacker) 

 
     Нами предпринята попытка разработать методы утилизации этих смесей с целью 
повышения эффективности выделения полезных компонентов смесей и перевода ранее 
не утилизированных веществ в реализуемые формы. Ряд методов регенерации отходов 
производства кремниевых и интерметаллидных AIIIBV компонентов электронной и 
промышленной промышленности, описан в [5,6]. 
     Были проведены эксперименты с суспензиями на основе индустриального масла и 
ПЭГ, получаемыми на промышленных установках резки кристаллов кремния. 
     На первой стадии суспензии разделяли отстаиванием и отделением жидкости на 
центрифугах. Жидкая фаза была исследована на предмет пригодности для дальнейшего 
использования в технологических процессах резки кристаллов кремния. Исследования 
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жидкостей показали, что они могут быть успешно использованы для повторного ис-
пользования либо в индивидуальном виде, либо при добавлении в свежеприготовлен-
ные смеси. 
     Полученные при выделении из использованных смесей твердые продукты отмывали 
углеводородными растворителями от масла или ПЭГ.  
     Контроль полноты отмывки порошков от масла и ПЭГ проводили методом ИК-
спектроскопии по методике, описанной в работе [7]. Содержание масла и ПЭГ в отмы-
тых порошках составляло менее 0,1% масс. 
     Предварительные опыты со смесями ПХЭ и ТХЭ показали, что они также могут 
быть применены для отмывки порошков. Однако при этом появляются трудности при 
дистилляционной регенерации растворителей ввиду достаточно существенной разницы 
в температурах их кипения. Объем фракции растворителей может зависеть от их соот-
ношения. При этом возможно образование азеотропных систем, которые могут затруд-
нять осуществление процесса разгонки смесей и отмывки смесей от масла различными 
растворителями. 
     На рис. 2 представлены результаты отмывки твердых компонентов смесей различ-
ными растворителями. 
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Рис.2.  Результаты отмывки смесей от масла различными растворителями: 

1 -      ЧХУ;          2  -       ТХЭ;             3  -        ПХЭ. 
 
     Как видно из рис. 2, трехкратная промывка позволяет получать порошки с содержа-
нием примесей масла на уровне не выше 0,1% масс. Этого вполне достаточно для даль-
нейшего использования порошков в процессах химической переработки. 
     По окончании эксперимента определяли распределение примесей металлов и масла 
(или ПЭГ) между твердой и жидкой фазами, которое количественно выражали через 
эффективный коэффициент распределения примеси Kd,мл/г и удельную сорбционную 
емкость твердой фазы – Г, мл/г. Подобный подход был с успехом применен в работе 
[8]. Эти параметры представлены в табл. 1.  

Таблица 1 
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Значения эффективных коэффициентов распределения и сорбционной емкости смесей 
 

Примесь Fe Cr Ca Al Ni Масло 
Г, ммоль/г 14 25 12 9 13 35 

Kd, мл/г 80-300 23- 50 42-60 35-40 120-230 18-40 
 
     Порошкообразную смесь карбида кремния с кремнием подвергали флотационному 
разделению в колоннах при ультразвуковом перемешивании для разрушения крупных 
агломератов, состоявших из смеси присутствовавших твердых фаз, в частности, крем-
ния, карбида кремния и оксидных кремниевых соединений. В качестве разделительных 
агентов были использованы смеси жидкостей, имеющих плотности, лежащие между 
плотностями карбида кремния и смесью кремния и его диоксида. Полученные смеси 
флотационных агентов с маслом и ПЭГ разделяли ректификацией на тарельчатых ко-
лоннах с щелевыми тарелками.  
     Масло и ПЭГ, которые концентрировались в кубе колонны, после дополнительного 
центрифугирования присоединяли к выделенным на предыдущем этапе жидкофазным 
продуктам, а флотационные смеси использовали в рецикле. Это позволило достигнуть 
выхода по ПЭГ и маслу более 92% масс. Потери флотационных агентов составляли 2-
3% за 1 операцию разделения. При использовании эффективных систем улавливания 
паров сорбционными методами эти потери могут быть еще более сокращены. 
     На рис. 3 приведены фотографии порошков исходной смеси и разделенных в резуль-
тате обработки суспензии на основе ПЭГ. По данным анализа в регенерированном по-
рошке карбида кремния содержание основного вещества составляет 94-96% масс. Ос-
новной примесью в карбиде кремния является порошок оксида кремния. Его содержа-
ние составляет 3 - 5% масс. 
     Кроме диоксида кремния, в порошках обнаружены примеси железа, хрома, алюми-
ния и некоторых других металлов (табл. 2).  
 

Таблица 2 
Содержание примесей металлов в смесях (%масс х 103) 

 

Элемент Fe Cr Al Ni Na Ca Mg 
Содержание 5-8 0,2-0,4 2-4 0,1-0,3 0,3-0,7 0,1-0,4 0,05-0,1 

 
     Появление большого количества оксида кремния связано с высокой температуры в 
точках контакта режущей кромки инструмента с кристаллом. По различным расчетам 
она достигает в этих точках от 950 до 1100оС. В условиях наличия в системах кислоро-
да, влаги и других кислородсодержащих соединений, а также тонкодисперсного  вы-
сокоактивного порошка кремния образование диоксида кремния представляется весьма 
вероятным. В особенности это относится к обработке кремния в среде кислородсодер-
жащего ПЭГ, когда становится возможным взаимодействие с образованием высокомо-
лекулярных кремнийорганических эфиров. 
     Примеси металлов появляются в продукте из режущего инструмента – дисков, на 
которые нанесены алмазные кромки, или струн. В условиях наличия высоко абразив-
ной среды естественно истирание металлического инструмента, что приводит к появ-
лению примесей металлов в порошках. 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 25

     Для удаления металлических примесей были  по отмывке порошков слабыми рас-
творами кислот. Хотя наблюдалось снижение концентрации примесей металлов в сме-
си, в целом это не привело к ожидаемым результатам, поскольку высокодисперсный 
кремний вступал в интенсивную реакцию не только с кислотами, но и с водой. При 
этом выделялось значительное количество водорода и происходило накопление поли-
кремневых кислот в реакционной массе. Поэтому химическая отмывка порошка от ме-
таллов водой и водными растворами как стадия технологического процесса  в даль-
нейшем не рассматривалась. 
 

                                    
                                                                              а 
 

                                    
                                                                            б 
 

Рис. 3 Микрофотографии порошков смесей карбида кремния с кремнием 
и диоксидом кремния. (а – до флотационного разделения; б – после разделения) 

     Были проведены эксперименты по хлорированию смесей порошков, полученных по-
сле отделения масла и ПЭГ, элементарным хлором при различных температурах. Рас-
чет оптимальных температур для проведения процесса был проведен на основе резуль-
татов работы [9]. Результаты опытов представлены в табл. 3. 
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Таблица 3 
Зависимость выхода SiCl4 и содержания в нем углеводородов 

от температуры хлорирования 
 

t, oC 250 300 450 500 600 750
Выход SiCl4, % 65 70 85 95 96 96
Содержание углево-
дородов в SiCl4 % 0,16 0,2 0,25 0,35

 
0,7 0,7

 
     Как видно из табл.3, в результате хлорирования при низких температурах из крем-
ния и карбида кремния образуются четыреххлористый кремний (ЧХК) и летучие хло-
рированные углеводороды, которые уносятся из зоны реакции и конденсируются в хо-
лодильнике.  
     При этом в твердой фазе остается диоксид кремния в смеси с углеродом, который 
образуется при хлорировании карбида кремния. Данная смесь хлорируется при более 
высоких температурах также с образованием ЧХК и оксида углерода с практически ко-
личественным выходом.  
     На стадии хлорирования образующиеся летучие хлориды металлов переходят в па-
ровую фазу и отделяются фракционной конденсацией до выделения ЧХК, а трудноле-
тучие остаются в реакторе. Однако, как видно из табл. 3, в синтезированном ЧХК со-
держится значительное количество углеродсодержащих примесей, очистка от которых 
представляет значительные трудности, поскольку коэффициенты разделения в системе 
«жидкость- пар» для смесей на основе ЧХК с углеродсодержащими примесями доста-
точно близки к 1, что требует использования высокоэффективных колонных аппаратов. 
Однако для использования этого продукта в элементоорганическом синтезе кремний-
содержащих соединений данный недостаток не имеет принципиального значения. 
     Полученный ЧХК-сырец был очищен термообработкой и ректификацией на кварце-
вой колонне высотой 2,5м, диаметром 40мм, заполненной одновитковыми кварцевыми 
спиралями Фенске.  
     Качество полученного продукта представлено в табл.4. Оно соответствует квалифи-
кации «осч». 
 

Таблица 4 
Содержание примесей в исходном и очищенном ЧХК (%масс х 108) 

 
Al B Ca Co Cr Cu Fe Mg Mn Ni Sn Ti V Bi Cd Na Pb 
2 01 10 5 2 1 10 8 1 2 3 1 2 3 2 2 10 

 
     Очищенный ЧХК был использован для нанесения тонких слоев диоксида кремния на 
кварц из паровой фазы при получении высококачественных оптических изделий [10]. 
Он был также использован в синтезах для получения высокочистых эфиров ортокрем-
невой кислоты – тетраметокси- и тетраэтоксисилана квалификации «осч 11-5»,  приме-
нявшихся для получения оксидных покрытий, а также для синтеза наноструктуриро-
ванных порошков галлосиликата лития методом «золь-гель»-технологии. 
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     Предлагаемая нами схема переработки кремнийсодержащих отходов включает сле-
дующие стадии: 
     - отделение масла или ПЭГ от твердой фазы декантацией и центрифугированием; 
     - промывка осадка растворителем от остатков масла или ПЭГ; 
     - выделение карбида кремния из смеси твердых продуктов флотацией; 
     - двухстадийное хлорирование смеси кремния и диоксида кремния элементарным 
хлором; 
     - регенерация жидких продуктов разделения. 
     Стадия хлорирования может быть ограничена только переработкой металлического 
кремния (одностадийный процесс). Образующийся остаток порошка оксида кремния с 
примесями углерода может быть использован как наполнитель в производстве резино-
технических изделий или строительстве. 
     Вариантом предлагаемой схемы может быть непосредственное хлорирование всей 
твердой кремнийсодержащей фазы после выделения масла и ПЭГ. Однако при этом 
безвозвратно теряется дорогостоящий компонент – карбид кремния. 
 

 
 

Рис. 4. Схема переработки кремнийсодержащих отходов 
 
     На рис. 4 представлена схема утилизации кремнийсодержащих продуктов перера-
ботки высокочистого кремния. Её осуществление позволяет уменьшить количество от-
ходов, не возвращаемых в производственные циклы «высоких» технологий, до 3-5%, и 
при этом они могут быть использованы в других отраслях производства. 
     Работа выполнена при поддержке государственного контракта 02.740.11.0435. 
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Аннотация. Представлена методика исследования анизотропии скорости ультразвука 
в нематике Н-37 в температурном интервале от 25 до 70 0С при различных давлениях. 
Во всех исследованных температурных интервалах существования нематической ме-
зофазы, скорость ультразвука больше в случае параллельной ориентации вектора 
магнитной индукции и волнового вектора по сравнению с перпендикулярной ориен-
тацией. Вдали (ΔТ≥10К) от фазового перехода относительная анизотропия скорости 
ультразвука практически не зависит от температуры и имеет малое значение. Макси-
мальное влияние магнитного поля на скорость ультразвука имеет место за ΔТ=5 К от 
температуры просветления. 
 
Ключевые слова: методика, анизотропия скорости ультразвука, нематическая фаза 
ЖК, магнитное поле, температура, давление. 

 
     Являющийся одним из наиболее точных импульсно-фазовый метод переменного 
расстояния, который используется для измерения акустических параметров жидких 
кристаллов, не позволяет выявить влияние магнитного поля на скорость распростране-
ния ультразвука. В НЖК анизотропия скорости ультразвука находится в пределах по-
грешности, присущей данному методу. В этой связи, для определения анизотропии 
акустических свойств жидких кристаллов на частоте 2 МГц, был выбран импульснофа-
зовый метод переменной частоты, основанный на интерференции прошедшего через 
исследуемую среду импульсного высокочастотного сигнала с когерентными непрерыв-
ными колебаниями при постоянной акустической базе. Для изучения НЖК его впервые 
применили Муллен и др. [1]. 
     Физическую основу метода составляют магнитоакустические явления в нематиче-
ских жидких кристаллах при изменяющихся термодинамических параметрах в статиче-
ском магнитном поле. В отличие от метода переменного расстояния, измерения данным 
методом не сопровождаются изменением доменной структуры исследуемого вещества.  
     Напряжение U1 на приёмном пьезоэлементе можно записать в следующем виде 
(предполагаем, что при 30≅T

τ  справедливы соотношения для непрерывных сигна-

лов): 
 

),/(2sin01 cltfUU −= π  (1) 
 
где τ и Т – длительность и период заполнения импульса, соответственно, l – длина аку-
стического пути, с – скорость распространения ультразвука. 
     В результате его взаимодействия с когерентными непрерывными колебаниями той 
же амплитуды U2=U0sin2πft получаем сумму колебаний: 
 

.cos)/2(sin2 021 c
flcltfUUUU ππ −=+=  (2) 

 

     При определённых частотах: 
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)12(/2 += nclfn  (3) 
 

выражение (2) обращается в ноль, где n = 1, 2, 3… 
     Итак, измеряя две близкие между собой частоты, соответствующие нулевому значе-
нию интерфирирующих сигналов, можно найти величину скорости ультразвука: 
 

).( 1 nn fflc −= +  (4) 
 

     Однако, для точных измерений данный способ непригоден, т.к. в пьезопреобразова-
телях возникает зависящий от частоты сдвиг фаз, который практически трудно оценить 
[2]. 
     При постоянной температуре, для двух предельных ориентаций магнитного поля от-
носительно волнового вектора )||( kB

rr
, )( kB

rr
⊥ и одного и того же n, имеем: 

 

.
||

||

⊥

⊥=
c

lf
c

lf
 (5) 

 

     Изменение направления магнитного поля не влияет на величину акустического пути, 
поэтому относительное изменение скорости ультразвука равно: 
 

 ,
⊥⊥

Δ
=

Δ
c

c
f
f   (6) 

 

где Δf=f|| - f┴;  Δс=с|| - c┴. 
     Из условия равенства амплитуд принятого акустического импульса и непрерывных 
колебаний, можно оценить разность коэффициентов поглощения ультразвука в магнит-
ных полях нормальной и перпендикулярной ориентаций: 
 

,
68,8|| см

непер
l

A
⋅

Δ
=−=Δ ⊥ααα  (7) 

 

где ΔА - изменение амплитуды непрерывного сигнала в дб. 
     Экспериментальная установка 
     Для решения задачи, создана экспериментальная установка, блок-схема которой 
представлена на рис.1. 
     Высокочастотный сигнал с генератора (Ч6-31) прямоугольных импульсов поступает 
в модулятор, где высокочастотный сигнал преобразуется в зондирующие прямоуголь-
ные радиоимпульсы, которые после усиления поступают на излучающий пьезопреоб-
разователь. Пьезопреобразователь, выполненный из цирконата титана свинца (ЦТС-19), 
преобразует высокочастотные сигналы в акустические импульсы с продольной модой 
колебания ультразвуковых волн. После прохождения в измерительной ячейке через ис-
следуемую среду (ЖК), ультразвуковые импульсы с высокочастотным заполнением 
достигают приёмного пьезоэлемента, где преобразуются в высокочастотный сигнал. 
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     Через приёмник (УЗ-29) радиоимпульсы поступают на вход двухканального осцил-
лографа (С1-117/1). Синхронизация развёртки осциллографа и управление модулято-
ром, осуществляется от генератора прямоугольных импульсов. Опорное ВЧ напряже-
ние через аттенюатор подаётся на другой вход осциллографа. Сигнал с приёмного пье-
зоэлемента векторно складывается с прошедшими через аттенюатор непрерывными ко-
лебаниями. Амплитуда и частота непрерывного сигнала регулируются до полного га-
шения принятого акустического импульса. Контроль результирующего сигнала осуще-
ствляется на экране осциллографа (С1-17). Контроль частоты производится цифровым 
частотомером (ЧЗ-34А).  
     Постоянный магнит 2 индукцией 0,17 Гс, что превышает индукцию насыщения ис-
следуемых веществ, устанавливался на вращающейся платформе 1 установки для про-
верки и испытания гироскопических приборов УПГ-56, имеющей лимб для отсчёта уг-
ла. В зазоре магнита неподвижно укреплялся термостатирующий стакан 4 на жёстко 
закреплённом относительно платформы столе 6. Внутри стакана располагалась камера 
высокого давления 5.  
     Температура вещества в измерительной ячейке, контролируется отградуированным 
термосопротивлением 3 и поддерживается системой термостатирования. Предвари-
тельное термостатирование проводилось в течении 3-5 часов. 
     Акустическая камера для исследования ЖК при высоких давлениях 
     Схематически автоклав представлен на рис. 2. Его основу составляет непосредст-
венно камера высокого давления 4 и расположенная внутри измерительная ячейка 3. 
Корпус камеры выполнен из немагнитной нержавеющей стали марки 10Х17Н13М2Т, 
содержит полость, для размещения измерительной ячейки, которая резьбовым соеди-
нением связана с головкой камеры 9. Через головку камеры осуществляется заправка 
ячейки посредством заправочного канала 7, который впоследствии заглушается запор-
ной иглой 8. Ввод и вывод зондирующих высокочастотных импульсов реализован че-
рез вводы 10. Головка камеры высокого давления герметизируется фторопластовым 
кольцом 6. Через магистраль 2 в камеру поступает силиконовое масло, которое служит 
рабочим телом для станции высокого давления. Оригинальная конструкция измери-
тельной ячейки представлена на рис. 3. Ячейка выполнена из немагнитной нержавею-
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щей стали марки 10Х17Н13М2Т, не реагирующей с исследуемым веществом. Состоит 
из корпуса 3, подвижного поршня 1 с уплотнительным силиконовым кольцом 2, пары 
оправок 5. 

 
 

     Внутренняя поверхность цилиндра 4 в котором перемещается поршень обработана с 
высокой степенью точности, шероховатость поверхности составляет порядка 0,3 мкм. 
Пьезопреобразователи 6 закрепляются и герметизируются в оправках с помощью эпок-
сидной смолы. Оправки ввинчиваются в корпус ячейки и резьбовое соединение допол-
нительно герметизируется высокотемпературным силиконовым герметиком. 
 

 
     С помощью соединения 8, ячейка жёстко закрепляется на головке камеры (рис.2), 
резьбовое соединение дополнительно герметизируется силиконовым герметиком. 
     Применение подвижного поршня позволило значительно сократить заправочный 
объем ячейки, в данном случае он составляет 1,2 см3, что позволяет более экономно 
расходовать рабочий материал. Поршневая система передачи давления в измеритель-
ную ячейку обеспечивает надёжное разделение жидкостей. Подпоршневой объём явля-
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ется также буфером, предотвращая загрязнение зондируемой области исследуемого 
вещества. Этому способствует и методика проведения эксперимента. Отсутствие гра-
диента давления внутри измерительной ячейки относительно окружающего объёма 
обеспечивается тщательной дегазацией исследуемого НЖК. Размещение пьезопреобра-
зователей внутри измерительной ячейки в непосредственном контакте с исследуемым 
веществом, позволило отказаться от линий задержек, что исключило погрешность, обу-
словленную их влиянием. 
     Применение оправок позволяет, достаточно оперативно менять наборы пьезопреоб-
разователей  и тем самым работать с широким диапазоном частот не прибегая к допол-
нительным конструктивным изменениям. Во всех сериях эксперимента осуществлялась 
промывка измерительной ячейки бензолом. Перед заправкой образец ЖК дегазировал-
ся в течение 2 – 3 часов в вакууме (10-6 атм.). 
     При исследовании анизотропии акустических параметров НЖК магнитное полеB

r
 

первоначально устанавливается в положение нормальной ориентации относительно 
волнового вектора k

r
, по показаниям частотомера ⊥0f  и аттенюатора ⊥0A  отмечаются 

значения частоты и величины затухания непрерывных колебаний, которые соответст-
вуют минимуму результирующих сигналов в магнитных полях параллельной )||( kB

rr
 и 

перпендикулярной )( kB
rr

⊥  ориентаций. Расчёт анизотропии скорости и коэффициента 
поглощения производился по формулам: 
 

,||

⊥

⊥

⊥

−
=

Δ
c

cc
c

c  (8) 

.2
||

2 ff
⊥−

=
Δ ααα  (9) 

 

     Относительные изменения скорости ультразвука в НЖК 
     Результаты измерения относительных изменений скорости ультразвука (8) в Н-37 
при атмосферном давлении на частоте 2 МГц представлены на рис.4. Влияние магнит-
ного поля параллельной )||( kB

rr
 и перпендикулярной )( kB

rr
⊥  ориентаций на скорость 

ультразвука наблюдается только в нематической фазе исследованного Н-37. В изотроп-
ной фазе переориентация магнитного поля не изменяет величины скорости ультразву-
ка. Во всех исследованных температурных интервалах существования нематической 
мезофазы, скорость ультразвука больше в случае параллельной ориентации вектора 
магнитной индукции и волнового вектора по сравнению с перпендикулярной ориента-
цией. Вдали (ΔТ≥10К) от фазового перехода относительная анизотропия скорости 
ультразвука практически не зависит от температуры и имеет малое значение, равное 
1,6·10-4. За ΔТ≤10К от температуры просветления наблюдается рост с последующим 
резким спадом до нуля в фазовом переходе. Максимальное влияние магнитного поля на 
скорость ультразвука имеет место за ΔТ=5 К от температуры просветления. Разность 
между максимальным значением Δс/с┴ и её значением вдали от фазового перехода со-
ставляет 11,5·10-4. Температурная зависимость относительных изменений скорости 
ультразвука в Н-37, являющемся смесью МББА и ЭББА качественно имеет тот же вид, 
что и для исходных веществ. Повышение давления приводит к смещению зависимостей 
Δс/с┴ в сторону более высоких температур. Экспериментальные изобары Δс/с┴ в иссле-
дованном диапазоне давлений представлены на рис.5. Температура, при которой 
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Δс/с┴=0 соответствует фазовому переходу Тс = Тс(Р0)+kP. Зависимость температуры 
перехода от давления представлена на рис.6. 
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Рис. 6. Зависимость температуры перехода от давления 
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Abstract. The technique of research of anisotropy of speed of ultrasound in nematic Н-37 in 
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temperature intervals of existence of a nematic mesophase, speed of ultrasound is more in 
case of parallel orientation of a vector of a magnetic induction and a wave vector in com-
parison with perpendicular orientation. In the distance (ΔТ≥10К) from phase transition rela-
tive anisotropy of speed of ultrasound practically doesn't depend on temperature and has 
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for ΔТ=5 to from enlightenment temperature. 
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И ПРОГНОЗИРОВАНИЕ НОВЫХ СОСТАВОВ ПЯТИКОМПОНЕНТНЫХ 
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Аннотация. В статье приведены данные по веществам с рекордно высокими темпе-
ратурами перехода в сверхпроводящее состояние, краткий обзор применений 
сверхпроводящих веществ в области силовой электроники и микроэлектроники. На 
основе идентификации сверхпроводящих свойств нового класса железосодержащих 
сверхпроводящих веществ и выполнено прогнозирование составов этих веществ с 
температурами сверхпроводящего перехода от 55 до 62,5 К. 
 
Ключевые слова: высокотемпературная сверхпроводимость, аномальные эффекты в 
сверхпроводящем состоянии, изотопический эффект у сверхпроводников, иденти-
фикация, прогнозирование составов, температура перехода в сверхпроводящее со-
стояние. 

 
     С момента своего открытия в 1911 году явление сверхпроводимости стало сильней-
шим стимулятором новых исследований для заинтересованных специалистов. Резуль-
татом этих исследований стало появление принципиально новых материалов, областей 
науки и техники, прежде всего систем электроники, в которых применение сверхпро-
водимости позволило получить рекордные показатели по ряду технических характери-
стик энергетических устройств и систем [1], микроэлектронных устройств обработки 
информации [2], болометрических приемников теплового излучения [3] и т.д. Пробле-
мы практического применения эффектов, наблюдаемых в состоянии сверхпроводимо-
сти, были связаны с реализацией надежного теплового охлаждения [4], поэтому задача 
повышения температуры перехода в сверхпроводящее состояние превратилась в фун-
даментальную проблему.  
     Открытие высокотемпературной сверхпроводимости 25 лет назад [5] произвело эф-
фект разорвавшейся бомбы, т.к. при этом не только произошел резкий скачок в значе-
ниях температуры сверхпроводящего перехода до значения 92 К, но и резко расширил-
ся круг материалов (оксиды, керамики), обладающих свойством сверхпроводимости. 
Открытие высокотемпературной сверхпроводимости ещё больше обострило существо-
вавшие в этой области проблемы:  

1. поиска материалов с более высокой температурой перехода в сверхпроводящее 
состояние,  

2. реализации технических решений в силовой электронике,  
3. создания микроэлектронных устройств и систем обработки информации и вычис-

лительной техники. 
     Решение первой проблемы происходит очень интенсивно в последние годы, благо-
даря совершенствованию технологии изготовления многослойных керамик. На сайте 
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[6] ведется календарь рекордов величины очередной более высокой обнаруженной 
температуры перехода в сверхпроводящее состояние (табл. 1, рис. 1). 
 

Таблица 1 
Рекорды температур перехода материалов в состояние сверхпроводимости 

 
Дата публикации Температура Тс Состав 

03.10.2007 175 Sn1.4In0.6Ba4Tm5Cu7O20+ 
14.03.2008 185 (Sn1.0Pb0.5In0.5)Ba4Tm5Cu7O20+ 
17.07.2008 195 (Sn1.0Pb0.5In0.5)Ba4Tm6Cu8O22+ 
30.11.2008 212 (Sn5In)Ba4Ca2Cu10Oy 
24.03.2009 233 Tl5Ba4Ca2Cu10Oy 
18.05.2009 240 (Tl4Ba)Ba4Ca2Cu10Oy 
10.10.2009 250 (Tl4Ba)Ba2Ca2Cu7O13+ 
14.10.2010 258 (Tl4Ba)Ba2Mg2Cu7O13+ 
24.10.2010 265 (Tl4Ba)Ba2MgCu8O13+ 

 
 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость открытия рекордных температур 
перехода в сверхпроводящее состояние во времени 

 
     Группа материалов, позволивших получить рекордно высокие температуры перехо-
да, была исследована ещё в начале 90-х годов прошлого века [7]. Тогда было показано, 
что определяющую роль на значение температуры Тс оказывают базовые слои прово-
дящих окислов CuO2, разделенных слоями ионов Ca2+, которые обеспечивают прочную 
ионную связь между купратными слоями. При этом считалось, что диэлектрические 
оксидные слои (TlO, BaO, MgO и т.д.) играют вспомогательную роль, создавая между 
купратными слоями расстояния, обеспечивающие эффект близости, определяющий 
джозефсоновскую (туннельную) связь. Однако последние исследования показали, что 
именно ионные связи, созданные атомами Mg, могут существенно изменить физиче-
ские свойства всей структуры. 
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     В последних исследованиях [8] решающую роль сыграла технология получения 
многослойных структур и использование в качестве базовых слоев состава CuO2 и 
MgO2. Здесь был реализован обмен атомов Mg и Cu в купратных слоях, поскольку ато-
мы меди и магния имеют почти идентичные ионные радиусы. В итоге перемещения 
атомов Mg в определяющей стехиометрической оси Mg-Cu-Tl-Ba в исходной последо-
вательности слоев (Mg-O)-(Cu-O)-(Tl2-O3)-(Ba-Cu-O)-(Cu-O) возникает структура 
(Tl4Ba-CuO (9223)-Mg2), которая увеличивает температуру Тс за счет резкого возраста-
ния плоского соотношения веса для оси Tl-O-Cu с 5 до 6,3 (рис. 2). 
 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость температуры Тс от показателей 
многослойных структур класса (Tl4Ba)Ba2MgCu8O13+ 

 
     Вторая проблема, связанная с технической реализацией применений явления сверх-
проводимости в силовой электронике, также сопряжена, прежде всего, с поиском под-
ходящих материалов. В основе любых применений в данной области (сверхпроводящие 
кабели, магниты, ЯМР-томографы, ускорители частиц, реакторы и т.д.) лежит сверх-
проводящий проводник электрического тока. Как и к любому проводнику электриче-
ского тока к нему предъявляется определенный набор технических требований: элек-
трических, механических, радиационных, экологических, технологических и т.д. 
     При этом оказалось, что открытие высокотемпературной сверхпроводимости не по-
зволило в промышленных масштабах применить новые классы материалов для сверх-
проводящих проводников, т.к. они не удовлетворяют целому ряду требований для этих 
применений. В итоге материалы низкотемпературной сверхпроводимости, открытые до 

Планарные соотношение веса оси Tl-O-
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1986 года, до сих пор остаются основными в силовой электронике. Разработки и иссле-
дования ВСТП кабелей до 2010 года так и не вышли на стадию промышленного произ-
водства ни в России, ни за рубежом [1, 9]. 
     Решение третьей проблемы – применение явления сверхпроводимости в микроэлек-
тронных системах обработки информации и вычислительной техники - сложилось наи-
более драматически. С первых дней после публикации пионерной работы [5] во всех 
странах развернулось настоящее соревнование по всем направлениям: поиска материа-
лов, новых технологий синтеза пленок, разработок схемотехнических и конструктив-
ных решений элементов и устройств систем обработки информации и вычислительной 
техники [1]. Ведущие мировые фирмы затрачивали огромные средства на исследования 
в области высокотемпературной сверхпроводимости. Например, ведущие фирмы Япо-
нии запатентовали практически всю элементную базу вычислительной техники на ос-
нове логических элементов с эффектом Джозефсона.  
     Наибольшие успехи были достигнуты в области СВЧ электроники, т.к. были разра-
ботаны различные устройства на высокотемпературных сверхпроводящих материалах: 
линии передач, линии задержки, полосовые фильтры, амплитудные и фазовые модуля-
торы, переключатели и ограничители СВЧ-мощности, малогабаритные антенны и дру-
гие, в которых рабочий диапазон частот расширился до сотен ГГц [1,2]. 
     Наконец, были сформированы и программы государственного финансирования ис-
следований, в частности в СССР - государственная научно-техническая программа 
«Высокотемпературная сверхпроводимость». 
     Постепенно стало выясняться, что отдача от инвестиций в исследования и разработ-
ки не соответствует ожиданиям и прогнозам. Проект высокотемпературной сверхпро-
водимости по суммарным затратам оказался в одном ряду с такими несбыточными гло-
бальными проектами, как проект стратегической оборонной инициативы, направлен-
ный на создание сплошного трехмерного радиолокационного поля с нереализуемым 
пространственным разрешением или объявленный несколько лет назад мировой проект 
«Геном человека», целью которого является полная расшифровка генома человека как 
вида. 
     Для того чтобы понять, почему на первых этапах исследований высокотемператур-
ной сверхпроводимости не был произведен ожидаемый прорыв, перечислим сначала 
главные решенные задачи, определившие прогресс современной микроэлектроники.  

1. Открытие электронных свойств полупроводников как нового класса материалов. 
2. Открытие транзисторного эффекта в германиевой и кремниевой полупроводнико-

вых структурах с чередующимися областями электронной и дырочной проводимостями 
и переход от вакуумной к твердотельной элементной базе электронных устройств. 

3. Разработка полного комплекса схемотехнических решений, необходимых для по-
строения универсальных электронных вычислительных машин, а также специализиро-
ванных электронных систем обработки информации. 

4. Создание кремниевой полупроводниковой технологии мультиплицирования и ин-
теграции схем в одном кристалле. 

5. Разработка алгоритмов и программного обеспечения, определивших эффектив-
ность работы электронных систем. 
     Теперь можно отметить, что в исследованиях при решении третьей проблемы созда-
ния микроэлектронных устройств и систем обработки информации и вычислительной 
техники на основе явления сверхпроводимости выпали такие логические звенья, кото-
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рые аналогичны второй и четвертой задачам, решение которых и определило прогресс 
современной микроэлектроники. 
     Эффекта, аналогичного транзисторному эффекту в сверхпроводящей электронике, 
пока не обнаружено. Открытие транзисторного эффекта базируется на модели и дейст-
вительном наличии альтернативных по механизмам проводимости свойствам (элек-
тронной и дырочной проводимости). В объяснении сверхпроводимости превалирует 
одна теория, которая не предусматривает разных, а тем более альтернативных меха-
низмов сверхпроводимости. Теоретически принято существование сверхпроводников 1 
и 2 рода по критерию знака такой физической характеристики как поверхностная энер-
гия. Для сверхпроводников второго рода поверхностная энергия отрицательна, в силу 
чего в них допускается разбиение образца на отдельные области сверхпроводящего и 
нормального состояний, однако гипотез каких-либо различий (как, например, разной 
намагниченности для магнитных доменов) для областей сверхпроводящего состояния 
не выдвинуто. Поэтому практические применения сверхпроводимости основаны на 
эффекте разрушения сверхпроводимости под влиянием внешних факторов. 
     Эффект Джозефсона, который был заложен в основу схемотехнических решений ло-
гических элементов на основе низкотемпературной сверхпроводимости [2], а затем пе-
ренесен и на решения на основе высокотемпературных сверхпроводящих материалов, 
определяет возникновение туннельного тока, чрезвычайно малого по своей величине. 
Принцип действия таких логических элементов заключается в фиксировании двух со-
стояний: при наличии тока сверхпроводимости в отсутствии действия управляющего 
фактора (вентиль открыт), и исчезновении сверхпроводящего состояния под действием 
управляющего фактора (ток отсутствует - вентиль закрыт). В традиционной электрони-
ке давно известно, что выполнение логической или иной функциональной обработки 
информации можно проводить на резистивных схемах, однако точность и стабильность 
выполнения заданных преобразований не соответствуют современным требованиям 
[10]. Схемотехника логических и иных элементов на эффекте Джозефсона страдает те-
ми же недостатками [2].  
     Аналогичная картина наблюдается и в области создания болометрических приемни-
ков теплового излучения. Их принцип действия также основан на исчезновении сверх-
проводимости при воздействии на приемник теплового излучения [2], т.е. на изменении 
сопротивления, как и в традиционных болометрах, хотя при этом возникает целый ряд 
технических преимуществ. 
     Неизбежная логика исследований привела исследователей к открытию ряда эффек-
тов, существующих в области сверхпроводящего состояния, т.е. в условиях, когда при 
сохранении основного свойства – сверхпроводимости, дополнительно наблюдаются 
новые физические явления. При этом экспериментальные данные свидетельствуют о 
наличии явных аномалий, которые нельзя объяснить изменением сопротивления в зоне 
сверхпроводящего состояния, т.е. когда сопротивление пленки оставалось предельно 
малым, оно не может испытывать существенных изменений.  
     Первоначально в экспериментах при изучении комплексного воздействия несколь-
ких физических факторов на исследуемый материал схемы считывания информации 
строились таким образом, что выходной сигнал интерпретировался как изменение со-
противления сверхпроводящей пленки [11], наблюдаемое при температурах существо-
вания сверхпроводящего состояния, что свидетельствовало об определенной противо-
речивости данной интерпретации результатов экспериментальных исследований.  
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     Изменение методологии экспериментов когда высокотемпературный сверхпроводя-
щий материал находился под воздействием двух физических полей: температурного 
поля, характеризующегося температурой Т, и электрического поля, характеризующего-
ся током смещения Iсм позволило зарегистрировать изменения шумового отклика мате-
риала, которые можно регистрировать в виде спектральной плотности напряжения шу-
ма Uш [12]. 
     В конечном счете, пиковые изменения выходного сигнала в зоне сверхпроводимости 
были интерпретированы как изменения шумовых свойств с наличием аномального уча-
стка падения шума с ростом температуры в области существования сверхпроводящего 
состояния. Зависимость положения максимума шумового напряжения в сверхпроводя-
щей пленке от мощности падающего теплового излучения позволила реализовать, по 
существу, неболометрическое считывание информации о величине теплового излуче-
ния [13, 14].  
     Впоследствии экспериментальным путем было обнаружено ещё одно аномальное 
поведение другого физического параметра - скорости распространения ультразвуковых 
колебаний в зоне высокотемпературной сверхпроводимости [15]. Однако этот эффект 
не нашел практического применения. 
     Что касается необходимости решения четвертой задачи – создания технологии 
мультиплицирования и интеграции сверхпроводящих схем в одном кристалле, то её 
решение непосредственно связано с поиском соответствующих материалов, в которых 
имеют место альтернативные (аномальные) эффекты проводимости. 
     Надо признать, что известные на сегодняшний день низкотемпературные и высоко-
температурные сверхпроводники не позволяют решить первую и четвертую задачи. 
Этим объясняется постоянный поиск новых материалов, которые отвечали бы требова-
ниям и возможностям серийной микроэлектронной технологии.  
     В 2008 году был открыт новый класс высокотемпературных сверхпроводников – до-
пированных фтором оксиарсенидов железа с обобщенной формулой LaO1-xFxFeAs. Они 
могут иметь как монокристаллическую (технология - метод кристаллизации в распла-
ве), так  и поликристаллическую структуру (технология - метод твердофазного синтеза) 
[16]. Первый обнаруженный материал этого класса имел Тс = 26 К, затем были обнару-
жены материалы этого класса, имеющие Тс до 55 К.  
     В данной работе для выявления новых составов с повышенной Тс применен метод 
прогнозирования составов с повышенной Тс, основанный на сценарном методе много-
мерного прогнозирования [17]. Прогноз проведен в семимерном пространстве парамет-
ров {к, x1, x2, x3, x4, x5, x6}, где к – формальный параметр (например, номер по порядку 
массива экспериментальных данных), x1 – текущие значения Тс, x2 - атомная масса лан-
таноида, x3 – атомная масса кислорода с учетом доли (1-x), x4 – атомная масса фтора с 
учетом доли х, x5 – атомная масса железа, x6 - атомная масса мышьяка.  
     Таким образом, в качестве исходных данных для прогноза взяты атомные массы 
компонентов материала и соответствующие температуры сверхпроводящего перехода. 
Обоснованность выбора исходных данных базируется на известном изотопическом за-
коне, устанавливающем взаимосвязь Тс и атомной массы М изотопов компонентов [18] 
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где С – константа, не зависящая от Тс и М, α – константа, рассчитываемая по экспери-
ментальным данным Тс для веществ, в которых использованы изотопы компонентов по 
формуле 

. 

 
     Если α равно или близко к 0,5, то в данном материале куперовские пары (сверхпро-
водимость) возникают за счет электрон-фононного притяжения, принятого в классиче-
ской квантовой теории, поэтому значение α принято считать тестом на роль фононов в 
создании сверхпроводимости.  
     В противном случае сверхпроводимость вызвана иным механизмом. В железистых 
сверхпроводниках проявление изотопического закона приводит к аномальному отрица-
тельному диапазону значений параметра α (- 0,12 - - 0,37). По мнению авторов работы 
[19] в железосодержащих высокотемпературных сверхпроводниках реализуется ано-
мальный механизм объединения куперовских пар: смесь «более сложного» электрон-
фононного и обменного взаимодействий.  
     Метод прогнозирования основан на базе знаний, включающей полную систему мно-
гомерных математических моделей, получаемую на основе анализа многомерных ис-
ходных данных. В нашем случае математические модели оригинальны и позволяют 
реализовать итеративный алгоритм установления устойчивых сочетаний параметров 
вещества в принятом пространстве, называемых сценариями. Для принятой размерно-
сти пространства число сценариев составляет 46656. 
     В отличие от работы [17], в которой прогнозирование велось во времени, которое 
было первым параметром рабочего пространства, в данной статье прогнозирование 
нужно вести по температуре Тс (параметр х2). Проблема в данном случае состоит в том, 
что значения температуры Тс не являются регулярными в отличие от значений времени 
в работе [17]. Поэтому введен формальный регулярный параметр k, который в алгорит-
ме прогнозирования формально нарастает как время в работе [17]. В этом случае фор-
мально применяется тот же алгоритм. Отличие прогноза в данной работе состоит в том, 
что из всего множества сгенерированных сценариев для очередного значения формаль-
ного параметра k мы будем отбирать те составы веществ, которые соответствуют физи-
ческой реализуемости по атомным массам компонентов. Для обеспечения отбора физи-
чески реализуемых составов в алгоритме сформированы следующие ограничения для 
прогнозируемых составов на k – м шаге прогнозирования: 
 

, 
, 
, 

, 

 
где x1l – наибольшая температура Тс из экспериментальных данных, 
      AAs, AFe, AF, Ala – атомные массы мышьяка, железа, фтора и лантаноида соответст-
венно, 
      δAs, δFe, δx – допустимые пределы на расхождение для значений параметров x5, x6 и 
атомных масс мышьяка и железа соответственно, а также для доли х допирования фто-
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ра в состав вещества, вычисленной двумя способами на основе значений параметров x3 
и x4. 
     На параметр x2 (атомная масса лантаноида) никаких ограничений не наложено, по-
скольку, как следует из экспериментальных данных (табл. 2 строки 1 – 12), это могут 
быть атомные массы разных металлов: гадолиния, диспрозия, лантана, неодима, празе-
одима, самария, тербия или церия. 

Таблица 2 
Составы и характеристики сверхпроводящих пятикомпонентных оксиарсенидов 

редкоземельных и переходных металлов (1111-фазы) 
 

  x Tc Ln O1-x Fx Fe As 
1 LaO1-xFxFeAs, x = 0,05-0,12 0,12 26 138,9055 14,07947 2,279808 55,8 74,9 
2 SmO0,93F0,07FeAs 0,07 36 150,36 14,87944 1,329888 55,8 74,9 
3 GdO1-xFxFeAs, x = 0,12-0,17 0,17 36,6 157,25 13,2795 3,229729 55,8 74,9 
4 CeO1-xFxFeAs, x = 0-0,20 0,2 41 140,116 12,79952 3,799681 55,8 74,9 
5 SmO0,90F0,10FeAs 0,1 43 150,36 14,39946 1,89984 55,8 74,9 
6 DуO1-xFxFeAs, x = 0-0,2 0,2 45,4 162,5 12,79952 3,799681 55,8 74,9 
7 TbO1-xFxFeAs, x = 0-0, 2 0,2 45,9 158,9253 12,79952 3,799681 55,8 74,9 
8 NdO0,82F0,18FeAs 0,18 50 144,24 13,11951 3,419713 55,8 74,9 
9 NdO0,9F0,1FeAs 0,1 51 144,24 14,39946 1,89984 55,8 74,9 

10 PrO0,89F0,11FeAs 0,11 52 140,9077 14,23947 2,089824 55,8 74,9 
11 NdO0,90F0,10FeAs 0,1 53 144,24 14,39946 1,89984 55,8 74,9 
12 SmO0,90F0,10FeAs 0,1 55 150,36 14,39946 1,89984 55,8 74,9 
13 SmO0,885F0,115FeAs 0,115 56,2 150,36 14,15947 2,184816 55,8 74,9 
14 PrO0,887F0,113FeAs 0,113 57,5 140,9077 14,19147 2,14682 55,8 74,9 
15 PmO0,892F0,108FeAs 0,108 57,8 145 14,27146 2,051828 55,8 74,9 
16 DyO0,885F0,115FeAs 0,115 57,9 162,5 14,15947 2,184816 55,8 74,9 
17 EuO0,892F0,108FeAs 0,108 58,3 151,964 14,27146 2,051828 55,8 74,9 
18 EuO0,878F0,122FeAs 0,122 58,6 151,964 14,04747 2,317805 55,8 74,9 
19 EuO0,877F0,123FeAs 0,123 59,1 151,964 14,03147 2,336804 55,8 74,9 
20 GdO0,886F0,114FeAs 0,114 59,5 157,25 14,17547 2,165818 55,8 74,9 
21 SmO0,874F0,126FeAs 0,126 61,9 150,36 13,98348 2,393799 55,8 74,9 
22 SmO0,875F0,125FeAs 0,125 62,1 150,36 13,99948 2,3748 55,8 74,9 
23 EuO0,883F0,117FeAs 0,117 62,6 151,964 14,12747 2,222813 55,8 74,9 

 
     Прогнозирование составов веществ с повышенной температурой Тс реализуется, по 
существу, поисковой системой, которая выдает составы с повышенной температурой 
Тс, из которых необходимо дополнительно отобрать физически реализуемые со значе-
ниями параметра x2, соответствующими ближайшему с заданной погрешностью мате-
риалу из группы лантаноидов. Отобранные новые составы включались в исходный на-
бор экспериментальных данных и процесс поиска вновь повторялся. В результате были 
получены данные составов веществ, представленные в табл. 2 (строки 13-23 – прогноз-
ные данные). Прогноз позволил выявить 11 новых составов разных материалов указан-
ного класса с температурами Тс в диапазоне (55 К – 62,6 К). 
     Как видно из табл. 2 наиболее представительной группой и в экспериментальных 
данных (3 состава) и в результатах прогнозирования (3 состава) оказались материалы 
на основе самария (рис. 3). 
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Рис. 3. Зависимость температуры Тс от доли допирования х фтором 

в сверхпроводящих материалах на основе самария 
 

     Самой представительной в прогнозных данных оказалась группа из 4-х составов ма-
териалов на основе европия (рис. 4), хотя экспериментальные данные по сверхпрово-
димости веществ с этим металлом вообще отсутствуют. 
     Прогнозных составов на основе неодима найти не удалось совсем, хотя имеются 
экспериментальные данные о сверхпроводимости 3-х составов веществ на основе этого 
металла. Прогноз материалов на основе гадолиния и диспрозия дал по одному новому 
составу соответственно. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость температуры Тс для обнаруженных и прогнозируемых 
сверхпроводящих материалов на основе гадолиния, диспрозия, неодима и европия 

     Разработанный метод прогнозирования составов сверхпроводящих веществ с повы-
шенной температурой переходя в сверхпроводящее состояние может быть применен и 
для других классов материалов, по которым имеются достаточно обширные экспери-
ментальные данные по составам и температурам Тс. 
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     Применение данного метода прогнозирования новых составов сверхпроводящих 
веществ может существенно ускорить поиск и исследования сверхпроводящих мате-
риалов не только с повышенными температурами перехода в сверхпроводящее состоя-
ние, но с другими заданными свойствами, определенными областями применения. 
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Аннотация. В данной статье рассматривается метод косвенной оценки отношения 
сигнал/шум при работе различными методами низкочастотной электроразведки с 
искуственным источником тока. Задача определения отношения сигнал/шум явля-
ется важной как при проведении полевых работ, так и при последующей обработке 
данных. Однако невозможно определить это отношение напрямую, так как при из-
мерении истинный сигнал оцифровывается вместе с шумами и помехами. Предло-
женный метод косвенной оценки строится на основе свойства антипериодичности 
сигнала,  которым обладают сигналы, применяемые в низкочастотной электрораз-
ведке. В статье приводятся описания свойств такой оценки и ее связь с прямой 
оценкой отношения сигнал/шум. 
 
Ключевые слова: электроразведка, SNR, OER, отношение сигнал/шум, обработка вре-
менных рядов 
 
 

     ВВЕДЕНИЕ 
     Основной целью обработки геофизических данных, полученных в результате поле-
вых работ, является подавление случайных шумов и помех, содержащихся в исходных 
записях (временны́х рядах) измеряемых физических величин и выделение из этих вре-
менных рядов полезного сигнала. От эффективности подавления шумов и помех на-
прямую зависит качество геофизической продукции, т. е. геоэлектрических разрезов и 
карт, на основании которых происходит дальнейшая геологическая интерпретация.  
     В общем случае помеха представляет собой случайный процесс,  изучение статисти-
ческих характеристик которого может оказаться значительно более трудоёмким, чем 
изучение собственно геологической модели среды. С другой стороны, качественная об-
работка сигналов низкочастотной электроразведки существенным образом опирается 
на модель помех. 
     Пока речь идёт о слабых шумах, выбор модели шума не играет существенной роли, 
однако основное преимущество методов с искусственным источником тока ([3]) как раз 
и состоит в том, что эти методы можно применять в местностях с высоким уровнем за-
шумления промышленной помехой и добиваться при этом высокого качества результа-
та ([4]). 
     С практической точки зрения, во время полевых работ бывает крайне важно оценить 
отношение сигнал/шум. Эта оценка может дать объективную поддержку и оператору-
полевику, проводящему замер, и оператору-обработчику. Первый сможет вовремя за-
метить проблему измерения временны́х рядов и исправить процесс замера,  а второй 
сможет более объективно настроить алгоритм обработки. 
     Однако собственно полезный сигнал в процессе полевых работ неизвестен, поэтому 
невозможно напрямую оценить отношение сигнал/шум. В связи с этим особую цен-
ность имеют приёмы, позволяющие косвенно (то есть без знания истинного полезного 
сигнала) произвести такую оценку. 
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     В данной работе представлена косвенная оценка (OER) отношения сигнал/шум, вы-
числяемая напрямую из временного ряда измеряемой физической величины, т. е. без 
знания истинного полезного сигнала. Кроме того, приводится зависимость истинного 
отношения сигнал/шум (SNR) от введённого нами нового параметра OER.  
     НОВЫЙ ПАРАМЕТР (OER) 
     В данной статье предполагается, что несущим сигнал является T-периодическим 
сигналом типа меандр или меандр с паузой. Полезный сигнал, представляющий собою 
отклик Земли на несущий сигнал, является (T/2)-антипериодическим сигналом ([4]): 
 

 
(1) 

 
     Легко показать, что для антипериодического сигнала вся информация о нем содер-
жится в нечётных гармониках, а чётные гармоники равны нулю. С другой стороны, ес-
ли взять для простоты белый шум, то в нём все частоты независимы и имеют равную 
вероятность. Такое свойство подталкивает к тому, чтобы рассмотреть отдельно мощ-
ность нечётных (Podd) и чётных (Peven) гармоник измеренного временно́го ряда:  
 

 

(2) 

 
где комплексные амплитуды Cn определяются из временного ряда 

, в соответствии c преобразованием Фурье [2]: 

 

 
(3) 

 
     Для белого шума при нулевом полезном сигнале мощности Peven и Podd должны быть 
в среднем равны, а для чистого полезного сигнала лишь Podd является  отличным от ну-
ля. Была поставлена задача исследования практически наблюдаемых сигналов с помо-
щью отношения Podd/Peven статистически, используя большой набор временных рядов, 
полученных за последние годы работы на множестве геофизических объектов, распо-
ложенных в разных регионах мира и характеризующихся различными видами и интен-
сивностью электромагнитных помех.  
 
 
     Таким образом, была введена в рассмотрение величина 
 

 

дБ (4) 
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где  Podd и Peven вычисляются по формуле (2). Её название OER (odd-to-even ratio) обра-
зовано по аналогии с SNR (signal-to-noise ratio)[2]: 
 
 
                                                                            дБ 
 

(5) 

 
     Величина SNR практически вычислима лишь в той ситуации, когда известен истин-
ный полезный сигнал, так что обработка временного ряда не требуется. Величина OER 
вычисляется напрямую из измеренного временного ряда, таким образом, она несёт в 
себе некую объективную информацию. Возможность использования этой информации 
будет исследовано в следующих разделах. 
     ИССЛЕДОВАНИЕ ВЕЛИЧИНЫ OER 
     Было рассмотрено 6 наборов полевых данных из различных регионов (Тиман, 
2006 г., Печорская область, 2006 г., Кольский полуостров, 2007 г., Норильская область, 
2008 г., Азербайджан, 2008 г., Саратовская область, 2009 г.). Каждый набор содержал 
временные ряды электрического поля, полученные на различных пикетах (точках на-
блюдения). Каждый временной ряд содержал отрезок времени, когда генератор поля 
был выключен и отрезок времени, когда генератор поля был включён, и производилось 
зондирование одним из электроразведочных методов.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Плотность распределения вероятности (SNR, OER) 
 
     По набору отрезков временных рядов, измеренных с выключенным генератором, 
была составлена база данных полевых шумов. К этим реализациям шума был добавлен 
полезный сигнал (смоделированный для случая однородного разреза отклик земли на 
несущий сигнал в форме меандра частоты fg). Амплитуда полезного сигнала принимала 
значения из широкого диапазона на экспоненциальной сетке с шагом 20 %. Всего в 
анализ было включено 633 временных ряда на различных пикетах, четыре частоты ге-
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нератора fg  (1.22 Гц, 2.44 Гц, 4.88 Гц, 9.76 Гц), 60 значений амплитуды полезного сиг-
нала. Для каждого сочетания указанных параметров были вычислены отношение по-
лезного сигнала к шуму - SNR (см. (5)) и введённый параметр OER (см. (4)). Всего было 
сделано 151920 таких оценок. На основе этих расчётов была произведена оценка плот-
ности распределения вероятности в плоскости (SNR, OER), рис.1. На этом рисунке вид-
на линейчатая структура этого распределения вероятности, причём средний магист-
ральный лист этого распределения выражен наиболее ярко, но слева и справа от него 
можно видеть два других параллельно идущих лепестка.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Эффект утечки спектра 
 
     Анализ этого феномена и дальнейшее исследование временны́х рядов, отвечающих 
левому и правому лепесткам распределения, показало, что в этих временны́х рядах 
имеются заметные искажения, вызванные 50-герцовой промышленной помехой.  Эф-
фект сдвига вызван эффектом утечки спектра ([1]) 50-герцовой помехи, который ока-
зался близким к одному из обертонов Tg-периодического сигнала генератора, рис.2. 
Сама величина и направление сдвига лепестка в основном определяется отношением 
трёх-четырёх обертонов несущего Tg-периодического сигнала генератора, наиболее 
близких по частоте к величине 50 Гц. Если вклад чётных (2kfg) гармоник превосходит 
вклад нечётных (2(k+1)fg), то имеет место сдвиг лепестка OER влево, в противном слу-
чае - вправо. Веса гармоник определяются эффектом утечки спектра и могут быть вы-
числены заранее, исходя из известной частоты оцифровки и частоты генератора fg. Та-
ким образом, линейчатая структура распределения вероятности на рис.1 возникает 
вследствие редкой сетки использованных нами периодов генератора Tg.   
     Был исследован центральный лист распределения, для чего была произведена его 
аппроксимация линейной функцией, в результате чего была получена линейная зави-
симость , хорошо согласующаяся с наблюдениями при OER > 6 дБ. 
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Рис.3. Плотность распределения вероятности в плоскости (SNR, OER) 
 
     Для того чтобы исследовать более универсальную связь SNR и OER, была проведена 
компенсация значения OER в соответствии с эффектом утечки спектра. На рис.3 приве-
дена гистограмма с оценкой плотности распределения вероятности в плоскости (SNR, 
OER'), где OER' есть исправленный с учётом утечки спектра параметр OER. Видно, что 
левый и правый лепестки исчезли, что говорит о правильности выполненного анализа 
утечки спектра. 
 
     ВЫВОДЫ 
     Построенная в работе оценка OER позволяет косвенно, то есть без знания истинного 
полезного сигнала, оценивать отношение сигнал/шум при OER > 6 дБ по формуле SNR 
= OER – 6 дБ. Эта оценка может быть полезна непосредственно в процессе произведе-
ния замеров для контроля качества и для исключения бракованных записей. В процессе 
обработки данных эта оценка также может быть весьма полезна при предобработке за-
писанных временных рядов и выборе оптимального алгоритма обработки данных низ-
кочастотной электроразведки с искусственным источником тока. При наличии значи-
тельной промышленной (50-герцовой или 60-герцовой) помехи вместо величины OER  
надлежит использовать корректированную величину OER'. 
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Abstract A method to indirectly estimate the signal-to-noise ratio is described in this arti-
cle for various low-frequency controlled source electroprospecting methods. The problem 
of the determination of the signal-to-noise ratio is important during the field work and in 
the subsequent processing. However it cannot be calculated directly as the true signal is 
not known. It is the antiperiodicity property of the signal that gives rise to the proposed 
method. All controlled source electroprospecting signals possess this property. A descrip-
tion of the proposed indirect estimation method is presented here as well as its relation to 
the direct signal-to-noise ratio formula. 
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614990 Пермь, Комсомольский пр.,29 
 

Аннотация: Слитный рукописный текст обладает значительной вариативностью 
символов, что делает затрудняет создание качественных моделей его распознава-
ния. В то время как большинство подобных работ сконцентрированы на поиске 
средней линии символов, авторы предлагают выделить внешний контур. Этот под-
ход позволяет упростить модель, сохраняя приемлемое качество сегментации. 
 
Ключевые слова: текст, рукопись, модель, сегментация, распознавание, алгоритм. 

 
     Несмотря на успехи технологий распознавания образов (OCR), проблема оцифровки 
слитного рукописного текста остается достаточно актуальной. Современные коммерче-
ские OCR-системы показывают достаточно высокое качество ввода т.н. рукопечатных 
текстов, особенно если символы располагаются в специальных ячейках формы. Однако, 
текст, написанный в свободном стиле, даже идеальным каллиграфическим почерком, 
остается непосильной задачей [1]. В значительной степени это обусловлено недостат-
ками математических моделей рукописного текста, использованных на этапе превра-
щения его из растрового изображения во внутреннюю модель распознающей системы. 
     Одним из перспективных способов разрешения этой проблемы является сегмента-
ция, так, например, в [2] описан базовый алгоритм распознавания рукописи, основан-
ный на таком подходе. Однако, сама сегментация может выполняться различными спо-
собами, на основе разных моделей и систем примитивов,  от выбора которых в конеч-
ном счете зависит точность результата и возможность использования модели и бази-
рующейся на ней системы распознавания в практических задачах.  
     В случае, когда рукописные символы вносятся специально отведенные для них 
клетки (блоклеттерсы),  моделирование задачи распознавания текста является относи-
тельно простой задачей. Однако, если сегментации подлежит слитный рукописный 
текст, задача его сегментации значительно усложняется. Вместе с тем, концепции ма-
тематического моделирования, разработанные для неслитного текста могут послужить 
исходной основой для разработки специфических моделей, ориентированных на слит-
ный рукописный текст.  
     Современное состояние проблемы моделирование сегментации рукопечатных сим-
волов латиницы, цифр, а также китайских и японских иероглифов достаточно хорошо 
освящено в публикациях. Классический подход, представленный, в статьях [6 - 8] со-
стоит в сохранении результатов распознавания разных вариантов сегментации и после-
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дующем комбинаторном анализе на фазе контекстной обработки с использованием 
словаря. Фактически, при этом решается задача поиска кратчайшего пути в графе аль-
тернатив распознавания символов. В [9] предлагается иной подход, в большей степени 
ориентированный на сегментацию цифровых полей, в которых контекстная поддержка 
в виде словарей не может быть использована как основа модели. Основной акцент в 
этой работе делается на исследовании и использовании характеристических особенно-
стей строки — средней высоты символов и толщины пера. В [10] рассмотрен алгоритм, 
сочетающий оба этих подхода. В рамках всех вышеописанных концепций фрагмента-
ция строки рукопечатного текста на символы состоит из следующих этапов: 
     1) выделение компонент связности в рамках поля; 
     2) вертикальная коррекция рамки поля; 
     3) вычисление расположения сетки формы; 
     4) анализ изображения строки и выбор стратегии фрагментации; 
     5) распознавание различных комбинаций компонент связности и выбор наилучшей 
коллекции альтернатив, полученных от алгоритмов распознавания. 
     Отметим, что вышеперечисленные модели и алгоритмы ориентированы в первую 
очередь на распознавания форм (последний, описанный в [10] используется в системе 
Cognitive Forms). Однако с нашей точки зрения интерес представляет менее «разрабо-
танная» тема — распознавание слитного рукописного текста.  Описанные выше подхо-
ды малоприменимы в этой сфере, так как при этом нет предопределенных элементов 
форм (блоклеттерсов), в которые человек вписывает символы. Однозначное (без аль-
тернатив) разделение символов в слитном рукописном тексте невозможно, если не за-
дано множество этих символов, в иногда (в зависимости от особенностей почерка) не-
возможно вообще. Вместе с тем, человек распознает содержание слитного рукописного 
текста с той или иной степенью легкости, в зависимости от условий восприятия (по-
черк, скорость письма, размер растрового изображения). Таким образом, проблему рас-
познавания слитного рукописного текста до сих пор нельзя считать полностью решен-
ной, и новые математические модели в этой области представляют существенный тео-
ретический и практический интерес. 
     В основу работы, выполненной авторами, положен подход, опирающийся на сегмен-
тацию текста не на символы, а на примитивы более низкого уровня — штрихи, петли и 
т. д. Очевидно, что вариативность начертания штрихов значительно ниже, чем симво-
лов или целых слов, причем это упрощает задачу классификации. Любой символ или 
слово можно составить из конечного множества комбинаций штрихов. Таким образом, 
трудно решаемая задача распознавания слитно написанного слова распадается на две 
или несколько (в зависимости от подхода) относительно простых задачи. 
В данной  работе рассмотрен один из возможных методов моделирования сегментации 
слитного текста, отличающийся при компьютерной реализации высоким быстродейст-
вием. В общем виде процесс сегментации можно описать функцией:  
 

( )IS=I S  (1) 
 
где Is - сегментированное изображение, I - исходное изображение, а S - сегментирую-
щая функция.  
     Необходимо конкретизировать вид этой функции и на его основе разработать алго-
ритм решения задачи сегментации. Информация о цвете и яркости с точки зрения сег-
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ментации изображения не представляет интереса, поэтому первой операцией будет би-
наризация — приведение изображения к чисто черно-белому формату. Традиционно 
эта задача решается с использованием σ-функции:  
 

⎩
⎨
⎧

≥ 0

0

1,
0,

xx
x<x

=σ  , (2) 

 
где x - входное значение, x0 - пороговое значение функции. Однако такое представление 
имеет существенный недостаток, так как значение x0 может различаться в разных 
участках изображения. Поэтому для бинаризации изображения используем функцию 
вида:  
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где In - последовательность пикселей изображения I длиной n, xr  - вектор координат 
текущей точки изображения (x,y), b - смещение, подбираемое экспериментально.  
     После бинаризации изображения следует удалить остаточные пиксели фона, 
которые образовались вследствие выбора низкого порога яркости пикселя  в 
предыдущем алгоритме. Удаление происходит следующим образом. Из изображения 
выделяются четыре пикселя по следующей формуле:  
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где n — порядковый номер соседа обрабатываемого пикселя.  
     Обрабатываемым является пиксель n = 0. Далее определяется суммарная яркость 
выделенных пикселей:  
 

( ).
3

0
∑

=x

xi,f=B r  (5) 

 
     Если она больше единицы, то пиксель помечается белым: где ( )xB r  — яркость в 
точке с координатами xr .  
     После проведения процедуры бинаризации (согласно (3)), и удаления остаточных 
фоновых пикселей (4), изображение подготовлено для процедуры скелетизации.  
     Большая часть массы подобного рода алгоритмов базируется на выделении средней 
линии фигуры, после чего лишние пиксели удаляются. Однако, можно выделять край 
линии, и при таком подходе алгоритм получается заметно проще.  
     Из изображения выделяются четыре пикселя (проход слева-направо, сверху вниз), 
после чего формируется матрица размерностью 2x2, в которую заносятся выделенные 
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пиксели. Предлагаемый алгоритм скелетизации основан на алгоритме [5]:  
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     Таким образом, с учетом (6) - (9), функция сегментации (для указанной точки) 
примет вид:  

( ) ( )( )xI'S=xI S rr  , (10) 
где:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

≤≤

→

→

→

11,
12,1,

12,00,

10

10

10

N
=N>N

=NN
=S w

w

 . (11) 

 

     Пример изображения до и после обработки по формулам (10), (11) показан на рис.1. 
 

 
Рис.1. Текст до и после сегментации 

 
     Как можно видеть, из символов успешно выделены наборы однотипных сегментов, 
которые можно легко отделить друг от друга (например используя алгоритм 
potrace [3]), и распознать. Одновременно, с использованием potrace может быть решена 
задача устранения пятен. На вход блока распознавания же будет поступать не растро-
вое изображение, а определённым образом представленный набор кривых. 
     Таким образом, задача моделирования слитного рукописного текста находит сове 
решение. Результат может быть использован в качество математической основы при 
разработке распознающих систем. 
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Abstract: To take care of variability involved in the writing style of different individuals 
in this paper we propose a robust scheme to segment unconstrained handwritten texts into 
primitives, which can be easily recognized later. While most similar works concentrated 
on searching for middle line of the character we decided to extract an outer line. This ap-
proach leads to much simpler implementation and acceptable quality of segmentation. 
Key words: unconstrainet handwritten text, recognition, segmentation, model. 
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ПОНЯТИЕ СОБСТВЕННОЙ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ  
СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ В  РЕЛЯТИВИСТСКОЙ МЕХАНИКЕ 

 
И.В. Гордеев,  А.Н. Малинин 

 
Липецкий государственный педагогический университет 

398020, Липецк, ул. Ленина, 42 
 

Аннотация. В статье вводится понятие собственной релятивистской кинетической 
энергии. Показана его фундаментальная значимость в кинематике ядерных реакций 
и процессов столкновений элементарных частиц. Методически обоснована необхо-
димость введения этого понятия при изложении основ теории относительности в 
курсах теоретической физики классических и педагогических университетов. 
 
Ключевые слова: собственная кинетическая энергия, релятивистская механика, ми-
ровой постулат Минковского, ядерные реакции, процессы столкновений элемен-
тарных частиц. 

 
     В ядерных реакциях и процессах столкновения элементарных частиц, как будет по-
казано ниже, фундаментальную значимость играет понятие собственной релятивист-
ской кинетической энергии системы частиц. Однако в вузовских учебниках физики и в 
монографиях по теории относительности это понятие не вводится (см., например, [1-3] 
и др.; в качестве исключения можно назвать школьный учебник [4] для классов с уг-
лубленным изучением физики), что безусловно затрудняет понимание с энергетиче-
ской точки зрения процессов столкновений элементарных частиц, составляющих со-
держание одного из разделов современной экспериментальной и теоретической физи-
ки. 
     Данная статья восполняет названный пробел. Ее методический материал может быть 
непосредственно использован в преподавании основ релятивистской механики студен-
там классических и педагогических университетов. 
     Изложение вопроса предлагается начать с определения собственной кинетической 
энергии совокупности частиц в классической механике. Ограничимся для простоты 
случаем совокупности двух частиц массами 1 2,m m . Пусть в лабораторной системе от-
счета они движутся со скоростями соответственно 1υ

r
, 2υ
r

. Их суммарная кинетическая 

энергия в этой системе отсчета : ( )2 2
1 1 2 2 2T m mυ υ= +
r r , а импульс 2211 υυ rrr mmp += . Пе-

рейдем в систему отсчета центра масс данной совокупности частиц. По определению в 
такой системе отсчета их суммарный импульс: 1 1 2 2 0p m mυ υ′ ′ ′= + =

r rr . Если сυ
r  – скорость 

центра масс совокупности частиц, то по классическому закону сложения скоростей: 
1 1сυ υ υ′= +
r r r , 2 2сυ υ υ′= +

r r r . Тогда суммарная кинетическая энергия совокупности частиц в 
системе отсчета центра масс: 
 

( ) ( ) ( )2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 22 2c cT m m m mυ υ υ υ υ υ⎡ ⎤′ ′ ′= + = − + −⎣ ⎦
r r r r r r  .  
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     Принимая во внимание равенство: ( )1 2 1 1 2 2cm m m mυ υ υ+ = +
r r r , получим: 

 
2

. .
0 2
кл отнT T μυ′ ≡ =  , (1) 

 

где 1 2

1 2

m m
m m

μ =
+

 – приведенная масса совокупности двух частиц, . 1 2отнυ υ υ= −
r r r  – их от-

носительная скорость. 
     Суммарную кинетическую энергию совокупности двух частиц в системе отсчета 
центра масс, выражаемую формулой (1), назовем классической собственной кинетиче-
ской энергией совокупности двух частиц. 
     Обратим внимание на то, что величина .

0
клT inv= , т. е. ее значение не зависит от вы-

бора системы отсчета. Кроме того, она имеет смысл только для совокупности двух и 
более частиц (для одной частицы .

0 0клT ≡ ). Величина .
0
клT T< , т. к. согласно классиче-

ской теоремы Кёнига: ( ) 2
1 2 02cT m m Tυ= + +

r , в чем можно убедиться непосредственно. 
     Рассмотрим неупругое столкновение двух частиц, в результате которого образуется 
одна частица массой 1 2M m m= + , движущаяся со скоростью cυ

r . До столкновения ки-
нетическая энергия совокупности частиц 1T T= , а после столкновения 

( ) 2
2 1 2 2cT m m υ= +

r . Разность .
2 1 0

клT T T TΔ = − = − , причем вначале 
. 2

0 .(начальн.) 2кл
отнT μυ=
r , а в итоге .

0 (конечн.) 0клT ≡ . Куда же пропала собственная ки-
нетическая энергия начальной совокупности частиц? Очевидно, что она перешла во 
внутреннюю энергию вновь образовавшейся частицы массой 1 2M m m= + . 
     В качестве примера можно назвать лобовое столкновение двух автомобилей. Имен-
но собственная кинетическая энергия, определяемая формулой (1) – источник их де-
формации и разрушения. 
     Заметим также, что при упругом столкновении частиц их собственная кинетическая 
энергия сохраняется. 
     Понятие собственной кинетической энергии совокупности частиц можно определить 
и в релятивистской схеме Эйнштейна. Однако последняя формально носит квазиклас-
сический характер и связана с условным определением координатной одновременности 
[5]. Следуя тому, что специальная теория относительности есть теория, в сущностной 
основе которой лежит мировой постулат Минковского и соответственно пространство-
время Минковского с псевдоевклидовой геометрией [6], введем понятие собственной 
кинетической энергии совокупности частиц в рамках релятивистской схемы Минков-
ского, опираясь на понятие псевдоевклидова вектора – объекта, не зависящего от выбо-
ра системы координат и, следовательно, от определения координатной одновременно-
сти. При этом предлагаемый здесь методический подход будет несколько отличаться от 
того, как понятие собственной кинетической энергии совокупности частиц было введе-
но А.Н. Малининым [7]. 
     В мире Минковского совокупность двух свободных частиц представляется двумя 
прямыми мировыми линиями. Псевдоевклидовы векторы импульса частицы: 1 1 1P mV=

r r
, 
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2 2 2P m V=
r r

, где 1 2,V V
r r

 – псевдоевклидовы векторы скоростей, причем 
2 2

1 2 1V V= =
r r

 (здесь 

релятивистская постоянная 1c ≡ ). Поэтому 
2 2

1 1P m=
r

, 
2 2

2 2P m=
r

. 
     По определению собственной релятивистской кинетической энергией совокупно-
сти двух свободных частиц назовем величину 
 

( ) 2 22

0 1 2 1 2T P P P P⎛ ⎞≡ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r r r
 . (2) 

 
     Сразу заметим, что конструкция (2) означает, что 0T  – инвариантная величина. Она 
не зависит ни от выбора пространственно-временной сетки в заданной инерциальной 
системе отсчета, ни от выбора самой инерциальной системы отсчета. Таким образом, 

0T  – объективная энергетическая характеристика совокупности свободных частиц. 

     Поскольку 1 2P P P+ =
r r r

 – псевдоевклидов вектор импульса совокупности двух сво-

бодных частиц как целого и 
2 2P M=
r

,  где М – масса этого целого или, иначе, эквива-
лентной исходной совокупности двух свободных частиц некой «суперчастицы», то 
формула (2) может быть записана так: 
 

( )0 1 2T M m m= − +  , (3) 
 
т. е. собственная релятивистская кинетическая энергия совокупности двух свободных 
частиц выражается разностью между массой M  эквивалентной «суперчастицы» и 
суммарной массой ( )1 2m m+  частиц. 

     Сравнивая формулы (2), (3) с выражением (1) величины 0
клT  и учитывая, что в клас-

сической механике 1 2M m m= + , обратим внимание на то, что понятия о величинах 0T  и 
.

0
клT  существенно различны и никакого соответствия между ними нет, вопреки распро-

страненному в литературе по теории относительности ошибочному утверждению, что 
при малых скоростях релятивистская механика будто бы переходит в классическую 
механику. Да, определенное соответствие отдельных соотношений релятивистской ме-
ханики в неадекватной квазиклассической форме и соотношений классической механи-
ки можно установить. Но концептуального соответстсвия между ними, как справедливо 
замечает Т. Кун [8, с. 139-140], нет и быть не может, тем более, если иметь в виду адек-
ватную форму выражения релятивистской механики на языке понятий пространства-
времени Минковского. 
     Формула (2) непосредственным образом обобщается на случай совокупности n  сво-
бодных частиц: 
 

2
2

0
1 1

n n

i i
i i

T P P
= =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

r r
 , (4) 

 
что иначе выражается простым равенством 
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0
1

n

i
i

T M m
=

= −∑  . (5) 

 
     Величина 0T  в релятивистской механике, как и величина 0

клT  в классической меха-
нике, имеет смысл только для совокупности двух и более частиц. В случае одной час-
тицы 0 0T ≡ . Вместе с тем возможно (как и для .

0
клT ) 0 0T =  для совокупности свобод-

ных частиц (масса такой совокупности iM m=∑ ). Тогда из выражения (4) следует: 
 

2 2 2
2

1 1 , 1

2
n n n

i i i j
i i i j

P P P P
= = =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

r r r r
 , i j≠ . (6) 

 

     Из равенства (6), поскольку 
2 2 2

2

1 1 , 1
2 ch

n n n

i i i j ij
i i i j

P P P P ϕ
= = =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

r r r r
, получим 0ijϕ = , т. 

е. прямые мировые линии частиц параллельны. Иными словами, относительные быст-
роты всех пар частиц равны нулю. 
     Формула (4) применима и к совокупности безмассовых частиц – фотонов (их линии 
в пространстве-времени прямые, имеют нулевую длину и называются изотропными). В 

таком случае 
2* 0iP =

r
 (где *

iP
r

 – псевдоевклидов импульс i-го фотона совокупности), и 
собственная кинетическая энергия совокупности фотонов выражается формулой: 
 

0
, 1

* * *2
n

i j
i j

T P P
=

= ∑
r r

 . (7) 

 
     Отсюда следует, что 0

* 0T = , если все пары скалярных произведений * * 0i jP P =
r r

. Это 
имеет место только в случае, когда изотропные прямые совокупности фотонов не пере-
секаются друг с другом, т. е. параллельны. 
     В релятивистской механике, так же как и в классической, имеет место теорема Кё-
нига в форме: 
 

0 cT T T= +  , (8) 
 
где Т – суммарная кинетическая энергия совокупности частиц в системе отсчета лабо-
раторного наблюдателя с псевдоевклидовым вектором скорости U

r
: 

 
2

1 1

n n

i i
i i

T U P P
= =

= ⋅ −∑ ∑
r r r

 , (9) 

 
0T  – собственная релятивистская кинетическая энергия совокупности частиц, опреде-

ляемая формулой (4), cT  – кинетическая энергия центра масс совокупности частиц: 
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1

n

c i
i

T U P M
=

= ⋅ −∑
r r

 . (10) 

 
     Рассмотрим ядерную реакцию типа: 
 

X Y A B+ → +  , (11) 
 
где ,X Y  – ядра, вступившие в реакцию (столкновение ядер); ,A B  – ядра, образовав-
шиеся после реакции. 
     По определению энергетический выход ядерной реакции (или, кратко, ее энергия): 
 

Q T= Δ  , (12) 
 
где TΔ  – разность суммарных лабораторных кинетических энергий совокупностей ко-
нечных и начальных ядер реакции, т. е. в случае (11): ( ) ( )A B X YT T T T TΔ = + − + . 

Так как в процессе ядерной реакции 
1

n

i
i

P const
=

=∑
r

 (закон сохранения релятивист-

ского импульса замкнутой совокупности частиц, в рассматриваемом случае – ядер), то 
очевидно, что cT const= , и тогда согласно теореме Кёнига (8): 
 

0T TΔ = Δ  . (13) 
 
     Поэтому 
 

0Q T= Δ  , (14) 
 
т. е. энергия ядерной реакции определяется разностью собственных кинетических энер-
гий совокупностей конечных и начальных ядер. 
     Учитывая теперь равенство (5), находим: ( )0 iT mΔ = −Δ ∑  и, таким образом, полу-
чим выражение: 
 

1

n

i
i

Q m
=

⎛ ⎞= −Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  , (15) 

 
согласно которому энергия ядерной реакции может быть найдена посредством вычис-
ления разности суммарных масс начальных и конечных продуктов реакции. 
     Учтем, что согласно фундаментальному релятивистскому закону взаимосвязи массы 
и энергии масса ядра выражается равенством: 
 

( )*
i k ii

m m W= +∑  , (16) 
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где *
km∑  – суммарная масса частиц (нуклонов – протонов и нейтронов), составляю-

щих ядро; iW  – энергия связи ядра ( 0iW < ). 
     Поскольку в процессе ядерной реакции имеет место закон сохранения числа нукло-
нов, то из соотношений (15), (16) следует: 
 

Q W= −Δ  , (17) 
 
где WΔ  – разность суммарных энергий связи конечных и начальных ядер реакции. 
     Из равенств (14), (17) следует 0T WΔ = −Δ , т. е. ( )0 0T WΔ + = . Таким образом, полу-
чим следующий релятивистский закон сохранения для ядерных реакций: 
 

0T W const+ =  , (18) 
 
означающий, что собственная кинетическая энергия вместе с суммарной энергией свя-
зи совокупности ядер представляет собой величину, сохраняющуюся при ядерных ре-
акциях. 
     Именно закон (18) позволяет определить по энергиям связи заданных исходных ядер 
собственную кинетическую энергию их совокупности, необходимую для осуществле-
ния реакции этих ядер. 
     Пусть задана совокупность двух свободных элементарных частиц a, b массами 

2

a am P=
r

, 
2

b bm P=
r

, где ,a bP P
r r

 псевдоевклидовы импульсы частиц. Согласно опреде-
лению (4) собственная кинетическая энергия этой совокупности частиц: 
 

( ) 2 22

0 a b a bT P P P P⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r r r
 . (19) 

 
     Допустим, что частица b  в системе отсчета лабораторного наблюдателя покоится, а 
частица a, движется в направлении к частице b. В результате их кратковременного 

столкновения образуются новые элементарные частицы ,α β  массами 
2

m Pα α=
r

, 
2

m Pβ β=
r

. Ставится задача: определить пороговую кинетическую энергию реакции 
a b α β+ → + , т. е. минимальную кинетическую энергию частицы-снаряда a  в системе 
отсчета лабораторного наблюдателя, при которой данная реакция оказывается возмож-
ной. 
     Порог рассматриваемой реакции определяется тем, что собственная кинетическая 
энергия совокупности образовавшихся частиц равна нулю: 
 

( ) 2 22

0 0T P P P Pα β α β
⎛ ⎞′ = + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r r r
 . (20) 

 
     Учитывая в равенстве (20) закон сохранения псевдоевклидова импульса 

a bP P P Pα β+ = +
r r r r

, имеем соотношение 
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( ) ( )2 2
a b aP P m mβ+ = +
r r

 . (21) 

 
     Отсюда следует равенство: 
 

( ) ( ) ( )22 2 ch 1a b a b am m m m m mβϕ+ + − = +  , (22) 
 
где ( )ch 2e eϕ ϕϕ −= +  – гиперболический косинус, iϕ  – угол между псевдоевклидовы-

ми векторами ,a bP P
r r

, а ϕ  – быстрота частицы a относительно частицы b. 
     Кинетическая энергия частицы a в системе отсчета лабораторного наблюдателя оп-
ределяется выражением: 
 

2

a a aT U P P= ⋅ −
r r r

 , (23) 
 
где ( )1, 0U =

r
 – псевдоевклидов вектор скорости лабораторного наблюдателя. 

     Так как cha aU P m ϕ⋅ =
r r

, 
2

a aP m=
r

, то 
 

( )ch 1a aT m ϕ= −  . (24) 
 
     Тогда из равенства (22) следует искомая величина: 
 

( ) ( )2 2

2
a bпорог

a
b

m m m m
T

m
α β+ − +

=  . (25) 

 
     В заключение резюмируем следующее. Собственная релятивистская кинетическая 
энергия представляет собой фундаментальную величину – инвариантную энергетиче-
скую характеристику заданной совокупности частиц любой природы. Именно поэтому, 
как показано выше, она столь физически значима в ядерных процессах и в явлениях 
столкновений элементарных частиц. 
 
 
 

ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Матвеев, А.Н. Механика и теория относительности [Текст] / А.Н. Матвеев. – М.: 

Высшая школа, 1976. – 416 с. 
2. Бондарев, Б.В. Курс общей физики: в 3 кн. Кн. 1. Механика [Текст] / Б.В. Бондарев, 

Н.П. Калашников, Г.Г. Спирин. – М.: Высшая школа, 2003. – 352 с. 
3. Мёллер, К. Теория относительности [Текст] / К. Мёллер. – М.: Атомиздат, 1975. – 

400 с. 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 65

4. Физика: Учеб. для 11 кл. с углубл. изучением физики [Текст] / А.Т. Глазунов, О.Ф. 
Кабардин, А.Н. Малинин и др.; Под ред. А.А. Пинского, О.Ф. Кабардина. – М.: 
Просвещение, 2005. – 448 с. 

5. Эйнштейн, А. Собрание научных трудов: в 4 томах [Текст] / А. Эйнштейн. М.: Нау-
ка, 1965. – 700 с. 

6. Логунов, А.А. Лекции по теории относительности и гравитации: Современный ана-
лиз проблемы [Текст] / А.А. Логунов. – М.: Наука, 1987. – 272 с. 

7. Малинин, А.Н. Методические вопросы теории относительности [Текст] / А.Н. Ма-
линин. – Липецк: Изд-во ЛГПИ, 2000. – 267 с. 

8. Кун, Т. Структура научных революций [Текст] / Т. Кун. – М.: Прогресс, 1977. – 
300с. 

 
 
 
 

CONCEPT OF INTRINSIC KINETIC ENERGY SYSTEM 
OF PARTICLES IN RELATIVISTIC MECHANICS 

 
I. Gordeyev,  A. Malinin 

 
Lipetsk State Pedagogical University 

398020, Lipetsk, Lenina, 42 
 
 

Abstract. The article introduces the concept of intrinsic relativistic kinetic energy. Its fun-
damental significance in kinetics of nuclear reaction and the process of elementary parti-
cles collisions were shown. The necessity of introduction of this concept in teaching the 
basics of the theory of relativity in theoretical physics courses in both classical and peda-
gogical universities was methodically substantiated. 
 
Key words: inherent kinetic energy, relativistic mechanics, Minkovski’s world postulate, 
nuclear reaction, collision process of elementary particles. 

 
 
 
 
 
 
 
УДК 37.016:51 
 

ЗАДАЧА О ПОГОНЕ 
 

М.В.Самоявчева,  Л.И. Федоров 
 

Государственный университет управления 
109542, Москва, Рязанский пр., 99 

 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 66 

Аннотация. На примере задачи о погоне проводится сравнение двух  дополняющих 
друг друга подходов к изучению данной темы, направленных на повышение позна-
вательной активности учащихся при изучении динамических систем: - с использо-
ванием дифференциальных уравнений и с применение имитационной модели.  
Графические иллюстрации выполнены в среде MathCad и NetLOGO. 
 
Ключевые слова: задача о погоне, динамическая система, дифференциальные урав-
нения, имитационная модель. 

 
     Задача состоит в определении траектории, по которой движется догоняющий (хищ-
ник, пиратское судно, полицейский и т.п.), если преследуемый (жертва, торговое судно, 
нарушитель и пр.) движется по заданной кривой, причем направление движения дого-
няющего всегда направлено на преследуемого. 
     Пусть P = (x, y) – точка на кривой, соответствующей траектории догоняющего, а Q = 
(ξ,η) –точка на траектории преследуемого, последняя пусть задана уравнением 
 

f(ξ,η) = 0 . (1) 
 
     По условию задачи тангенс наклона касательной к кривой догоняющего  
 

.dy y
dx x

η
ξ
−

=
−

 (2) 

 
     Относительно соотношения скоростей предположим, что скорость по величине до-
гоняющего в k  раз больше преследуемого 
 

ds dk
dt dt

σ
=

 
, (3) 

 
где ds и dσ  - элементы кривых соответственно догоняющего и преследователя. 
     Тогда имеем 
 

2 2 2 2( )dx dy k d dξ η+ = +  , (4) 
 
которое можно преобразовать к виду 
 

2 2 2
21 dy d dk

dx dx dx
ξ η⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (5) 

 
     Из соотношений (1) и (2), дифференцированием по x получим еще два уравнения 
 

0f f
x x
ξ η

ξ η
∂ ∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 , (6) 
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2

2 ( )d d y dy dx
dx dx dx dx
η ξξ= − +  . (7) 

 

     Имея соотношения выражения для производных  d
dx
ξ  и d

dx
η  как функции от x, y,  

первой и второй производной y по x, используя (5), получим нелинейное дифференци-
альное уравнение  второго порядка для определения траектории догоняющего. 
     В качестве примера рассмотрим случай, когда преследуемый движется по прямой с 
постоянной скоростью. Для определенности будем полагать, что прямая  направлена 
вертикально и задается уравнением   ξ = a . Соответственно составляющая скорости по 
горизонтальной оси  равна нулю: 
 

0d
dx
ξ
=  .  

 
     Из уравнения (7) получим: 
 

2

2 ( )d d y x
dx dx
η ξ= −  , (8) 

 
а когда подставим в (5), то получим: 
 

22 2
2 2

21 ( )dy d yk x
dx dx

ξ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞+ = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 . (9) 

 

     Обозначим p = dy
dx

. Тогда уравнение (9) можно переписать в виде 

 

21
kdp dx

a xp
=

−+
 . (10) 

 
Интегрирование (10) дает:  
 

* ( ) ln( )k arsh p a x= − −  , (11) 
 
или, что то же:  
 

2*ln( 1) ln( )k p p a x С+ + = − − +  , (12) 
 
где C – произвольная постоянная. 
     Избавляемся от логарифмов и получаем  
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2
11

( ) k

Cp p
a x

+ + =
−

 . (13) 

 
     Решение относительно p дает: 
 

1/

1/

1 ( )
2 ( )

k

k

C a xp
a x C

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 . (14) 

 
     Следующим шагом является решение дифференциального уравнения: 
 

1/

1/

1 ( )
2 ( )

k

k

dy C a x
dx a x C

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 . (15) 

 
     Интегрирование дает для y(x) выражение: 
    
 

1 1/ 1 1/1 ( ) ( )( ) '
2 ( 1) (1 )

k kk a x ck a xy x с
c k k

+ −⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

 , (16) 

 
где  c’ – произвольная постоянная (вторая) и k ≠1. 
     Догоняющий начинает движение в начале координат (выбор системы координат) и 
его скорость направлена на преследуемого, значит производная dy/dx  также равна ну-
лю.  
     Из этих начальных условий  определяем значения обеих произвольных постоянных. 
 

1/kc a=  ,                    2'
1

kac
k

=
−

 . (17) 

 
     Окончательно получаем для нашего примера 
 

1 1/ 1/ 1 1/

1/ 2

1 ( ) ( )( )
2 ( 1) (1 ) 1

k k k

k

k a x a k a x kay x
a k k k

+ −⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦

 . (18) 

 
Выражение внутри скобок можно несколько видоизменить, приведя слагаемые к обще-
му знаменателю и вынося за скобки общий множитель: 
 

1 1/ 1 1/

2 2( ) ( 1) 1 ( 1) 1
2( 1) 1

k kka x x kay x k k
k a a k

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (19) 

 
     Полученная кривая представлена на рис.1 соответствует k=6/5. 
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Рис.1. Траектория движения догоняющего 

 
     Интегрирование (15) при k = 1 дает 
 

1 1/ 1 1/

2 2( ) ( 1) 1 ( 1) 1
2( 1) 1

k kka x x kay x k k
k a a k

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (20_ 

 
     При k > 1 догоняющий настигнет преследуемого. Значение координаты x, очевидно, 
будет равно a, значение координаты y , при котором произойдет  «долгожданная» 
встреча из (19) получается равной:  
 

2 1
ka

k −
 . (21) 

 
     При k = 3/2, 2, 3   координата точки перехвата равна соответственно 6a/5, 2a/3, 3a/8. 
     В более общем случае задача  имеет очевидные сложности как при  попытках  чис-
ленного решения, и тем более  при попытках аналитического решения [1]. 
     В связи с этим  представляет интерес, как с прикладной, так и с дидактической сто-
роны использование системы агентного моделирования на базе  системы NetLOGO [2]. 
     В среде NetLOGO преследователь и преследуемый изображаются  элементарными 
объектами среды – агентами. В данной среде реализованы операции перемещения, в 
том числе и действие movoto, для задания  движения в сторону другого объекта. При-
менение данного оператора фактически  исключает необходимость численного диффе-
ренцирования. 
 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 70 

 
 

 
Рис. 2. Траектория преследования в задаче о погоне 

 
     Простота программирования, удобные средства визуализации и наличие управляю-
щих элементов делает среду NetLOGO эффективным инструментом  при изучении ди-
намических систем. 
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Аннотация. Рассматривается процесс конструирования системы задач по 
математике для школьников. В задачах предложенной системы исследуются 
величина суммы расстояний от точки до сторон многоугольника и анало-
гичная величина в пространстве, когда объектами выступают точка и много-
гранник. 
 
Ключевые слова: математика, задача, система задач, точка, многоугольник, 
многогранник, методика. 

 
     Во многих видах профессиональной деятельности необходимо владение исследова-
тельскими умениями. Одним из средств, позволяющих формировать такие умения у 
школьников, является использование в учебном процессе системы взаимосвязанных 
задач. Попробуем сконструировать систему задач, обладающих этим свойством. 
     В каждой задаче данной системы рассматриваются выпуклый многоугольник (или 
многогранник) и точка. Исследуется зависимость величины суммы расстояний от про-
извольной точки до сторон многоугольника (или граней многогранника). В ходе работы 
с системой задач школьники должны прийти к выводу, что сумма расстояний не зави-
сит от положения точки и является величиной постоянной. 
      1. Доказать, что сумма расстояний от любой точки М, лежащей внутри равносто-
роннего треугольника, до всех сторон постоянна и равна высоте треугольника. 
 

 
     Решение. Пусть стороны треугольника АВС равны a, высота − Н.  Из точки М опус-
тим перпендикуляры на стороны треугольника:  МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС, МО3⊥АС. Соеди-
ним точку М с вершинами треугольника. Исходный треугольник АВС разбивается на 
три: ΔАМВ, ΔВМС и ΔАМС. Площадь ΔАВС, с одной стороны, можно найти по форму-
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ле: 1
2ABCS aH= ,  с другой −  ABC AMB BMC AMCS S S S= + + =  1 2 3

1 ( )
2

a MO MO MO= ⋅ + + , при-

равняв правые части, получим: 1 2 3MO MO MO H+ + = . 
     Заметим, что высота  правильного треугольника равна трем радиусам (r) вписанной 

окружности: 

1
2 , 31 33
2

aHS Hr H r
p a

= = = = . Следовательно, сумма расстояний от точки 

М, лежащей внутри равностороннего треугольника, до всех сторон равна не только вы-
соте треугольника, но и трем радиусам вписанной в треугольник окружности, т.е.   

1 2 3 3MO MO MO r+ + = . 
     Проверим, сохранится ли отмеченный факт для точек, лежащих на стороне  или в 
вершине равностороннего треугольника. 
     2. Пусть точка М лежит на одной из сторон  равностороннего треугольника. 
     Пусть стороны треугольника АВС равны a, высота − Н.  Из точки М, лежащей, на-
пример, на стороне АС, опустим перпендикуляры на стороны треугольника: МО1⊥АВ,  
МО2⊥ВС. Соединим точку М с вершинами треугольника. Исходный треугольник АВС 
разбивается на два: ΔАМВ и ΔВМС. Площадь ΔАВС, с одной стороны, можно найти по 

формуле: 1
2ABCS aH= ,  с другой −  1 2

1 ( )
2ABC AMB BMCS S S a MO MO= + = ⋅ + . Приравняв 

правые части, получим: 1 2MO MO H+ =    или  1 2 3MO MO r+ = . 
     3. Пусть точка М лежит в одной из вершин  равностороннего треугольника. 
     Стороны треугольника АВС равны a, высота − Н.  Из точки М, лежащей, например, в 
вершине  С, можно опустить только один перпендикуляр на сторону треугольника: 
МО1⊥АВ. Этот перпендикуляр и является высотой треугольника: 1MO H=  или 

1 3MO r= . 
     Вывод: сумма расстояний от точки М, лежащей внутри равностороннего треуголь-
ника (на его стороне или в вершине), до всех сторон треугольника равна его высоте или 
трем радиусам вписанной в треугольник окружности. 
     Любопытно рассмотреть случай, когда точка М лежит вне равностороннего тре-
угольника (точка лежит в плоскости треугольника). 
     4. Пусть точка М  лежит, например,  «за стороной» АС (точка М и треугольник АВС 
лежат в разных полуплоскостях, образованных прямой АС). Используем тот же прием 
решения задачи. Из точки М опустим перпендикуляры на стороны треугольника или их 
продолжения: МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС,  МО3⊥АС. Соединим точку М с вершинами тре-

угольника. Площадь ΔАВС, с одной стороны, можно найти по формуле: 1
2ABCS aH= ,  с 

другой −  1 2 3
1 ( )
2ABC AMB BMC AMCS S S S a MO MO MO= + − = ⋅ + − , приравняв правые части, 

получим: 1 2 3MO MO MO H+ − = ,  т.е.  1 2 3 3MO MO MO r+ − =    или   

1 2 3( ) 3MO MO MO r+ + − = . 
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     5. Если точка М лежит, например,  «за сторонами» ВС и АС (точка М и треугольник 
АВС лежат в разных полуплоскостях, образованных как прямой АС, так и прямой ВС), 
то, решая задачу тем же способом, опустим перпендикуляры на стороны треугольника 
или их продолжения: МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС,  МО3⊥АС.  
 

 
Соединим точку М с вершинами треугольника. Площадь ΔАВС можно найти по форму-

ле: 1
2ABCS aH=  или  1 2 3

1 ( )
2ABC AMB BMC AMCS S S S a MO MO MO= − − = ⋅ − − , приравняв пра-

вые части, получим: 1 2 3MO MO MO H− − = , т.е.   1 2 3 3MO MO MO r− − =   или  

1 2 3( ) ( ) 3MO MO MO r+ − + − = . 
     6. Если точка М лежит на продолжении одной из сторон треугольника АВС, напри-
мер, на продолжении стороны АС, то опускаем перпендикуляры на стороны (или их 
продолжения) АВ и ВС:  МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС; соединяем точку М с вершинами тре-

угольника. Площадь ΔАВС, с одной стороны, можно найти по формуле: 1
2ABCS aH= ,  с 

другой −  1 2
1 ( )
2ABC AMB BMCS S S a MO MO= − = ⋅ − , приравняв правые части, получим: 

1 2MO MO H− = , т.е.  1 2 3MO MO r− = .  или   1 2( ) 3MO MO r+ − = . 
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     Вывод: можно считать, что сумма расстояний от точки М до всех сторон равносто-
роннего треугольника равна высоте треугольника или трем радиусам вписанной в тре-
угольник окружности, но расстояния, на которые точка М удалена от прямых, обра-
зующих полуплоскости, берутся с минусом. 
     В последующих задачах подвергнем варьированию количество вершин многоуголь-
ника. 
     7. Рассмотрим правильный четырехугольник (квадрат) АВСD со стороной а. Способ 
решения задачи прежний: из точки М, лежащей внутри квадрата, опустим перпендику-
ляры на стороны квадрата:  МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС,   МО3⊥СD,   МО4⊥AD.  Соединим  точ-
ку М с вершинами квадрата.     Площадь  квадрата   АВСD,   с  одной  стороны, можно  
найти  по формуле: 2

ABCDS a= ,  с другой −   ABCD AMB BMC cMD AMDS S S S S= + + + = , 

1 2 3 4
1 ( )
2

a MO MO MO MO= ⋅ + + + приравняв правые части, получим: 

1 2 3 4 2MO MO MO MO a+ + + = . Этот факт мало примечателен, но, заметив, что сторона 
квадрата равна двум радиусам вписанной в него окружности, получим  

1 2 3 4 4MO MO MO MO r+ + + = .  
     Вывод: сумма расстояний от любой точки М, лежащей внутри квадрата, до всех его 
сторон равна четырем радиусам вписанной в квадрат окружности. 
     Можно рассмотреть случаи, когда точка М лежит на стороне квадрата или в одной 
из его вершин. 
     8. Пусть точка М лежит на одной из сторон  квадрата, например, на AD. Из точки М 
опустим перпендикуляры на стороны квадрата:  МО1⊥АВ и точка О1 совпадет с точкой 
А, МО2⊥ВС,  МО3⊥СD и точка О3 совпадет с точкой D. Соединим точку М с вершинами 
квадрата. Площадь  АВСD  можно найти по формуле: 2

ABCDS a=  или − как сумму пло-

щадей трех треугольников:  1 2 3
1 ( )
2ABCD AMB BMC CMDS S S S a MO MO MO= + + = ⋅ + + , при-

равняв правые части, получим: 1 2 3 2MO MO MO a+ + = , т.к. 2a r= , то 

1 2 3 4MO MO MO r+ + = .  
     9. Пусть точка М лежит в одной из вершин  квадрата, например, в точке D. Из точки 
D опустим перпендикуляры на стороны квадрата:  МО1⊥АВ и точка О1 совпадет с точ-
кой А, МО2⊥ВС и точка О2 совпадет с точкой С. Сумма расстояний от точки М (D) до 
сторон квадрата  1 2 2MO MO a+ = , т.к. 2a r= , то 1 2 4MO MO r+ = .  
      Вывод: сумма расстояний от точки М, лежащей внутри квадрата или на его границе, 
до всех его сторон равна четырем радиусам вписанной в квадрат окружности. 
     Рассмотрим случаи, когда точка М лежит за пределами квадрата (точка и квадрат 
принадлежат одной плоскости). 
     10. Пусть точка М лежит «за стороной» CD. Способ решения задачи прежний: из 
точки М опустим перпендикуляры на стороны квадрата: МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС,  МО3⊥СD,  
МО4⊥AD. Соединим точку М с вершинами квадрата.   Площадь квадрата   АВСD,   с 
одной стороны,  можно   найти  по формуле: 2

ABCDS a= ,  с другой −  

1 2 4 3
1 ( )
2ABCD AMB BMC AMD CMDS S S S S a MO MO MO MO= + + − = ⋅ + + − , приравняв правые 

части, получим: 1 2 4 3 2MO MO MO MO a+ + − =  или 1 2 4 3( ) 4MO MO MO MO r+ + + − = . 
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     11. Пусть точка М лежит «за сторонами» CD и AD. Как и прежде, из точки М опус-
тим перпендикуляры на стороны квадрата: МО1⊥АВ,  МО2⊥ВС,  МО3⊥СD,  МО4⊥AD. 
Соединим точку М с вершинами квадрата. Площадь  квадрата  АВСD можно найти че-
рез площади треугольников, на которые разбит квадрат:   

1 2 3 4
1 ( )
2ABCD AMB BMC AMD CMDS S S S S a MO MO MO MO= + − − = ⋅ + − −  или по формуле: 

2
ABCDS a= , приравняв правые части, получим: 1 2 3 4 2MO MO MO MO a+ − − =   или  

1 2 3 4( ) ( ) 4MO MO MO MO r+ + − + − = . 
     12. Если точка М лежит на продолжении одной из сторон квадрата, например, на 
продолжении AD, то 2а равно сумме расстояний от точки М  до сторон квадрата, но 
расстояние до стороны CD берется с минусом. 
     Вывод: можно считать, что сумма расстояний от точки М до всех сторон квадрата 
равна четырем радиусам вписанной в квадрат окружности, но расстояния, на которые 
точка М удалена от прямых, образующих полуплоскости, берутся с минусом. 
     13. Рассмотрим правильный пятиугольник  АВСDЕ со стороной а. Из точки М, ле-
жащей внутри пятиугольника, опустим перпендикуляры на его стороны: МО1⊥АВ,  
МО2⊥ВС,  МО3⊥СD,  МО4⊥DЕ,  МО5⊥AE. Соединим точку М с вершинами пятиуголь-

ника. Площадь АВСDЕ  можно найти по формуле: 5
2ABCDES a r= ⋅ . В то же время спра-

ведливо равенство:  ABCDE AMB BMC CMD DME AMES S S S S S= + + + + =  

1 2 3 4 5
1 ( ).
2

a MO MO MO MO MO= + + + +  Приравняв правые части, получим: 

1 2 3 4 4 5MO MO MO MO MO r+ + + + = .  
     Рассмотрим правильный  п-угольник А1А2…Ап со стороной а. Из точки М, лежащей 
внутри п-угольника, опустим перпендикуляры на его стороны: МО1⊥А1А2,  МО2⊥А2А3, 
…  МОп⊥А1Ап. Соединим точку М с вершинами п-угольника. Площадь  А1А2…Ап  мож-

но найти по формуле: 
1... 2nA A

nS a r= ⋅ .   В то же время справедливо равенство:  

1 1 2 2 3 1... 1 2
1... ( ... ).
2n nA A A MA A MA A MA nS S S S a MO MO MO= + + + = ⋅ ⋅ + + +  Приравняв правые части, 

получим:    1 2 ... nM O M O M O n r+ + + = ⋅ .  
     14. Рассмотрим правильный  п-угольник А1А2…Ап со стороной а. Из точки М, лежа-
щей вне  п-угольника, например, «за сторонами» An-1An  и AnA1, опустим перпендикуля-
ры на его стороны: МО1⊥А1А2,  МО2⊥А2А3, …  МОп⊥А1Ап. Соединим точку М с верши-

нами п-угольника. Площадь  А1А2…Ап  можно найти по формуле: 
1... 2nA A

nS a r= ⋅ . В то 

же время справедливо равенство:  
1 1 2 2 3 2 1 1 11... ...

n n n n n nA A A MA A MA A MA A MA A MAS S S S S S
− − −

= + + + − − =  

1 2 2 1
1 ( ... )
2 n n na MO MO MO MO MO− −= ⋅ ⋅ + + + − − .  

Приравняв правые части, получим: 1 2 2 1... n n nMO MO MO MO MO n r− −+ + + − − = ⋅ . 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 76 

     Вывод: сумма расстояний от точки М до всех сторон правильного  п-угольника рав-
на n радиусам вписанной в этот многоугольник окружности, но расстояния, на которые 
точка М удалена от прямых, образующих полуплоскости, берутся с минусом. 
     Итак, мы рассмотрели задачи, в которых исследовалась зависимость величины сум-
мы расстояний от произвольной точки до сторон многоугольников. Возникает вопрос, 
будет ли  обнаруженная зависимость иметь место при рассмотрении правильных мно-
гогранников? 
     15. Рассмотрим правильный тетраэдр А1А2А3А4 со стороной а. Точка М лежит внутри 
тетраэдра. Пространственным аналогом расстояния от точки до стороны многоуголь-
ника на плоскости является расстояние от точки до грани многогранника. Из точки М 
опустим перпендикуляры на грани тетраэдра. Таких перпендикуляров четыре: 
МО1⊥А1А2А4,  МО2⊥А2А3А4,  МО3⊥А1А3А4,  МО4⊥A!А2А3. Соединим точку М с вершина-
ми тетраэдра. Пространственным аналогом площади плоской фигуры является объем. 
Объем тетраэдра А1А2А3А4, с одной стороны, можно найти по формуле: 

3 2 22 6
12 123 3

a a a aV r= = ⋅ = ⋅  (где r – радиус вписанной в тетраэдр сферы), с другой сто-

роны−  
1 2 4 2 3 4 1 3 4 1 2 3A A A M A A A M A A A M A A A MV V V V V= + + + = 1 2 3 4

1 ( )
3

S MO MO MO MOΔ ⋅ + + + =  

2

1 2 3 4
1 3 ( )
3 4

a MO MO MO MO+ + +    (где SΔ − площадь правильного треугольника); при-

равняв правые части, получим: 1 2 3 4 4MO MO MO MO r+ + + = .  
     16. Рассмотрим куб А1А2А3А4А5А6А7А8 со стороной а. Из точки М, лежащей внутри 
куба, опустим перпендикуляры на шесть боковых граней: МО1⊥А1А2А6А5,  
МО2⊥А2А3А7А6,  МО3⊥А3А4А8А7,  МО4⊥A1А4А8А5, МО5⊥А5А6А7А8,  МО6⊥A1А2А3А4 . Со-
единим точку М с вершинами куба, получим шесть пирамид, в основании каждой из 
которых лежит квадрат площади  а2 .  Объем куба можно найти по формуле:   

3 2 2V a a r= = ⋅      (r − радиус вписанной сферы)  или как сумму объемов шести пира-
мид:  

1 2 6 5 2 3 7 6 3 4 8 7 1 4 8 5 5 6 7 8 1 2 3 4 4A A A A M A A A A M A A A A M A A A A M A A A A M A A A A A MV V V V V V V= + + + + + =  

2
1 2 3 4 5 6

1 ( )
3

a MO MO MO MO MO MO= + + + + + . Приравняв правые части равенств, полу-

чим, что  1 2 3 4 5 6 6MO MO MO MO MO MO r+ + + + + = . 
     17. Рассмотрим куб А1А2А3А4А5А6А7А8 со стороной а. Из точки М, лежащей внутри 
куба, опустим перпендикуляры на шесть боковых граней: МО1⊥А1А2А6А5,  
МО2⊥А2А3А7А6,  МО3⊥А3А4А8А7,  МО4⊥A1А4А8А5, МО5⊥А5А6А7А8,  МО6⊥A1А2А3А4 . Со-
единим точку М с вершинами куба, получим шесть пирамид, в основании каждой из 
которых лежит квадрат площади  а2 . Объем куба можно найти по формуле:   

3 2 2V a a r= = ⋅      (r − радиус вписанной сферы)  или как сумму объемов шести пира-
мид:  

1 2 6 5 2 3 7 6 3 4 8 7 1 4 8 5 5 6 7 8 1 2 3 4 4A A A A M A A A A M A A A A M A A A A M A A A A M A A A A A MV V V V V V V= + + + + + =  

2
1 2 3 4 5 6

1 ( )
3

a MO MO MO MO MO MO= + + + + + . Приравняв правые части равенств, полу-

чим, что  1 2 3 4 5 6 6MO MO MO MO MO MO r+ + + + + = . 
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     18. Проведя аналогичные выкладки для точки, лежащей внутри октаэдра, получим: 
3 2 22 2 6 2
3 63 3

a a a aV r⋅ ⋅
= = ⋅ = ⋅  (r − радиус вписанной сферы);  

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

2
1 2 3 4 5 6 7 8

1 ( )
3
1 3 ( )
3 4

V V V V V V V V V

S MO MO MO MO MO MO MO MO

a MO MO MO MO MO MO MO MO

Δ

= + + + + + + + =

= ⋅ ⋅ + + + + + + + =

= + + + + + + +

 

Приравняв правые части равенств, получаем:   
 

1 2 3 4 5 6 7 8 8MO MO MO MO MO MO MO MO r+ + + + + + + = . 
 
     19. Если точка М лежит внутри додекаэдра, грани которого составляют 12 правиль-
ных пятиугольников, то с помощью тех подходов к решению получим:  

3
2 222 15 7 5 15 7 5(15 7 5) 10

4 4 5 22 2210 10
5 5

a aV a a r+ +
= ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅

+ +
 

(r − радиус вписанной сферы);   
2

1 2 12 5 1 2 12 1 12
1 1... ( ... ) 25 10 5 ( ... )
3 3 4ка

aV V V V S MO MO MO MO MO−= + + + = + + + = + + +  

( каS −5  − площадь правильного пятиугольника).  
Приравняв правые части равенств, получаем:  

 1 2 12
15 7 5 15 7 5... 12 12
22 470 210 5(10 )(25 10 5)

5

MO MO MO r r+ +
+ + + = ⋅ = ⋅ =

++ +
 

2

15 7 512 12
(15 7 5)

r r+
= ⋅ =

+
 

     20. Рассмотрим последний из правильных многогранников − икосаэдр. Он имеет 20 
граней, каждая из которых − правильный треугольник. Точка М лежит внутри икосаэд-
ра. Выкладки, аналогичные предшествующим, позволяют найти объем икосаэдра двумя 
способами: 

1) 3 2 25 5 5(3 5) (3 5)
12 4 3 3 3

aV a a a r= ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ , где r − радиус вписанной сфе-

ры. 

2) 
2

1 2 20 1 2 20
1 1 3( ... ) ( ... )
3 3 4

aV S MO MO MO MO MO MOΔ= + + + = + + + ,  где  ΔS  − площадь 

правильного треугольника. 
Приравняв правые части равенств, получаем:  1 2 20... 20MO MO MO r+ + + =  
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     Вывод: сумма расстояний от точки М до всех граней правильного  многогранника 
равна n радиусам вписанного в этот многогранник сферы, где n – число граней много-
гранника. 
     Можно выделить следующие системообразующие признаки рассматриваемой сис-
темы задач:  

 наличие двух объектов: многоугольника (многогранника) и точки; 
 исследование во всех задачах величины суммы расстояний от произвольной 

точки до сторон  многоугольника (многогранника); 
 все задачи могут быть решены с помощью метода площадей или метода объе-

мов; 
 возможность выразить исследуемую величину при некоторых  условиях либо 

через высоту фигуры, либо через радиус вписанной окружности (сферы). 
     Конструируемую систему можно считать открытой, поскольку варьирование от-
дельных параметров возможно продолжить. Целесообразно провести исследование на 
плоскости для фигур с равными сторонами, но не равными углами. Например, ромб 
удовлетворяет этим условиям. В пространстве перейти к исследованию многогранни-
ков, у которых грани равны или грани имеют равные площади. 
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Аннотация. В статье ставится проблема изменения статуса исследовательской дея-
тельности в профессиональном образовании учителя математики. Автор формули-
рует первоочередные задачи в организации исследовательской деятельности сту-
дентов и предполагает, что успешное их решение возможно в рамках реализации 
модели формирования исследовательской компетентности. В статье представлена 
модель формирования исследовательской компетентности будущего учителя мате-
матики, указаны организационно-педагогические условия ее реализации, описаны 
уровни сформированности исследовательской компетентности, рассмотрены фор-
мы развития исследовательских компетенций. 
 
Ключевые слова:исследовательская деятельность, исследовательские компетенции, 
исследовательская компетентность, модель, форма, организация исследовательской 
деятельности. 

 
 
     Современное высшее профессиональное образование ориентировано на обеспечение 
высокого качества подготовки специалиста, на формирование его компетентности. В 
мировой образовательной практике компетентность выступает центральным понятием, 
так как объединяет в себе интеллектуальную и навыковую составляющие образования 
и обладает интегративной природой, «вбирая в себя ряд однородных умений и знаний, 
относящихся к широким сферам культуры и деятельности». В работах отечественных 
исследователей (А.Л. Андреев, В.А. Болотов, В.А. Байденко, И.А. Зимняя, А.В. Хутор-
ской и др.) отмечается, что компетентностный подход – это методологический фунда-
мент новой, формирующейся парадигмы высшего профессионального образования в 
России. Главным результатом высшего профессионального образования должны стать 
не только отдельные знания, умения и навыки по определенным дисциплинам, но спо-
собность и готовность выпускника вуза самостоятельно строить свою профессиональ-
ную деятельность, самостоятельно выстраивать свое поведение, производить относи-
тельно устойчивый ценностный выбор.   Первый шаг по пути становления профессио-
нальной компетентности будущих учителей математики приходится на педагогический 
вуз.  В структуре профессиональной компетентности будущих учителей математики 
можно выделить как нормативную составляющую, позволяющую специалисту реали-
зовать полученный алгоритм деятельности, так и исследовательскую, состоящую в 
умении осуществлять инновационные преобразования, принимать оптимальные реше-
ния в различных проблемных ситуациях.  В «Концепции долгосрочного социально-
экономического развития Российской Федерации на период до 2020года» определяется 
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одно из главных условий развития системы высшего профессионального образования – 
вовлеченность преподавателей и студентов в фундаментальные и прикладные исследо-
вания. «Это позволит не только сохранить известные в мире российские научные шко-
лы, но и вырастить новое поколение исследователей, ориентированных на потребности 
инновационной экономики знаний. Фундаментальные научные исследования должны 
стать важнейшим ресурсом и инструментом освоения студентами компетентностей по-
иска, анализа, освоения и обновления информации». Потребность информационного 
общества в специалистах с высоким уровнем исследовательской компетентности ак-
туализирует создание адекватной модели по ее формированию. 
     Под исследовательской компетентностью понимаем «интегративное, потенциально 
развивающееся качество  специалиста, объединяющее общие и специальные компетен-
ции, личностные качества и отражающее готовность специалиста к результативному 
применению имеющихся знаний и опыта в исследовании объектов профессиональной 
деятельности». Компетентность, как отмечает И.Б. Будник, всегда проявляется в дея-
тельности и не проявленную компетентность «увидеть» нельзя. Формирование иссле-
довательских компетенций будущих учителей математики возможно только в ходе 
осуществления студентами исследовательской деятельности. К сожалению, анкетиро-
вание, проведенное среди студентов старших курсов физико-математического факуль-
тета, выявило, что только 12% опрошенных студентов занимаются исследовательской 
деятельностью. Большинство считает учебную аудиторную деятельность наиболее зна-
чимой для себя. Среди  опрошенных студентов 53% продемонстрировали невысокий 
уровень исследовательских компетенций, выполняя предложенные задания на анализ, 
синтез, сравнение, классификацию фактов, на умение аргументировать выбранный ва-
риант решения проблемы, на умение формулировать логически обоснованные выводы. 
Природа компетентности такова, что она может проявляться только  «в органичном 
единстве с ценностями человека, то есть при наличии ценностно-смыслового отноше-
ния, глубокой личной заинтересованности в данном виде деятельности». Поэтому не-
обходимо изменить статус исследовательской деятельности в профессиональном обра-
зовании учителя математики. Она должна стать личностно-значимой, смыслообразую-
щей деятельностью. Исследовательская деятельность студента осуществляется в рам-
ках образовательного процесса в педвузе средствами познания в соответствии с логи-
кой научного поиска. Продуктом ее являются субъективно новые знания о самом ис-
следуемом объекте или о конкретном, или специфическом методе исследования. Но 
следует отметить, что в результате исследовательской деятельности субъективный ха-
рактер «открытий» может приобретать определенную объективную значимость и но-
визну.  Первоочередными задачами в организации исследовательской деятельности 
студентов должны быть: 1) создание условий для раскрытия и реализации личностного 
исследовательского потенциала каждого студента; 2) отбор и поддержка одаренных 
студентов для продолжения образования в магистратуре и аспирантуре; 3) целенаправ-
ленное формирование исследовательских компетенций в соответствии с требованиями 
государственных стандартов;  4) усиление исследовательского аспекта содержания 
учебно-познавательной деятельности студентов в процессе предметной подготовки; 5) 
переход от субъект-объектных отношений между преподавателем и студентом на субъ-
ект-субъектную основу межличностных отношений с четкой ориентацией на самораз-
витие студентов. Решение этих задач будет успешным, если в основу организации ис-
следовательской деятельности студентов будет положена модель формирования иссле-
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довательской компетентности и созданы организационно- педагогические условия для 
ее реализации. 
     Структурно  модель формирования исследовательской компетентности состоит из 
следующих блоков: теоретико-методологического, технологического, критериально-
оценочного. Теоретико-методологический блок включает в себя целевой, методологи-
ческий, когнитивный компоненты. Целевой компонент ориентирует на формирование 
исследовательских компетенций. Методологический компонент предполагает овладе-
ние системой научных знаний о подходах к познанию исследуемых объектов, выявле-
ние роли и характера исследовательской деятельности в рамках профессии учителя ма-
тематики, получение научных представлений о методике и методах исследований. Ког-
нитивный компонент модели обеспечивает высокий уровень интеллектуальных спо-
собностей, творческий подход к восприятию и анализу научной информации, выбор 
методологических основ исследования. Технологический блок включает в себя содер-
жательный и операционно-деятельностный компоненты. Содержательный компонент 
предполагает обеспечение совокупности условий  для организации результативной ис-
следовательской деятельности студентов. Операционно-деятельностный компонент 
связан с непосредственной технологией осуществления научного творчества, определя-
ет операционный состав исследовательской деятельности студента. Критериально-
оценочный блок определяет оценку уровня и динамику сформированности исследова-
тельской компетентности, включает рефлексию собственной исследовательской дея-
тельности студентов и признание ее ценности для будущей деятельности учителя ма-
тематики и личного опыта. Основными характеристиками модели являются: 1)ее неза-
висимость от конкретной реализации в рамках учебной дисциплины и учебного заведе-
ния; 2)ее целостность, поскольку все компоненты взаимосвязаны между собой, рабо-
тают на конечный результат и при изменении внешних условий наблюдается устойчи-
вость этих связей; 3)наличие инвариантной (глобальная цель, принципы) и вариативной 
(методы, формы и средства достижения цели) составляющих; 4)открытость, так как по-
средством цели существует выход на социальный заказ общества. Модель формирова-
ния исследовательской компетентности будущего учителя математики рассматривается 
как последовательная система взаимосвязанных действий преподавателя и студентов. В 
ходе реализации модели осуществляется мониторинг состояния учебно-
исследовательской деятельности и научно-исследовательской деятельности студентов, 
проводится анализ и отбор содержания программного и дополнительного материалов 
по учебным дисциплинам, осуществляется организация учебного познания как  иссле-
дования с помощью активных форм и методов аудиторной и внеаудиторной работы, 
производится  обучение  комплексному использованию научных методов познания и 
технологиям решения исследовательских задач в процессе выполнения исследователь-
ских проектов. Реализация модели формирования исследовательских компетенций бу-
дущего учителя математики возможна при выполнении следующих организационно-
педагогических условий: формирование ценностного отношения к исследовательской 
деятельности и к ее результатам, развитие творческой активности каждого студента на 
основе предоставления свободы выбора тематики исследования, учет индивидуального 
познавательного опыта, создание  творческой среды, обеспечивающей единство углуб-
ленного изучения учебных дисциплин и самостоятельного исследовательского поиска, 
повышение квалификации преподавателей по вопросам организации исследователь-
ской деятельности студентов. Уровень исследовательской компетентности будущего 
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учителя математики диагностируется  по шкале: нормативный, функциональный, пре-
образующий. Исследовательская компетентность студента соответствует нормативно-
му уровню, если выявляются признаки общего характера. Студент проявляет следую-
щие исследовательские компетенции: анализ состояния предмета исследования, оценка 
результатов исследования, анализ обеспечения процесса исследования, сбор информа-
ции и применение знаний в отношении предмета исследования, готовность и проведе-
ние исследования, осуществление рефлексии. Исследовательская компетентность сту-
дента соответствует функциональному уровню, если выявляются дополнительные при-
знаки прикладного характера. Студент проявляет следующие дополнительные исследо-
вательские компетенции: выстраивание гипотезы, проведение эксперимента, преодоле-
ние творческих затруднений, презентация результатов, использование полученных ре-
зультатов  в новых ситуациях. Исследовательская компетентность студента соответст-
вует преобразующему уровню, если выявляются дополнительные признаки профессио-
нального характера. Студент проявляет следующие дополнительные исследовательские 
компетенции: выбор методологической базы, точное следование цели исследования.  
Качество исследовательских компетенций будущего учителя математики определяется 
с помощью таких критериев, как глубина и всесторонность в анализе, полнота выпол-
няемых действий и операций, степень самостоятельности в использовании  исследова-
тельского умения, обоснованность собственных  суждений и выводов. Основной фор-
мой развития исследовательских компетенций будущего учителя математики является  
учебно-исследовательская деятельность, которая представляет неотъемлемую состав-
ную часть  учебного процесса. Учебно-исследовательская деятельность должна отра-
жать специфику  профессиональной математической и методической подготовки сту-
дентов. Содержание ее составляют элементы исследования,  производимого студента-
ми в процессе семинарских, лабораторных занятий, в ходе написания рефератов, во 
время прохождения педагогической практики. Содержание учебных дисциплин должно 
наполняться заданиями исследовательского характера. Написание курсовых работ и 
дипломное проектирование-вторая форма развития исследовательских компетенций, 
регламентируемая образовательным стандартом. Содержание ее составляют самостоя-
тельные научные разработки будущего учителя математики, в которых отражаются 
умения практического применения   и переноса усвоенных знаний и способов деятель-
ности, а также отражается степень освоения методики этого применения. Следующей  
формой развития исследовательских компетенций, не регламентируемой образователь-
ным стандартом, является научно-исследовательская деятельность студентов, которая 
отражает взаимосвязь между образовательным процессом и научной деятельностью 
кафедр педвуза. Научно-исследовательская деятельность студентов объединяет студен-
тов различных курсов, учитывает их индивидуальные научные интересы. В рамках 
этой деятельности студенты вовлекаются в участие научных конференций, семинаров, 
мастер-классов. Только создание и функционирование комплексной системы учебно-
исследовательской и научно-исследовательской деятельности студентов позволит сти-
мулировать вовлечение студентов в творческий процесс изучения и освоения научных 
методов, создать условия для самореализации. 
     Реализация модели формирования исследовательской компетентности приведет к 
устойчивому повышению интереса студентов к выполнению исследовательских работ, 
к увеличению числа студентов, понимающих важность роли и ценности исследователь-
ской деятельности в личном и профессиональном становлении. 
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Abstract. In the present article the problem of change of the status of research activity in 
professional education of the mathematics teacher is considered. The author formulates 
priority problems  in the organization of research activity of students and assumes that 
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     Алгебраические свойства некоторых классов аффинно-связных многообразий, близ-
ких к симметрическим / Матвеев О.А., Нестеренко Е.Л. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. 
Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.3-10. 
     Рассматриваются алгебраические свойства просимметрических, почти симметриче-
ских и антисимметрических многообразий аффинной связности, близких к симметри-
ческим пространствам. 
 
Ил.1. Библиогр.19. 
 
 
 
УДК 514.7 
 
     Симметрии полиполярной координации / Ракчеева Т.А. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-
та. Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.10-20. 
     Вводится полиполярная система координат, формируемая семейством многофокус-
ных лемнискат, полный набор фокусов которой образует ее структурное начало. Про-
извольная точка плоскости имеет, как и в классической полярной системе координат, 
полиполярные координаты: метрическую ρ, и угловую ϕ, являющиеся функциями по-
лярных координат относительно каждого из фокусов. Фокусное представление формы 
кривой многофокусными лемнискатами позволяет настроить полиполярную систему 
координат таким образом, чтобы метрическая компонента соответствовала форме за-
данной кривой. Лемниската и ее фокусная структура имеют одну и ту же группу сим-
метрий. Рассмотрены симметрии полиполярной координации, а также криволинейные 
симметрии на многофокусных лемнискатах. 
 
Ил.6. Библиогр.7. 
 
 
 
УДК 621.215 
 
     Некоторые возможности физической и химической регенерации отходов произ-
водств использующих высокочистый кремний / Гринберг Е.Е., Левин Ю.И., Жаданов 
В.Б., Санду Р.А., Беляев В.В., Рябцева М.В., Наумов А.В., Стрельникова И.Е. // Вестн. 
Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.21-28. 
     Рассмотрены вопросы физической и химической регенерации отходов, образующих-
ся при переработке (резке и шлифовке) поликристаллического или монокристалличе-
ского кремния с использованием карбида кремния, минерального масла и полиэтиленг-
ликоля. Показана возможность выделения и возвращения в технологические циклы 
значительной части отходов, что позволяет снизить экологическую нагрузку при про-
изводстве электронных компонентов и фотоэлектрических преобразователей (ФЭП). 
 
Ил.4. Табл.4. Библиогр.10. 
 
УДК 534.2:535.36 
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     Методика исследования анизотропии скорости ультразвука в нематиках при высо-
ких давлениях / Банникова Е.М., Богданов Д.Л., Геворкян Э.В., Обыденков Ю.Н. // Вестн. 
Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.29-35. 
     Представлена методика исследования анизотропии скорости ультразвука в нематике 
Н-37 в температурном интервале от 25 до 70 0С при различных давлениях. Во всех иссле-
дованных температурных интервалах существования нематической мезофазы, скорость 
ультразвука больше в случае параллельной ориентации вектора магнитной индукции и 
волнового вектора по сравнению с перпендикулярной ориентацией. Вдали (ΔТ≥10К) от 
фазового перехода относительная анизотропия скорости ультразвука практически не за-
висит от температуры и имеет малое значение. Максимальное влияние магнитного поля 
на скорость ультразвука имеет место за ΔТ=5 К от температуры просветления. 
 
Ил.5. Библиогр.2. 
 
 
 
 
УДК 537.9, 53.096, 53.081.7, 53.043, 539.232 
 
     Идентификация свойства сверхпроводимости и прогнозирование новых составов пя-
тикомпонентных оксиарсенидов с повышенной температурой перехода в сверхпрово-
дящее состояние / Гусев А.Н. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 
2011. №1. С.36-46. 
     В статье приведены данные по веществам с рекордно высокими температурами пе-
рехода в сверхпроводящее состояние, краткий обзор применений сверхпроводящих 
веществ в области силовой электроники и микроэлектроники. На основе идентифика-
ции сверхпроводящих свойств нового класса железосодержащих сверхпроводящих ве-
ществ и выполнено прогнозирование составов этих веществ с температурами сверхпро-
водящего перехода от 55 до 62,5 К. 
 
Ил.4. Табл.2. Библиогр.19. 
 
 
 
 
УДК 55.550.370:379 
 
     К вопросу о косвенной оценке отношения сигнал/шум в низкочастотной электрораз-
ведке с искусственным источником тока / А.И. Гераськин // Вестн. Моск. гос. обл. ун-
та. Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.47-52. 
 
     В данной статье рассматривается метод косвенной оценки отношения сиг-
нал/шум при работе различными методами низкочастотной электроразведки с ис-
куственным источником тока. Задача определения отношения сигнал/шум являет-
ся важной как при проведении полевых работ, так и при последующей обработке 
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данных. Однако невозможно определить это отношение напрямую, так как при 
измерении истинный сигнал оцифровывается вместе с шумами и помехами. 
Предложенный метод косвенной оценки строится на основе свойства антиперио-
дичности сигнала,  которым обладают сигналы, применяемые в низкочастотной 
электроразведке. В статье приводятся описания свойств такой оценки и ее связь с 
прямой оценкой отношения сигнал/шум. 
 
Ил.3. Библиогр.4. 
 
 
 
 
УДК 004.932.1  
 
     Концепция математического моделирования сегментации слитного рукописного тек-
ста / Долгова Е.В., Курушин Д.С. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №1. С.53-57. 
     Слитный рукописный текст обладает значительной вариативностью символов, что 
делает затрудняет создание качественных моделей его распознавания. В то время как 
большинство подобных работ сконцентрированы на поиске средней линии символов, 
авторы предлагают выделить внешний контур. Этот подход позволяет упростить мо-
дель, сохраняя приемлемое качество сегментации. 
 
Ил.1. 
 
 
 
 
УДК 530.12:531.18+378.147 
 
     Понятие собственной кинетической энергии системы частиц в  релятивистской ме-
ханике / Гордеев И.В., Малинин А.Н. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №1. С.58-65. 
     В статье вводится понятие собственной релятивистской кинетической энергии. По-
казана его фундаментальная значимость в кинематике ядерных реакций и процессов 
столкновений элементарных частиц. Методически обоснована необходимость введения 
этого понятия при изложении основ теории относительности в курсах теоретической 
физики классических и педагогических университетов. 
 
Ил.8. 
 
 
 
 
УДК 37.016:51 
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     Задача о погоне / Самоявчева М.В., Федоров Л.И. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. 
Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.66-70. 
     На примере задачи о погоне проводится сравнение двух  дополняющих друг друга 
подходов к изучению данной темы, направленных на повышение познавательной ак-
тивности учащихся при изучении динамических систем: - с использованием дифферен-
циальных уравнений и с применение имитационной модели.  Графические иллюстра-
ции выполнены в среде MathCad и NetLOGO. 
 
Ил.2. Библиогр.2. 
 
 
 
 
УДК 37.016:51 
 
     Конструирование системы задач по математике / Антипина Н.М., Грань Т.Н. // 
Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №1. С.71-78. 
     Рассматривается процесс конструирования системы задач по математике для школь-
ников. В задачах предложенной системы исследуются величина суммы расстояний от 
точки до сторон многоугольника и аналогичная величина в пространстве, когда объек-
тами выступают точка и многогранник. 
 
Ил.3. Библиогр.6. 
 
 
 
 
УДК 681.3.07 
 
     Модель формирования исследовательской компетентности будущего учителя мате-
матики / Забелина С.Б. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. 
№1. С.79-83. 
     В статье ставится проблема изменения статуса исследовательской деятельности в 
профессиональном образовании учителя математики. Автор формулирует первооче-
редные задачи в организации исследовательской деятельности студентов и предполага-
ет, что успешное их решение возможно в рамках реализации модели формирования ис-
следовательской компетентности. В статье представлена модель формирования иссле-
довательской компетентности будущего учителя математики, указаны организационно-
педагогические условия ее реализации, описаны уровни сформированности исследова-
тельской компетентности, рассмотрены формы развития исследовательских компетен-
ций. 
 
Библиогр.6. 
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