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ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÐÅØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß 
ÃÀÌÌÅÐØÒÅÉÍÀ ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ Ñ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ

Усенов И. А.1, Кенжебаев М. К.2
1 Кыргызский Национальный Университет имени Ж. Баласагына

720033, г. Бишкек, ул. Фрунзе, д. 547, Кыргызстан
2 Кыргызский Экономический Университет имени М. Рыскулбекова

720033, г. Бишкек, ул. Т. Молдо, д. 58, Кыргызстан

Аннотация. В Гильбертовом пространстве исследован класс нелинейных операторных 
уравнений первого рода. Построено приближенное решение, устойчивое относительно 
исходных данных задачи. Доказана сходимость приближенного решения к точному реше-
нию исходного уравнения. Произведён выбор параметра регуляризации от погрешностей. 

Ключевые слова: уравнение Гаммерштейна, регуляризация, сходимость, уравнение пер-
вого рода.

REGULARIZATION OF THE SOLUTION TO THE HAMMERSTEIN OPERATOR 
EQUATION OF THE FIRST KIND WITH AN APPROXIMATELY SPECIFIED 
OPERATOR

I. Usenov1, M. Kenzhebaev2

1 Kyrgyz National University named after Jusup Balasagyn

ul. Frunze 547, 720033 Bishkek, Kyrgyzstan
2 Kyrgyz Economic University named after M. Ryskulbekov

ul. T. Moldo 58, 720033 Bishkek, Kyrgyzstan

Abstract. A class of nonlinear operator equations of the first kind is investigated in the Hilbert 
space. An approximate solution is constructed that is stable with respect to the initial data of 
the problems. The convergence of the approximate solution to the exact solution of the original 
equation is proved. The regularization parameters of the errors are selected.

Keywords: Hammerstein equation, regularization, convergence, equation of the first kind.
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Регуляризации решения линейного и нелинейного операторного уравнения в 
гильбертовом пространстве посвящены работы авторов [1–7; 9; 10; 12]. 

В работе [11] для решения операторного уравнения первого рода Гаммерштейна, 
когда точно задан линейный оператор, построен регуляризирующий оператор.

Постановка задач
В данной работе исследовано операторное уравнение первого рода 

Гаммерштейна в гильбертовом пространстве H

 ( ) ,AF z u=  (1)

когда приближенно задан линейный оператор, то есть вместо оператора A из-
вестно его приближенное значение Ah такое, что

 ,h HA A h− ≤  (2)

где A : H → H – линейный самосопряжённый положительный оператор, 
F : H → H – нелинейный оператор, дифференцируемый по Фреше.
В интегральном случае AF(z) определяется как:

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1

2
0
1 1

0,1
0 0

, , ( ) , , , 0,1 0,1 ,

, 0, , ( ) ,R

AF z K t s M s z s ds K t s K s t L

K t s z s z t dsdt M s z s C ×

= = ∈ ×

> ∈

∫

∫ ∫

|| ⋅ ||H – норма гильбертового пространства.
Допустим, что при u = u0 уравнение (1) имеет точное решение z0, то есть 

 ( )0 0AF z u=  (3)

и истокообразно представимо

 0 0 ,z A= σ ϑ  (4)

где σ > 0, σ ∈ R, ϑ0 ∈ H. 
Целью данной работы является построение регуляризирующего оператора 

для решения операторного уравнения Гаммерштейна первого рода в простран-
стве Гильберта.

Регуляризация
Наряду с уравнением (1) рассмотрим уравнение:

 ( ) ,hz A F z uα + =  (5)

где α > 0.
Пусть 

 ( ) ( ) ,F z K z z= + σ  (6)

где K – нелинейный оператор.
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В [11] относительно нелинейного оператора K доказано, что для любого 
z1, z2 ∈ H он удовлетворяет условию Липшица, то есть:

 ( ) ( )1 2 1 2 , ,HH
K z K z N z z N− ≤ − < σ  (7)

где λi < a ≤ b < λi+1, i = 1, 2, ... a ≤ F′(z) ≤ b, ,
2

a b+σ =  

 
( ) 0,

2H
b aK z N−≤ ≡ >′

 
а также доказана обобщённая лемма Лаврентьева М. М., что при любом α > 0 
и σ > 0 имеет место неравенство:

 
1 1( ) .

H
E A − −α + σ ≤ α  (8)

Из (8) следует, что оператор (αE + σA)–1A удовлетворяет неравенству:

 
1 1( ) .

H
E A A− −α + σ ≤ σ  (9)

В силу представления (6) из уравнения (5) имеем:

 ( )α + σ + = .h hz AL z A K z u  (10)

Оператор αE + σAh представим в виде:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−α + σ = α + σ + σ − σ = α + σ + α + σ σ −1 .h h hE A E A A A E A E E A A A

Используя оценки (2) и (8), оценим норму оператора (αE + σA)–1σ(Ah – A):

 
( ) ( )− −α + σ σ − ≤ σ α1 1.h

H
E A A A h  (11)

Пусть имеет место предельное соотношение:

 
( )−

→
α =1

0
lim 0.
h

h h  (12)

Из условия (12) следует, что существует число h0 > 0, такое, что:

 
−= σ α <1

1 1,q h  (13)

при h < h0.

При выборе α(h) = hβ, 0 < β < 1 условие (12) выполняется и ( ) −β= σ >
1

1
0 1 0.h

Тогда в силу теоремы Банаха [8] оператор E + (αE + σA)–1σ(Ah – A) имеет об-
ратный оператор, причём справедлива оценка:

 
( ) ( )( ) ( )

−− −+ α + σ σ − ≤ −
11 1

11 .h
H

E E A A A q  (14)

Таким образом, оператор αE + σAh имеет обратный оператор, и этот оператор 
представим в виде:

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

−− − −
α = α + σ = + α + σ σ − α + σ

11 1 1
, .h h hL E A E E A A A E A  (15)

Из (15), используя неравенства (8) и (14), получаем:
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( ) ( )− − −α + σ ≤ − α1 1 1

11 .h
H

E A q  (16)

Тогда из уравнения (10) переходим к уравнению:

 ( )α α α α= −, , , , .h h h h huz L L A K z  (17)

Введём обозначение:

 ( ) ( )α α α α=, , , , .h h h h hz L A K zT  (18)

Норма оператора (αE + σAh)–1Ah удовлетворяет оценке:

 
( ) ( ) ( )− − − −α + σ ≤ − α + σ1 1 1 1

11 .h h
H

E A A q h  (19)

Оценим норму оператора Tα,h,σ(z):

 
( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , 2 , 1 2 .h h h hH H

T z T z L A K z K zα α α− = −  (20)

Тогда из (20), используя оценки (7), (19), имеем:

 

( ) ( )
( ) ( )

, 1 , 2 , 1 2

1 1 1
1 1 2

( ) ( )

1 .

h h h hH H H
T z T z L A K z K z

q h N z z

α α α

− − −

− ≤ − ≤

≤ − α + σ −  (21)

Из условия (12) следует, что существует число 0 0,h >�  такое, что

 ( ) ( )− − −= − α + σ <1 1 1
2 11 1q q h N  (22)

при ( ) ( )( )( )− −β< = σ − σ σ + >�
1

1 1
0 0.h h N N

Таким образом, оператор Tα,h,σ(z) является оператором сжатия.
Уравнение (17) решаем методом последовательных приближений. 
За нулевые приближения возьмём элемент

 0 , .hz L uα=�  (23)

Остальные приближения определяются по формуле:

 ( )1 0 , 0, 1, 2, ...k h h kz z L A K z k+ α= + =�  (24)

Покажем, что последовательность { }к к 0
z ∞

=
 является сходящейся.

Сходимость последовательности { }к к 0
z ∞

=  и функционального ряда вида:

 [ ] [ ] [ ]0 1 0 2 1 1... ...k kz z z z z z z −+ − + − + + − +� �  (25)

эквивалентны.
Нулевое приближение 0z�  удовлетворяет неравенству

 ( ) 1 1
0 11 .

H
z q u− −≤ − α�  (26)
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Полагая k = 0, из (24), имеем:

 

( ) ( )
( )

1 0 , 0 , 0

1
, 2 0

(0))

(0) (0) .

(h h h hH H H

h h H H H

zz L A K z L A K z K

L A K q z N K

α α

−
α

− = ≤ − +

+ ≤ +

� � �

�  (27)

Полагая в (24) k = 1; k = 0 и вычитая из первого второе, получаем: 

 

( ) ( )

( )
2 1 , 1 0 2 1 0

12
2 0 (0) .

( )h hH HH

HH

L A K z K z q z z

q z N K

z z α

−

≤ − ≤ − ≤

≤ +

− � �

�  (28)

Далее по методу математической индукции можно доказать, что для любого 
натурального k ≥ 2, справедливо неравенство:

 
( )1

1 02 (0) .k
k k H HH
z z q z N K−

−− ≤ +�  (29)

Таким образом, ряд (25) мажорируется следующим числовым рядом:

 
( )1

02
1

(0) .k
HH

k
q z N K

∞
−

=

+∑ �  (30)

Следовательно, условие q2 < 1 при < �0h h  обеспечивает сходимость ряда (30), 
тогда ряд (25) также является сходящимся. Сумму ряда (25) обозначим через 
zα,h. В силу эквивалентности сходимости последовательности { }к к 0

z ∞

=
 и ряда (25) 

имеем:

 
,lim k h

k
z zα

→∞
=  (31)

Используя непрерывность оператора Lα,hAhK при k → ∞, переходим к пределу 
в (24) и, используя предельное соотношение (31), получим:

 ( ), 0 , , .h h h hz z L A K zα α α= +�  (32)

Таким образом, сходимость ряда (25) доказана.
ТЕОРЕМА 1. Пусть: 1) задан оператор Ah, удовлетворяющий неравенству (2); 

2) имеет место предельное соотношение (12). Тогда уравнение (17) при любом 
u ∈ H, α > 0, σ > 0 и 0h h< �  имеет единственное решение zα,h ∈ H.

Если решение уравнения (17) при u = u0 обозначить через 0
, ,hzα  тогда в силу 

формулы (32) оно представимо в виде:

 ( )α αα α= −0 0
, 0 ,, , .h h hh hz L u L A K z  (33)

Рассмотрим разность 0
, 0hz zα −

 ( )α αα α− = − −0 0
0 , 0 , 0, , .h h hh hz z L u L A K z z  (34)
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Полагая, что u0 = σAz0 + AK(z0), переходим в норму разности 0
, 0hz zα −

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0
0 , 0 0 0 , 0, ,

, 0 ,0 0 .

h h h hh hH H H

h h h h HH

z z L Az z A z L A K z K z

L A A K z K L A A K

α αα α

α α

− ≤ σ − α − σ + − +

+ − − + −  (35)

Используя (4), из (35) имеем:

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

− −− − −
α

− −− −
α

−−
α

− ≤ α − α + σ + α − σ σ + +

+ α − + − ≤ α σ + − +

+ α − σ σ + + + −

1 10 1 1 1
0 1 0 1 0,

1 11 0 1
1 2 0 1 0,

11 0
1 0 2 0,

1 1

1 (0) 1

1 (0) .

h H HH

hH H

hH H H

z z q h v h q M v N

h q K q z z N q v

h q M v N K q z z  (36)

В силу условия (22) из (36) имеем оценку:

 
−

α − ≤ α + α0 1
0 1 2, ,h H

z z c h c  (37)

 

( )( )
( ) ( )( ) ( )

11
1 3 1 0

1 1
2 3 1 0 3 2

1 ,

1 (0) , 1 .
H

H H

c c N q v

c c q M v N K c q

−−

− −

= σ + −

= − σ σ + + = −  (38)

Минимизируя правую часть (37), имеем:

 ( ) 1
2 1 .h c c h−α =  (39)

Подставляем (39) в правую часть (37), имеем:

 0 1 2, 2 .h H
z z c c hδ

α − ≤  (40)

ТЕОРЕМА 2. Пусть: 1) выполнены все условия теоремы 1; 2) при u = u0 урав-
нение (1) имеет точное решение, представимое в виде (4); 3) зависимость па-
раметра регуляризации от погрешности линейного оператора определяется по 
формуле (39). Тогда решение 0

,hzα  уравнения (17) при h → 0 сходится к точному 
решению уравнения (1), а скорость сходимости удовлетворяет условию (40).

Пусть правая часть уравнения (1) задана с погрешностью δ, то есть:

 0 .
H

u uδ ≤ δ−  (41)

Основная задача, подлежащая исследованию, заключается в построении 
по приближенным данным {Ah, uδ} такой последовательности решений , ,hzδ

α  
которая сходится в пространстве H к точному решению z* уравнения (1) при 
условии сходимости исходных данных при δ, h → 0. 

Решение уравнения (17) при u = uδ обозначим через .,hzδ
α  Тогда в силу 

формулы (32) решение ,hzδ
α  представимо в виде:
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 ( ), ,, , .h hh hhz L u L A K zδ δ
α δ αα α= +  (42)

Оценим разность .0,hz zδ
α −  Используя неравенство треугольника, имеем:

 
0 0

0 0, , , , .h h h hH H H
z z z z z zδ δ

α α α α− ≤ − + −  (43)

Второе слагаемое в (43) удовлетворяет оценке (37). Оценим первое слагаемое:

 

( )
( ) ( )

0
, 0, ,

0 1 0
, 2, , , , .

hh h H H

h h h h hH HHh

z z L u u

L A K z K z q z z

δ
α δα α

δ − δ
α α α α α

− ≤ − +

+ − ≤ δα + −
  (44)

Отсюда в силу (12) имеем: 

 
0 1

3, , .h h H
z z cδ −

α α− ≤ δα  (45)

Тогда из (43) имеем оценку:

 
1 1

0 1 2 3, .h H
z z c h c cδ − −

α − ≤ α + α + δα  (46)

Минимизируя правую часть (46), имеем:

 ( ) 1
3 2 1, .( )h c hc c−α δ δ +=  (47)

Подставляем (47) в правую часть (46) имеем:

 0 1 3 2, 2 .h H
z z c c hcδ

α − ≤ δ +  (48)

Таким образом, доказана теорема, обобщающая теорему 2. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть: 1) выполнены все условия теоремы 2; 2) элемент uδ удов-

летворяет неравенству (41); 3) зависимость параметра регуляризации от по-
грешностей определяется по формуле (47). Тогда решение уравнения (17) при 
δ, h → 0 является приближенным решением уравнения (1). Скорость сходимо-
сти удовлетворяет условию (48).

Выводы и результаты исследования
В данной работе доказано, что решение операторного уравнения Гаммерштейна 

первого рода в пространстве Гильберта является регуляризируемым.
Обоснование регуляризируемости решения заключается в следующих резуль-

татах исследования:
1) построен регуляризирующий оператор для решения операторного уравне-

ния первого рода в пространстве Гильберта;
2) доказана сходимость регуляризированного решения к точному решению 

исходного уравнения;
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3) получен выбор параметра регуляризации в зависимости от погрешностей 
приближенно заданных исходных данных;

4) установленна сходимость и найдена оценка скорости сходимости регуля-
ризированного решения к точному решению.

Статья поступила в редакцию 18.01.2019 г.
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Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

125997, г. Москва, Волоколамское ш., д. 4, Российская Федерация 

Аннотация. С помощью предложенного в работе несложного математического подхо-
да продемонстрировано строгое вычисление символов Кристоффеля, а также тензора 
Римана, заведомо имеющих правильную геометрическую размерность, что является 
чрезвычайно важным при решении огромного класса чисто физических задач. В каче-
стве примеров рассмотрены четыре ортогональные системы координат, две из которых 
это сферическая и цилиндрическая, являющиеся стандартными при изложении любо-
го курса тензорного анализа, а две другие представляют собой параболическую систе-
му координат и ортогональную двухмерную, для которых также продемонстрировано 
вычисление символов Кристоффеля, оператора Лапласа и тензоров Римана и Риччи, 
все компоненты которых автоматически имеют правильные геометрические размер-
ности. Продемонстрирован ряд физических приложений описываемого формализма. 
Рассмотрен пример не ортогональной двухмерной системы координат, с помощью ко-
торой приводится подробное вычисление символов Кристоффеля обоих родов и нахо-
дится выражение для оператора Лапласа с приложением к задачам теории упругости и 
гидродинамики.  

Ключевые слова: тензор деформаций, тензор напряжений, уравнение Навье-Стокса, ме-
трический тензор, ковариантное дифференцирование, оператор Лапласа, ортогональная 
система координат, символ Кристоффеля, тензор Римана.
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Abstract. Based on a simple mathematical approach proposed in the paper, we demonstrate a 
rigorous computation of the Christoffel symbols and the Riemann tensor that obviously have 
a regular geometric dimension, which is extremely important in solving a huge class of purely 
physical problems. As examples, we consider four orthogonal coordinate systems, two of which 
are spherical and cylindrical, i.e. standard for describing any course of tensor analysis, and 
the other two are parabolic and orthogonal two-dimensional coordinate systems, for which 
the Christoffel symbols, the Laplace operator, and Riemann and Ricci, whose all components 
automatically have the correct geometric dimensions, are calculated. A number of physical 
applications of the described mathematical formalism are demonstrated. An example of a 
nonorthogonal two-dimensional coordinate system is considered, with the help of which a 
detailed calculation of the Christoffel symbols of both kinds is given, and an expression is found 
for the Laplace operator with application to the problems of elasticity theory and hydrodynamics.

Keywords: strain tensor, stress tensor, Navier‒Stokes equation, metric tensor, covariant 
differentiation, Laplace operator, orthogonal coordinate system, Christoffel symbol, Riemann 
tensor.

Введение
При внимательном знакомстве с теорией ковариантного дифференцирова-

ния (см., к примеру, монографии [1–4]) всё время возникает вопрос, связанный 
с обоснованием правильной размерности метрического тензора или символов 
Кристоффеля и тензора Римана. Этот момент является ключевым при решении 
огромного класса не только различных физических задач, но и чисто математи-
ческих. 

Действительно, если, к примеру, выбрать сферическую систему координат и 
записать её метрику в обычном виде, то имеем: 

 
2 2 2 2 2 2 2sin ,dl dr r d r d= + θ + θ ϕ  (1)

Для неё всегда вводятся обозначения компонент ковариантного метрического 
тензора в стандартном виде, как grr = 1, gθθ = r2, gϕϕ = r2sin2θ,  [1–3]. При рассмо-
трении общего случая ортогональной системы координат вместо (1) обычно ис-
пользуется выражение через коэффициенты Ламе hi [2]. То есть 

 
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 ,dl h dx h dx h dx= + +  (2) 

При сравнении (2) с (1) все компоненты h1, h2, h3 легко написать. 
Как известно [4; 5], метрику в самом общем виде можно представить, как:

 
2 ,i k i

ik idl g dx dx dx dx= =  (3а)

где gik – компоненты ковариантного метрического тензора, dxi – дифференциалы 
контравариантных координат, а dxi – дифференциалы ковариантных координат. 
Напомним, что по повторяющимся индексам всегда подразумевается суммиро-
вание [1]. 

Если записать определение метрики в виде суммы квадратов, то есть как (см. 
соответствие на примере (9) и далее):

 
2 2 2i

idl dx dx= =  (3б)
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и воспользоваться заданным законом преобразования к новым переменным, а 
именно:

 ( ),k
i ix x x=  (4)

где соответственно xi – это ковариантные координаты, а xk – контравариантные, 
то, пользуясь определением элемента длины в виде (3б) и подставляя в него пре-
образования (4), приходим к соотношению, справедливому в любой системе ко-
ординат: 

 
2 2 2 ,n ni i k i k ik i

i ik i k ii k

x xdl dx dx dx dx g dx dx g dx dx dx dx
x x

∂ ∂= = = = = =
∂ ∂

 (5)

Надо заметить, что соотношение (5) имеет довольно важное значение и до-
казывает, что при написании различных типов преобразований, в знаменатели 
которых входят квадраты дифференциалов, ровным счётом не имеет никакого 
значения, каким образом мы будем писать соответствующие вторые произво-
дные, то есть должно иметь место ковариантное тождество (см., например, (9)):

 

2 2 2

2 2
,

i i
i ix x x x

δ δ δ= =
δ δ δ δ

 (6)

справедливое в любой ортогональной системе координат (сокращенно СК), до-
казательство которого на конкретных примерах будет приведено чуть ниже. 

Возвращаясь к (5), заметим (см. [1]), что с помощью базиса , .n
n i i

xg
x

∂=
∂

 Можно
 

ввести ковариантный метрический тензор [5]:

 
.n n

ik i k

x xg
x x

∂ ∂=
∂ ∂

 (7)

С его же помощью определяются и символы Кристоффеля первого рода [1].

 

2

.n n
ikl i k l

x x
x x x

∂ ∂Γ =
∂ ∂ ∂

 (8) 

Как видим, символ Кристоффеля симметричен по индексам k, l и эта формула 
будет нами использоваться далее. 

Мы не станем применять выражение для символа Кристоффеля через ли-
нейные производные от метрического тензора, как это приводится, например, 
в [1–5], а будем пользоваться только определением (7), как наиболее понятным 
и информативным с точки зрения размерности (см. ниже). Действительно, по-
скольку xi и xk – это координаты, имеющие размерность единицы длины [см], 
то символ Кристоффеля, как видим из (7), должен иметь размерность обратной 
длины, то есть: 

 
[ ]

см

1 1 .ikl L
⎛ ⎞Γ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
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Причём подчеркнём, что это относится ко всем его двадцати семи компо-
нентам, если говорить о трёхмерном пространстве. Действительно, если буква 
Г одна для всех компонент, то и размерность у всех должна быть одинакова. В 
противном случае имеет место довольно странная ситуация. В самом деле, если, 
к примеру, взять силу F с компонентами Fi, то можно было бы сказать, что F1 
имеет одну размерность, а, скажем, F3 – другую. Это утверждение относится и к 
компонентам метрического тензора (6), для которого все его компоненты долж-
ны быть безразмерны. Точно такое же утверждение имеет место и в отношении 

тензора Римана, размерность всех компонент которого есть 
2

1 .
L

 Фактически,
 

прозвучавший сейчас тезис и заставил нас взяться за написание настоящей ста-
тьи для того, чтобы продемонстрировать здесь простой и понятный алгоритм 
вычисления любой физической или геометрической величины с заведомо пра-
вильной размерностью, не используя при этом коэффициенты Ламе. 

Масса примеров, рассмотренных далее и приводящих в итоге к правильным 
результатам, позволяет с уверенностью констатировать, что предложенный под-
ход является корректным. 

Ниже в качестве этих примеров будет приведено вычисление символов 
Кристоффеля и компонент тензора Римана в сферической (стандартной) си-
стеме координат, цилиндрической, и в более сложных случаях параболической 
системы координат, и двухмерной ортогональной и не ортогональной системах 
криволинейных координат. Также будут приведены некоторые примеры из тео-
рии упругости, и при этом автоматически будет строго доказана полная ненуж-
ность коэффициентов Ламе. 

Основная часть
В любой ортогональной системе координат ковариантные и контравариант-

ные компоненты символов Кристоффеля и тензора Римана тождественно равны 
[5], то есть:

 
i

ikl klΓ = Γ  и .i
iklm klmR R=

В качестве наглядного примера рассмотрим классическую сферическую СК и, 
согласно (1), введём следующие соответствия: 

 
1 2 3, , sin .dx dr dx rd dx r d= = θ = θ ϕ  (9)

При этом напомним, что переход от ковариантных декартовых координат к 
контравариантным сферическим имеет обычный вид: 

 1 2 3sin cos , sin sin , cos .x x r x y r x z r= = θ ϕ = = θ ϕ = = θ  (10)

Это значит, что базис ,
n

n i i

xg
x

∂=
∂

 в общем виде можно представить как:
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1

2

3

,i

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

g
g g

g
 (11)

где, например, единичный вектор g1 есть: 

 

1 1 1
1 1 2 3

, , .x x x
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂
g  (12)

Аналогично для g2 и g3. Все они, что вполне очевидно, образуют матрицу пре-
образований. Для нашего конкретного примера с помощью (9) и (10) легко полу-
чаем из (12) 

 ( )1 sin cos , cos cos , sin= θ ϕ θ ϕ − ϕg

и, аналогично, 

 ( )2 sin sin , cos sin , cos ,= θ ϕ θ ϕ ϕg  ( )3 cos , sin , 0 .= θ − θg

Подставив их в (11), находим ортонормированную матрицу преобразований: 

 

sin cos cos cos sin
ˆ sin sin cos sin cos .

cos sin 0

⎛ ⎞θ ϕ θ ϕ − ϕ
⎜ ⎟= θ ϕ θ ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟θ − θ⎝ ⎠

g  (13)

Как видно, её определитель 

 ˆ 1.=g  (14)

По определению метрического тензора, согласно (6), имеем: 

 ˆ ˆˆ .Tg = gg

Перемножая матрицу (13) на свою транспонированную, находим в результате 
метрический тензор в виде единичной матрицы:

 

1 0 0
ˆ 0 1 0 .

0 0 1
g

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

 (15)

А потому s i
ikl is kl klgΓ = Γ = Γ  и .s i

iklm is klm klmR g R R= =  Что и требовалось доказать. 
Совершенно понятно, что приведённое доказательство является общим для 

любой ортогональной системы координат (сокращённо ОСК). Что касается не 
ортогональной системы координат (сокращённо НСК), то с ней дело обстоит не-
сколько сложнее, однако алгоритм доказательства остаётся тем же, но только в 
этом случае ковариантные и контравариантные компоненты будут не равны, то 
есть 

 , .i i
ikl iklmkl klmR RΓ ≠ Γ ≠
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С помощью описанного простого правила вычислим теперь все компоненты 
символа Кристоффеля и начнём со сферических координат.

Как легко видеть, отличными от нуля будут только девять символов 
Кристоффеля. Это Гrθθ, Гrϕϕ, Гθϕϕ, Гθrθ = Гθθr, Гϕrϕ = Гϕϕr и Гϕθϕ = Гϕϕθ. Все остальные 
равны нулю. В качестве простого примера покажем, как следует правильно при-
менять формулу (7). Для этого стоит подчеркнуть, что для метрического тензо-
ра, записанного в виде матрицы (15), применение общепринятой формулы для 
символов Кристоффеля второго рода, а именно

 

1 ,
2

sk sl kli is
kl l k s

g g gg
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞Γ = + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂

(см. [1]) вызовет определённые затруднения (как видно, они просто равны 
нулю). Именно поэтому мы будем использовать общее выражение (7), согласно 
которому:

 

2
.n n

ikl i k l
x x
x x x

∂ ∂Γ =
∂ ∂ ∂

Вычисление символов Кристоффеля
В соответствии с определениями (9) получаем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 2 2 3 31
122 22 2 2 2 21 1 1 12 2 2 2

.n nr
r

x x x x x x x x
x x x xx x x x

θθ θθ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ = Γ = Γ = Γ = = + +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

Подставляя сюда преобразования (10), а в знаменатель подставляя просто 
дифференциалы (9), находим в результате, что:

 

( ) ( ) ( )

( )

22 2

2 2 2

22 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2
2

1

1 1sin cos sin sin cos .

r
r

y yx x z z
r r rr r r

y yx x z z
r r r r

r r r
r r

θθ θθ
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂Γ = Γ = + + =

∂ ∂ ∂∂θ ∂θ ∂θ
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ

= − θ ϕ − θ ϕ − θ = −  (16)

С помощью этого нехитрого приёма можно легко найти и остальные компо-
ненты символов Кристоффеля. Заметим здесь, что все они в результате приме-
нения преобразований (9) для дифференциалов и (10) для координат будут ав-
томатически иметь правильную размерность. В итоге мы приходим к следующей 
таблице отличных от нуля правильных символов Кристоффеля, которые, как и 

должно быть, автоматически все имеют размерность 1 ,
L

 где L – размерность
 

длины (см. табл. 1).
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Таблица 1. Символы Кристоффеля

1r
r rθθ θθΓ = Γ = − 1r

r rθθ θθΓ = Γ = − ctg
r

θ
θϕϕ ϕϕ

θΓ = Γ = −

(17)
1

r r r r r
θ θ

θ θ θθ θ θΓ = Γ = Γ = Γ = 1
r r r r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕΓ = Γ = Γ = Γ =

ctg
r

ϕ ϕ
ϕθϕ ϕϕθ ϕθ θϕ

θΓ = Γ = Γ = Γ =

Тензор деформации
В качестве ещё одного примера применения описанного приёма вычислим 

компоненты тензора деформаций:

 

1 ,
2

i k
ik k i

u uu
x x

∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂
 (18)

где вектор деформаций в декартовой системе координат есть u = (u1, u2, u3).
При переходе к любой криволинейной системе координат формула (18) уже 

не будет представлять собой тензор, а потому следует вспомнить, что тензором в 
криволинейной системе координат является ковариантная производная от век-
тора [1]. Это означает, что обобщение формулы (18) на кривое пространство в 
инвариантном виде следует записать как следующее симметричное выражение: 

 
( ) ( )( ), ,

1 ,
2

s s
ik is ksk i

u g u g u= +  (19)

где запятая перед индексом традиционно означает ковариантную производную, 
а метрический тензор по своим свойствам позволяет проводить поднимание и 
опускание соответствующих индексов. Напомним, что контравариантный ме-
трический тензор gik является обратным к ковариантному gik и подчиняется в 
случае произвольной криволинейной СК соотношению [1; 4]:

 ,sk k
is ig g = δ  (20)

где k
iδ  – единичная матрица, или просто символ Кронекера в смешанных инва-

риантных компонентах. В связи с равенством (20) подчеркнём ещё раз, что когда 
речь идёт об ОСК, его можно писать, не различая ковариантных и контравари-
антных компонент, то есть в виде: 

 .sk is sk k ik
is is sk ikig g g g g g= = = δ = δ = δ

Для осуществления ковариантного дифференцирования в (19) следует вспом-
нить [1], что ковариантная производная от метрического тензора равна нулю, то 
есть gik,s = 0 (теорема Риччи), поэтому из (19) сразу же следует, что:
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( ),,

1 ,
2

s s
ik is ks iku g u g u= +  (21)

а потому, с помощью правила вычисления ковариантной производной согласно 
[1], имеем: 

 
, .

k
k k s
i isi

uu u
x

∂= + Γ
∂

 (22)

Для ковариантного тензора деформаций тогда получаем: 

 

1 1 .
2 2

i k i ks s s
ik s s sik ik ikk i k i

u u u uu u u u
x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − Γ + − Γ = + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 (23)

Из определения (23) видно, что тензор деформаций, во-первых, является сим-
метричным по индексам, то есть uik = uki, а во-вторых, величиной безразмерной, 
как и должно быть. С помощью (23) для всех шести отличных от нуля его ком-
понент имеем: 

 
1 1 1 2 3

11 11 1 2 311 11 111 1 .r
l l rrr r rr rr

u u uu u u u u u u u
x x r θ θ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂= + Γ = − Γ − Γ − Γ = − Γ − Γ − Γ
∂ ∂ ∂

Согласно же таблице 1 видим, что все символы Кристоффеля здесь равны 
нулю. Поэтому

 
.r

rr
uu
r

∂=
∂

 (24)

Далее:

 
2

22 222

1 .l
l r r

u uu u u u u u
x r

θ
θθ θθ θθθ θ ϕθθ ϕ

∂ ∂= = − Γ = − Γ − Γ − Γ
∂ ∂θ

Согласно таблице 1:

 
1 1 .r

r r
u u uu u

r r r
θ θ

θθ θθ
∂ ∂= + Γ = +
∂θ ∂θ

 (25)

Следующий диагональный элемент:

 
3

1 .
sin

l
l r r

u uu u u u u
x r

ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕϕ θϕϕ θ ϕϕϕ ϕ

∂ ∂
= − Γ = − Γ − Γ − Γ

∂ θ ∂ϕ

Благодаря таблице 1, получаем отсюда: 

 

1 .
sin

ru ctguu u
r r r

ϕ
ϕϕ θ

∂ θ= + +
θ ∂ϕ

 (26)

Теперь найдём недиагональные элементы тензора деформаций. Согласно (23) 
имеем: 

 

1 2
12 2 1

1 1 1 .
2 2

rl
r l rr r r rr

u u u uu u u u u u
x x r r

θ
θ θ θθ θ ϕθ ϕθ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + − Γ = + − Γ − Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂θ ∂
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Из таблицы 1 находим, следовательно, 

 

1 1 .
2

r
r

u u uu
r r r

θ θ
θ

∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂θ ∂
 (27)

Далее 

 

2 3
23 3 2

1 1 1 1
2 2 sin

l
i r r

uu u uu u u u u u
x x r r

ϕθ
θϕ θϕθ θ ϕθϕ ϕ ϕθθϕ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + − Γ = + − Γ − Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠

и, благодаря таблице 1, 

 

1 1 1 .
2 sin

u u ctguu
r r r

ϕ ϕθ
θϕ

⎛ ⎞∂ θ∂= + −⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠
 (28)

Наконец, 

 

1 3
13 3 1

1 1 1 .
2 2 sin

rl
r r l rr r r r

uu u uu u u u u u
x x r r

ϕ
ϕ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕϕ ϕ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + − Γ = + − Γ − Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠

Подставляя сюда отличные от нуля символы Кристоффеля, имеем в итоге: 

 

1 1 .
2 sin

r
r

u uuu
r r r

ϕ ϕ
ϕ

⎛ ⎞∂∂= + −⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠
 (29)

Объединяя, таким образом, формулы (24) – (29) в таблицу, получаем (см. 
табл. 2): 

Таблица 2. Тензор деформаций

1 1
2

r
r r

u u uu u
r r r

θ θ
θ θ

∂ ∂⎛ ⎞= = + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂θ ∂
1 1
2 sin

r
r r

u uuu u
r r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎛ ⎞∂∂= = + −⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠

1 1 1
2 sin

u u ctguu u
r r r

ϕ ϕθ
θϕ ϕθ

⎛ ⎞∂ θ∂= = + −⎜ ⎟θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠

r
rr

uu
r

∂=
∂

1 ru uu
r r

θ
θθ

∂= +
∂θ

1
sin

ru ctguu u
r r r

ϕ
ϕϕ θ

∂ θ= ⋅ + + ⋅
⋅ θ ∂ϕ

Тензор напряжений
Остановимся ещё на одном физическом примере из теории упругости и вы-

числим компоненты тензора напряжений σik = σki в сферической системе коор-
динат. По определению, приведённому, например, в [2], имеем для него:

 

12 ,
3ik ik ik ll ik llu u K u⎛ ⎞σ = μ − δ + δ⎜ ⎟⎝ ⎠

 (30)
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где μ − модуль сдвига, а K − коэффициент всестороннего сжатия. Все остальные 
обозначения известны. Замечательным в этой формуле является то, что согласно 
(23), мы сразу же можем приступить к вычислению всех шести отличных от нуля 

его компонент. Если ввести здесь более привычные обозначения 
( )2 1
Eμ =
+ σ

 и
 

( ) ,
3 1 2

EK =
− σ

 где E –  модуль Юнга, а σ – коэффициент Пуассона, то из (30) 

легко получаем:

 ( )( ) ( ) ( )11 11 22 331 ,
1 1 2

E u u u⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

 ( )( ) ( ) ( )22 22 11 331 ,
1 1 2

E u u u⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

 ( )( ) ( ) ( )33 33 11 221 .
1 1 2

E u u u⎡ ⎤σ = − σ + σ +⎣ ⎦+ σ − σ

В сферических обозначениях с учётом таблицы 2 находим: 

 ( )( ) ( ) 1 1 21 ,
1 1 2 sin

r r
rr

u ctgE u u u u
r r r r r

ϕθ
θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ∂ ∂σ = − σ + σ + ⋅ + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ − σ ∂ ∂θ ⋅ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (31)

 ( )( ) ( )1 11 ,
1 1 2 sin

r r u ctgE u u u u
r r r r r

ϕθ
θθ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ∂ ∂σ = + − σ + σ + ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ − σ ∂θ ∂ ⋅ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (32)

 ( )( ) ( ) 1 11 .
1 1 2 sin

r ru ctgE u u uu
r r r r r

ϕ θ
ϕϕ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ ∂ ∂⎛ ⎞σ = + − σ ⋅ + ⋅ + σ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ σ − σ ⋅ θ ∂ϕ ∂ ∂θ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (33)

Аналогично для недиагональных элементов тензора напряжений получим: 

 12 21 12 23 32 23 13 31 132 , 2 , 2 .u u uσ = σ = μ σ = σ = μ σ = σ = μ

В сферических обозначениях тогда с учётом таблицы 2 будет: 

 

1 ,
2(1 )

1 1 ,
2(1 ) sin

1 .
2(1 ) sin

r
r r

r
r r

E u u u
r r r

u u ctgE u
r r r

u uE u
r r r

θ θ
θ θ

ϕ ϕθ
θϕ ϕθ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠+ σ ∂θ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ∂σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 (34)

Собирая (31) – (34) в общую таблицу, имеем (см. табл. 3): 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 1

26

Таблица 3. Тензор напряжений

1 ,
2(1 )

1 1 ,
2(1 ) sin

1 .
2(1 ) sin

r
r r

r
r r

E u u u
r r r

u u ctgE u
r r r

u uE u
r r r

θ θ
θ θ

ϕ ϕθ
θϕ ϕθ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠+ σ ∂θ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ∂σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ θ ∂ϕ ∂θ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂σ = σ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ σ θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

( )( ) ( ) 1 11 2
1 1 2 sin

r r
rr

u ctgE u u u u
r r r r r

ϕθ
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ θ∂ ∂σ = ⋅ − σ + σ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ σ − σ ∂ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )( )
1 1

1 1 2 sin
r r u ctgE u u u u
r r r r r

ϕθ
θθ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ θ− σ ∂ ∂σ = ⋅ + + σ + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ σ − σ ∂θ ∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠

На этом примере мы пока что остановимся и поговорим теперь об операторе 
Лапласа Δ, имеющем чрезвычайно важное значение для всего аппарата теорети-
ческой физики. 

Оператор Лапласа
Для его вычисления в любых криволинейных координатах можно восполь-

зоваться компактной и очень красивой формулой, приведённой в [1], а именно: 

 

1 ,ik
i k

g g
x xg
∂ ∂⎛ ⎞Δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

 (35а)

где g – определитель ковариантного метрического тензора. 
В классической же монографии [2] оператор Лапласа приводится в другом 

виде, а именно, 

 

1 .
i i

g
x xg
∂ ∂⎛ ⎞Δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

 (35б)

Попробуем теперь разобраться с этими двумя формулами (35а) и (35б) более 
подробно. Если исходить из выражения (35а), то при его применении для любой 
ортогональной системы координат из него получается стандартная формула, ко-
торую все записывают через коэффициенты Ламе hi, где индекс i = 1, 2, 3, то есть 
как:

 

2 3 1 3 2 1

1 2 3 1 1 1 1 2 3 2 2 2 1 2 3 3 3 3

1 1 1 ,h h h h h h
h h h x h x h h h x h x h h h x h x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (35в)
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Что касается выражения (35б), то оно даёт правильный ответ лишь в двух слу-
чаях, а именно, только для сферических и цилиндрических координат. Покажем 
это. 

Действительно, в случае сферических координат имеем для элемента метрики: 

 
2 2 2 2 2 2 2sin .dl dr r d r d= + θ + θ ϕ

Поэтому определитель метрического тензора g = r4sin2θ, и вводя по уже знако-
мому правилу частные дифференциалы 

 , , sin ,rdx dr dx rd dx r dθ ϕ= = θ = θ ϕ

перепишем (35б) в виде:

 ( )
2

2

1 .
2 i i i

g
g x x x

∂ ∂ ∂Δ = +
∂ ∂ ∂

 (35г)

После подстановки сюда частных дифференциалов и определителя находим:

 

( )
4 2 2

24 2

4 2 4 2 2 2 2

4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

1 sin
2 sin

1 sin 1 sin
2 sin 2 sin sin

2 1
sin

1 1sin .
sin sin

i i i

r
r x x x

r r
r r r r r r r r

ctg r
r r r r r r r r r

r r

∂ θ ∂ ∂Δ = + =
θ ∂ ∂ ∂

∂ θ ∂ ∂ θ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + =
θ ∂ ∂ θ ∂θ ∂θ ∂ ∂θ θ∂ϕ

θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + = +
∂ ∂ ∂θ ∂θ θ∂ϕ ∂ ∂

∂ ∂ ∂+ θ +
θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ

То есть, хорошо всем известное выражение: 

 

2 2
2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 .

sin
r

r r r r r
∂ ∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂θ θ ∂ϕ

 (36)

Аналогично можно показать, что в цилиндрической системе координат

 

2 2

2 2 2

1 1 .r
r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂ϕ ∂

 (37)

А вот теперь давайте рассмотрим другой, но тоже относительно простой при-
мер, когда имеется лишь ортогональное двухмерное многообразие, характеризу-
емое преобразованиями вида: 

 

2 2

,

.
2

x

y

= ξη⎧
⎪
⎨ ξ − η=⎪⎩

 (38)

Как легко видеть, эти преобразования действительно являются ортогональ-
ными, а его метрика даётся выражением: 
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 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 .dl dx dy d d= + = ξ + η ξ + ξ + η η  (39)

Из (38) и (39) элементарно следует, что размерность новых «координат» 
ξ, η есть ,L  где L – длина. 

Согласно (39) определитель ковариантного двухмерного метрического тензо-
ра, который даётся ортогональной матрицей

 

2 2

2 2

0
ˆ ,

0ikg
ξ + η⎛ ⎞

= ⎜ ⎟ξ + η⎝ ⎠
 (40)

будет равен:

 ( )22 2 .g = ξ + η  (41)

И значит, якобиан перехода есть:

 
2 2 .I g= = ξ + η  (42)

Поэтому, в соответствии с (35б) и с помощью простого алгоритма получения 
(36), казалось бы, что оператор Лапласа с учётом нашего правила замены част-
ных дифференциалов должен иметь вид: 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2

2 22 2 2 2

2 22 2 2 22 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2
22 2

1
2

1 1 1 1
2 2

1 1

2 2 1 1

1 .

i i i

g
g x x x

∂ ∂ ∂Δ = + =
∂ ∂ ∂

∂ ξ + η ∂ ξ + η∂ ∂= + +
ξ + η ∂ξ ∂ξ ξ + η ∂η ∂ηξ + η ξ + η

∂ ∂+ + =
ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η

ξ ∂ η ∂ ∂ ∂= + + + =
∂ξ ∂η ξ + η ∂ξ ξ + η ∂ηξ + η ξ + η

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂= ξ + η + ξ + η⎢ ⎥∂ξ ∂ξ ∂η ∂ηξ + η ⎣ ⎦

То есть 

 ( )
( ) ( )2 2 2 2

22 2

1 .
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂Δ = ξ + η + ξ + η⎢ ⎥∂ξ ∂ξ ∂η ∂ηξ + η ⎣ ⎦

 (43)

Однако надо сказать, что выражение (43) является неверным. Чтобы в этом 
убедиться, найдём оператор Δ при помощи прямого дифференцирования, или, 
как говорится, вычислением прямо «в лоб». Эта процедура совсем несложная, 
но требует внимания. Действительно, в двухмерном случае, как легко показать, 
будет иметь место следующая общая формула для оператора Лапласа Δ2: 
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2 22 22 2

2 2 22 2

2

2 ,

x y x y

x x y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ξ ∂ξ ∂ ∂η ∂η ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = + + + + Δ ξ + Δ η +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂η ∂ξ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂η⎝ ⎠

�

 (44)

где 
2 2

2 2 2
,

x y
∂ ∂Δ = +

∂ ∂
 а преобразования от декартовых координат x, y к новым 

координатам ξ, η имеют совершенно произвольный вид: 

 ( ) ( ), , , ,x x y y= ξ η = ξ η  (45)

но при котором имеет место и изоморфное (обратное) преобразование вида

 ( ) ( ), , , .x y x yξ = ξ η = η  (46)

В трёхмерном (и вообще в любом n-мерном) случае формула (44) легко обоб-
щается на любое изоморфное преобразование: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , , , , , , ,
, , , , , , , , ,

x x y y z z
x y z x y z x y z

= ξ η ϕ = ξ η ϕ = ξ η ϕ
ξ = ξ η = η ϕ = ϕ  (47)

которое позволяет, согласно алгоритму получения (44), представить оператор 
Лапласа в виде: 

 

2 22 2 2 22 2

3 2 2

22 2 2

3 3 32

2

x y z x y z

x y z

x x y y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ ∂η ∂η ∂η ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + Δ ξ + Δ η + Δ ϕ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ξ ∂η ∂ϕ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η+ + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

�

2 2

2

2

2 .

z x x y y z z

x x y y z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ξ ∂ϕ ∂ξ ∂ϕ ∂ξ ∂ϕ ∂+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ξ∂η ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂η ∂ϕ ∂+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ∂η⎝ ⎠

 (48)

Здесь 
2 2 2

3 2 2 2x y z
∂ ∂ ∂Δ = + + −

∂ ∂ ∂
 трёхмерный оператор Лапласа. Заметим, что для

 
любых ортогональных преобразований слагаемые, пропорциональные смешан-
ным производным по аргументам ξ, η, ξ, ϕ и η, ϕ, в (44) и в (48) исчезнут и, соот-
ветственно, получатся два совсем простых выражения 

 

2 22 22 2

2 2 22 2
.

x y x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ξ ∂ξ ∂ ∂η ∂η ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = + + + + Δ ξ + Δ η⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂η ∂ξ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
�  (49)
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2 22 2 2 22 2

3 2 2

22 2 2

3 3 32
.

x y z x y z

x y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ ∂η ∂η ∂η ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂ ∂ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + Δ ξ + Δ η + Δ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ξ ∂η ∂ϕ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

�

 (50)

Чтобы вычислить теперь правильный лапласиан, применим формулу (49) 
к нашим преобразованиям (38), для которых обратное преобразование будет 
иметь вид: 

 

2 2

2 2

,

.

x y y

x y y

ξ = + +

η = + −  (51)

В результате найдём, что 
2 2 2 2

1 ,
2 2

x
x yx y x y

∂ξ ∂ξ ξ= =
∂ ξ ∂+ +

 и поэтому 

 

( )
22 2 4 2 2 4

22 2 2 2 22 2
2

1 .
4

4
4

x
x y x y

⎛ ⎞∂ξ ∂ξ + ξ ξ η + ξ⎛ ⎞ + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ + ξ ξ + η⎝ ⎠ ξ + η⎛ ⎞ξ ⎜ ⎟⎝ ⎠

Аналогично 
22

2 2

1 .
x y

⎛ ⎞∂η ∂η⎛ ⎞ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ξ + η⎝ ⎠
 Можно также легко проверить, что обе

 
функции (51) являются гармоническими, то есть они обе удовлетворяют урав-
нениям: 

 2 2 0.Δ ξ = Δ η =

Таким образом, с учётом всех этих формул мы строго доказали, что для ор-
тогональных преобразований (38) оператор Лапласа должен иметь следующий 
правильный вид: 

 

2 2

2 2 2 2 2

1 ,
⎛ ⎞∂ ∂Δ = +⎜ ⎟ξ + η ∂ξ ∂η⎝ ⎠

�  (52)

который, заметим, получается и из общего также правильного выражения (35а)! 
Таким образом, мы убедились, что формула (35б) действительно «работает» 

только в случае сферических и цилиндрических координат. 
Рассмотрим теперь более сложный трёхмерный случай, и введём в рассмотре-

ние весьма удобные при решении ряда задач (см., к примеру, [6, с. 159] парабо-
лические координаты по формулам: 

 
cos , sin , .

2
x y z ξ − η= ξη ϕ = ξη ϕ =  (53)

Обратное преобразование от (53) будет иметь вид: 
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( ) ( )2 2 2 2 2 2, , .yx y z z x y z z tg

x
ξ = + + + η = + + − ϕ =  (54)

Как видно из (54), новые переменные ξ, η могут быть одновременно либо по-
ложительными, либо отрицательными. В решениях (54) они выбраны положи-
тельными. Элемент метрики согласно (54) тогда будет иметь вид: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2 2

2
2

2 22 2 2 2

1 cos sin
2

1 1sin cos
42

1 1 .
4 4 4 4

dl dx dy dz d d d

d d d d d

d d d d d d d d

⎛ ⎞
= + + = η ξ + ξ η ϕ − ξη ϕ ϕ +⎜ ⎟ξη⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ η ξ + ξ η ϕ + ξη ϕ ϕ + ξ − η =⎜ ⎟ξη⎝ ⎠

ξ + η ξ + η= η ξ + ξ η + ξη ϕ + ξ − η = ξ + η + ξη ϕ
ξη ξ η

 (55)

А, значит, частные дифференциалы есть: 

 

1 1, , .
2 2

dx d dx d dx dξ η ϕ
ξ + η ξ + η= ξ = η = ξη ϕ

ξ η
 (56)

Как видно из (55), определитель метрического тензора равен

 
( )2

,
4

g
ξ + η

=  (57)

а, потому, якобиан перехода равен

 
.

2
I g ξ + η= =  (58)

Эти формулы понадобятся нам позднее, когда будут вычисляться символы 
Кристоффеля. Согласно общей формуле (50) находим необходимые нам произ-
водные: 

 
, , 1, 1,yx z z

x x r y y r z r z r
∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η= = = = = + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

где 2 2 2 .r x y z= + +

Поэтому 
22 2 22 2

2 2

41 .yx z
x y z r r r

⎛ ⎞∂ξ ∂ξ ∂ξ ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ξ + η⎝ ⎠

Аналогично 
22 2 4 .

x y z
⎛ ⎞∂η ∂η ∂η η⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ξ + η⎝ ⎠  

Далее 
22 2 2 2 2

2 3 2 3 2 3

1 1 1, , .yx z
x r r y r r z r r

∂ ξ ∂ ξ ∂ ξ= − = − = −
∂ ∂ ∂
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А потому 3
3 1 2 4 .
r r r

Δ ξ = − = =
ξ + η

Аналогично получим 3
4 .Δ η =

ξ + η
Подставляя все найденные формулы в общую формулу (50), будем иметь в 

результате:

 

2 2 2

3 2 2 2

2

2

4 4 4 4 1

4 4 1 .

ξ ∂ η ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + + + + =
ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η ξη ∂ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ξ + η +
ξ + η ∂ξ ∂ξ ξ + η ∂η ∂η ξη ∂ϕ

�

 (59)

Как и следовало ожидать, этот оператор Лапласа совпадает с приведённым в 
[5, с. 159], а потому в нашем распоряжении имеются проверенные и правильные 
результаты (52) и (59), которые будем считать «эталоном» для дальнейших до-
казательств. 

Как видим из сравнения «эталонного» решения (52) с решением (43), полу-
ченному из формулы (35б), решение (43) является неверным, хотя, как мы об-
ращали уже внимание, в сферических и цилиндрических координатах формула 
(35б) приводит к правильному ответу! Подобное совпадение, как известно, на-
зывается исключением из правил. 

Вместо формулы (35б) приведём сейчас простую формулу, которая имеет пра-
вильный вид и приводит к корректным результатам в любой ортогональной си-
стеме координат. 

Для начала надо вспомнить, что вектор градиента, определяемый как 

 ,= ∇ψu  
является ковариантным вектором. 

Действительно, в компонентах имеем для него: 

 
.i i

u
x

∂ψ=
∂

 (60)

Это означает, что ковариантная производная для него должна быть записана 
в виде [1]: 

 
, .i s
i k s ikk

uu u
x

∂= − Γ
∂

 (61)

Поэтому свёртка по индексам i, k даёт:

 
, .i k
i i k iii

uu u
x

∂= − Γ
∂

 (62)

Подставив сюда (60), находим искомое выражение для правильного оператора 
Лапласа в любых ортогональных координатах:
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 ( )
2

2 .k
ii ki xx

∂ ∂Δ = − Γ
∂∂

 (63)

В качестве примеров, иллюстрирующих корректность формулы (63), снова 
разберём всё те же рассмотренные выше криволинейные системы координат. 

Сферические координаты
Для сферических координат с преобразованиями (10) используем уже гото-

вые результаты вычислений символа Кристоффеля (17), а именно: 

 
1 ,r

r rθθ θθΓ = Γ = −
 

1 ,r
r rϕϕ ϕϕΓ = Γ = −

 
.ctg

r
θ

θϕϕ ϕϕ
θΓ = Γ = −

Тогда из (63) имеем:

 

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

1 1
sin

sin
1 1

sin
1 1 2

sin
1 1 s

sin

k r
iiii ki

ii ii

r r

x r r r rx

r r

r r r r r
ctg

r r r r r r

r
r r r r

ϕθ

θ
ϕϕ ϕϕθθ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = − Γ = + + − Γ −
∂ ∂ ∂θ θ ∂ϕ ∂∂

∂ ∂− Γ − Γ =
∂θ θ∂ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − Γ + Γ − Γ =
∂ ∂θ θ ∂ϕ ∂ ∂θ

θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + =
∂ ∂θ θ ∂ϕ ∂ ∂θ

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ θ ∂θ

2

2 2 2

1in .
sinr

∂ ∂θ +
∂θ θ ∂ϕ

 (64)

Как видим, получилось правильное выражение для оператора Лапласа в сфе-
рических координатах обычного дивергентного вида. 

Двухмерные ортогональные координаты 
Для преобразований (38) с метрикой (39) частные дифференциалы есть:

 
1 2 2 2 2 2, .dx dx d dx dx dξ η= = ξ + η ξ = = ξ + η η  (65)

Поэтому нужные нам символы k
iiΓ  будут иметь вид: 

 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

3 2
2 2 2

2 2
2 2 2 2

3 2 2
2 2 2

2

3 3 32
2 2 2 2 2 22 2 2

1

1 1
4

1, ,

n n

n n

x x

x x

ξ
ξξ

η
ηη

∂ ∂Γ = =
∂ξ ∂ξξ + η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= ξη ξη + ξ − η ξ − η =⎜ ⎟∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ⎝ ⎠ξ + η
ξ ∂ ∂ η= Γ = =

∂η ∂ηξ + η ξ + η ξ + η
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

3 32
2 2 2 22 2

2

3 32
2 2 2 22 2

3 3
2 2 2 22 2

1 ,

1 ,

, .

n n

n n

x x

x x

η
ξξ

ξ
ηη

ξ ξ η η
ξη ξη ξη ξη

∂ ∂ ηΓ = = −
∂η ∂ξξ + η ξ + η
∂ ∂ ξΓ = = −
∂ξ ∂ηξ + η ξ + η

η ξΓ = Γ = Γ = Γ =
ξ + η ξ + η

 (66)

А потому, согласно (63) и (66) имеем:

 

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 .

k
ii ki xx

ξ ξ η η
ηη ηηξξ ξξ

∂ ∂ ∂ ∂Δ = − Γ = + −
∂ ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η∂

∂ ∂− Γ + Γ − Γ + Γ =
∂ξ ∂η
∂ ∂= +

ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η
 (67)

Сравнивая (67) с (52), убеждаемся в их полной эквивалентности. 

Параболические координаты
Для преобразований (54) и метрики (56) частные дифференциалы имеют вид: 

 

1 1, , .
2 2

dx d dx d dx dξ η ϕ
ξ + η ξ + η= ξ = η = ξη ϕ

ξ η
 (68)

а потому интересующие нас символы Кристоффеля будут равны: 

 

( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

2

2

cos cos sin sin

, 2

cos cos sin sin

,

kl

klkl

klkl

n n
kl k l

k l k l

n n
k l k l

k l k l

k l

x x
x x

x x x x
x x

x x x x

x x x x

x x

ξ

η
η

ϕ
ϕ

ξ
ξ ∂ ∂Γ = Γ = =

ξ + η ∂ξ ∂ ∂

η η∂ ∂= ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ +
ξ + η ∂ ∂ ξ + η ∂ ∂

ξ ∂ η ∂ ∂+ ξ − η Γ = Γ = =
ξ + η ∂ ∂ ξ + η ∂η ∂ ∂

ξ ξ∂ ∂= ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ +
ξ + η ∂ ∂ ξ + η ∂ ∂

η ∂+ ξ − η Γ = Γ =
ξ + η ∂ ∂

( )

2

2 2

2

1

1 1sin cos cos sin

1 .
2

n n
k l

k l k l

k l

x x
x x

x x x x

x x

∂ ∂ =
∂ϕ ∂ ∂ξη

∂ ∂= − ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ +
∂ ∂ ∂ ∂ξη ξη

∂+ ξ − η
∂ ∂ξη

 (69)
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Как отсюда видно, во всех трёх выражениях последнее слагаемое тождествен-
но обращается в нуль, так же как и компоненты символа Кристоффеля kl

ϕΓ  для 
любых k, l. Поэтому для двух верхних символов будем иметь: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

3 32 2
2 2

2

3 32
2 2

2 2

2 2

2

3 2
2

2 2

3 32
2 2

4 cos cos 4 sin sin

4 ,

cos cos sin sin

41 , cos cos

44
sin sin

ξξ

ϕϕ

ηη

ξ

ξ

ξ

ξη ∂ ξη ∂Γ = ϕ ξ ϕ + ϕ ξ ϕ =
∂ξ ∂ξξ + η ξ + η
ξη ∂ η= ξ = −

∂ξξ + η ξ + η ξ

η η∂ ∂Γ = ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ =
∂ϕ ∂ϕξη ξ + η ξη ξ + η

η η ∂= − Γ = ϕ ξη ϕ +
∂ηξ ξ + η ξ + η

η ξηη η ∂ ∂+ ϕ ξη ϕ =
∂η ∂ηξ + η ξ + η ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

32
2

2 2

3 32 2
2 2

2

3 32
2 2

2 2

2 2

3
2

,

4 cos cos 4 sin sin

4

cos cos sin sin

1 , .

ηη

ϕϕ

ξξ

η

η

η

ξ
η = −

ξ + η

η ξ η ξ∂ ∂Γ = ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ =
∂η ∂ηξ + η ξ + η

η ξ ∂ ξ= ξη = −
∂ηξ + η ξ + η η

ξ ξ∂ ∂Γ = ϕ ξη ϕ + ϕ ξη ϕ =
∂ϕ ∂ϕξη ξ + η ξη ξ + η

η
= − Γ = −

η ξ + η ξ + η
 (70)

Подставляя (70) в общее выражение (63) с учётом частных дифференциалов 
(68), найдём: 

 

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

4 4 1

2 2

4 4 1

k
ii ki xx

ξ ξ ξ η η η
ηη ϕϕ ηη ϕϕξξ ξξ

∂ ∂ ξ ∂ η ∂ ∂Δ = − Γ = + + −
∂ ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η ξη ∂ϕ∂

ξ ∂ η ∂− Γ + Γ + Γ − Γ + Γ + Γ =
ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η

ξ ∂ η ∂ ∂= + + −
ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η ξη ∂ϕ
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3
2 2

3 3
2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

12

12

4 4 1 4 4

4 4 1 .

⎛ ⎞
ξξ η ∂⎜ ⎟− − − − −

⎜ ⎟ξ + η ∂ξξ ξ + ηξ + η ξ ξ + η⎝ ⎠
⎛ ⎞

ξη ξ ∂⎜ ⎟− − − − =
⎜ ⎟ξ + η ∂ηη ξ + ηξ + η ξ + η η⎝ ⎠

ξ ∂ η ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + =
ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η ξη ∂ϕ ξ + η ∂ξ ξ + η ∂η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ξ + η +
ξ + η ∂ξ ∂ξ ξ + η ∂ξ ∂η ξη ∂ϕ

 (71)

Как видим, полученный ответ, так же, как и предыдущие, для оператора 
Лапласа полностью совпадает с приведённым выше «эталонным» выражением 
(59). Для цилиндрических координат все получается также. 

Таким образом, абсолютно понятно, что общая формула (63) позволяет нам 
находить правильные выражения для оператора Лапласа в любой ортогональ-
ной криволинейной системе координат. 

Как мы это доказали на конкретных примерах, продемонстрированный 
выше способ показывает полную корректность предложенного подхода. 
Действительно, с его помощью можно находить правильные по размерности 
любые ковариантные производные и геометрические характеристики в про-
извольной криволинейной системе координат (символы Кристоффеля, тензор 
Римана, тензор Риччи, скорость, ускорение, направляющие косинусы и др.). 

Подчеркнём, что вычисления по формуле 1 ,
2

sk sl kli is
kl l k s

g g gg
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞Γ = + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂
 приво-

димой в каждом учебнике по тензорному исчислению, сразу же заводят в тупик, 
поскольку все они тождественно обращаются в нуль благодаря отмеченному 
выше факту, что метрический тензор в ортогональной системе координат пред-
ставляет собой просто символ Кронекера, поскольку метрика всегда может быть 
представлена в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 2 3 4 ...dl x x x x= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +  (72)

Заметим, что во всех вычислениях, которые были приведены выше, нигде не 
использовалось такое понятие, как коэффициенты Ламе, о которых также под-
робно написано в учебниках по тензорному исчислению. По большому счету, 
эти коэффициенты, вообще говоря, и не нужны вовсе, поскольку приводят толь-
ко к путанице в размерностях. 

В качестве ещё одного показательно примера вычислим компоненты тензора 
Римана для двухмерной ортогональной системы координат, выбрав в качестве 
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контравариантных преобразования (38) с метрикой (39) и с частными диффе-
ренциалами (65):

 
1 2 2 2 2 2, .dx dx d dx dx dξ η= = ξ + η ξ = = ξ + η η

Согласно общему определению для тензора Римана [1; 4], имеем для него 

 
.

i i
km kli i n i n

nmklm nl km kll m
R

x x
∂Γ ∂Γ= − + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

 (73)

Поскольку каждый индекс пробегает всего два значения, то всего компонент 
тензора Римана будет 24 = 16. По индексам l, m он антисимметричен, а потому 
для двух координат ξ, η будет .i i

k kR Rξη ηξ= −  Эти компоненты будут отличны от 
нуля, а все остальные, а именно , , , , , , , ,R R R R R R R Rξ ξ ξ ξη η η η

ηηη ηηηξξξ ξξξ ηξξ ξηη ηξξ ξηη  будут 
равны нулю. 

В самом деле, для них имеем:

 

0, 0, 0,
0, 0, 0.

n n n n n n
n n n nn n

n n
n n

R R R
R R R R R

ξ ξ ξ ξ ξ ξη η η
ηηη η ηη η ηη ηηη η ηη η ηηξξξ ξ ξξ ξ ξξ

ξ ξ ξ ξη η η
η ηξξξ ηξξ ξηη ξηη ηξξ ξη ξη

= Γ Γ − Γ Γ = = Γ Γ − Γ Γ = = Γ Γ − Γ Γ =
= = = = = Γ Γ − Γ Γ =

Для отличных же от нуля, то есть для 

 , , ,R R R R R R R Rξ ξ ξ ξ η η η η
ξξη ξηξ ηξη ηηξ ξξη ξηξ ηξη ηηξ= − = − = − = −

получаем:

 

,

,

,

R R
x x

R R
x x

R R
x x

R R

ξ ξ
ξη ξξξ ξ ξ ξη η

ηηξξη ξηξ ηξ ξη ξξξ η

ξξ
ηξηηξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξη η

ηη ηη ηηηξη ηηξ ξξ ξη ηξ ηξ ηξξ η

η η
ξη ξξ ξ ξη η η η η η η η

ηηξξη ξηξ ξξ ξη ξη ξξ ηξ ξη ξξξ η

ηηη η
ηξη ηηξ

∂Γ ∂Γ
= − = − + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
∂Γ∂Γ= − = − + Γ Γ − Γ Γ + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
∂Γ ∂Γ

= − = − + Γ Γ − Γ Γ + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

∂Γ= − = .
x x

ηη
ηξ ξ ξη η

ηηξξ ξη ηξξ η

∂Γ
− + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
Отсюда, согласно проведённым выше вычислениям (66) имеем: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 32 2 2 2
2 2 2 22 2

3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 1

0,

R R
x x

R R
x x

ξ ξ
ξη ξξξ ξ ξ ξη η

ηηξξη ξηξ ηξ ξη ξξξ η

ξξ
ηξηηξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξη η

ηη ηη ηηηξη ηηξ ξξ ξη ηξ ηξ ηξξ η

∂Γ ∂Γ
= − = − + Γ Γ − Γ Γ =

∂ ∂
∂ η ∂ ξ= − +
∂ξ ∂ηξ + η ξ + ηξ + η ξ + η

η ξ η ξ+ ⋅ − ⋅ =
ξ + η ξ + η ξ + η ξ + η

∂Γ∂Γ= − = − + Γ Γ − Γ Γ + Γ Γ − Γ Γ =
∂ ∂



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 1

38

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

3 3 32 2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2

3 3 3 22 22 2 2 2 2 22 2 2

2 2
2

1 1

1 ,

1

R R
x x

η η
ξη ξξ ξ ξη η η η η η η η

ηηξξη ξηξ ξξ ξη ξη ξξ ηξ ξη ξξξ η

⎛ ⎞
∂ ξ ∂ η ξ⎜ ⎟= − − − −

⎜ ⎟∂ξ ∂ηξ + η ξ + ηξ + η ξ + η ξ + η⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
η η ξ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + = −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ξ + ηξ + η ξ + η ξ + η⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂Γ ∂Γ

= − = − + Γ Γ − Γ Γ + Γ Γ − Γ Γ =
∂ ∂

∂ ξ=
∂ξξ + η ξ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

3 3 32 2
2 2 2 2 22 2 2

2 2 2

3 3 3 22 22 2 2 2 2 22 2 2

3 32 2 2 2
2 2 2 22 2

3
2 2 2

1

1 ,

1 1

R R
x x

ηη
ηξηη ξ ξη η η η

ηηηξη ηηξ ξξ ξη ηξξ η

⎛ ⎞
∂ η η⎜ ⎟+ −

⎜ ⎟∂ηξ + η+ η ξ + η ξ + η⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ξ ξ η⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ξ + ηξ + η ξ + η ξ + η⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂Γ∂Γ= − = − + Γ Γ − Γ Γ =

∂ ∂
∂ η ∂ ξ= − +
∂ξ ∂ηξ + η ξ + ηξ + η ξ + η

η ξ+
ξ + η ( ) ( ) ( )

3 3 3
2 2 2 2 2 22 2 2

0.η ξ− =
ξ + η ξ + η ξ + η

Итак, мы нашли, что отличны от нуля лишь четыре компоненты тензора 
Римана, а именно:

 

( )

( )

22 2

22 2

1 ,

1 .

R R

R R

ξ ξ
ηξη ηηξ

η η
ξξη ξηξ

= − = −
ξ + η

= − =
ξ + η

 (74)

Зная отличные от нуля компоненты, легко получить теперь скалярную кри-
визну в рассматриваемом двухмерном случае, как свёртку тензора Римана: 

 ( )22 2

2 .i i i
ikki iR R R R R R R Rξ ξ η η

ηηηηηξξ ξξξ ηηξ ξξη= = + = + + + =
ξ + η

 (75)

Тензор Риччи, согласно определению, есть тензор второго ранга, определяе-
мый как ,s

ik is ppkR g R=  а потому он будет представлять собой матрицу 2 × 2, то 
есть:
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( )

( )

22 2

22 2

1 0
ˆ .

10
ikR

⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ + η⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

ξ + η⎝ ⎠

 (76)

Аналогично можно вычислить кривизну и в любой другой системе координат, 
однако, это будут уже значительно более громоздкие вычисления. Заметим, что 
описанный выше подход был применён и в статьях [7–9]. 

Не ортогональная криволинейная система координат
В качестве заключительной части этого сообщения рассмотрим теперь не ор-

тогональную криволинейную СК, и продемонстрируем «работу» нашего метода 
на примере преобразований вида: 

 

2 2

uv,
u v .

2

x

y

=
+=  (77)

После абсолютно понятных простых вычислений можно прийти к следующе-
му выражению для элемента метрики: 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2u v u 4uv u v u v v .dl d d d d= + + + +  (78)

В соответствии с намеченным выше алгоритмом вычислений полагаем, что

 

1 2 2

2 2 2

u v u,

u v v .

dx d

dx d

= +

= +  (79)

Поэтому из (78) следует, что 

 
( ) ( )2 22 1 1 2 2

2 2

4uv .
u v

dl dx dx dx dx= + +
+

 (80)

Из (80) видно, что метрический тензор, как и должно быть, автоматически 
оказывается безразмерным, и имеет вид: 

 

2 2

2 2

2uv1
u v .

2uv 1
u v

ikg

⎛ ⎞
⎜ ⎟+= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠+

 (81)

Его безразмерный определитель есть:

 

22 2

2 2

u v ,
u v

g −⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠+
 (82)

где u ≠ v. 
Поэтому контравариантный метрический тензор 1ˆ ˆik

ikg g −=  будет таким: 
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22 2 2 2

2 2

2 2

2uv1u v u v .
2uvu v 1

u v

ikg

⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎛ ⎞ += ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎜ ⎟−⎝ ⎠+

 (83)

Элементарное вычисление символов Кристоффеля первого рода в соответ-
ствии с изложенным выше алгоритмом с использованием формулы (8) приводит 
нас к следующим выражениям: 

 

2

vvv vuv vvu vuu3 2 1 2 3 3

2

uvv uuv uvu uuu3 1 1 2 3 3

v u v, , ,

u v u, , ,

n n

n n

x x
q x x x q q

x x
q x x x q q

∂ ∂Γ = Γ = Γ = = Γ =
∂ ∂ ∂
∂ ∂Γ = Γ = Γ = = Γ =
∂ ∂

 (84)

где 2 2u v .q = +  
Следовательно, контравариантные компоненты символа Кристоффеля второ-

го рода определяются, как:

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

v vv vu vv vu
vv vvv uvv 3

22 2 2

32 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

u uv uu uv uu
vv vvv uvv 3

22 2 2

32 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

v vv vu
uu vuu uu

1v u

u v 1 2u v vv ,
u v u v u v u vu v

1v u

u v 1 2uv uu ,
u v u v u v u vu v

g g g g
q

g g g g
q

g g

Γ = Γ + Γ = + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + − ++

Γ = Γ + Γ = + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + − ++

Γ = Γ + Γ ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

vv vu
u 3

22 2 2

32 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

u uv uu uv uu
uu vuu uuu 3 2 2 2 2

v vv vu vv vu
vu vvu uvu 3

22 2 2

3 2 2 2 2 2
2 2 2

1v u

u v 1 2u v vv ,
u v u v u v u vu v

1 uv u ,
u v u v

1u g v

1 u v 2 v u uu
u v u v uu v

g g
q

g g g g
q

g g g
q

= + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + − ++

Γ = Γ + Γ = + =
− +

Γ = Γ + Γ = + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + −+ ( )

( )

2 2 2

u uv uu uv uu
vu vvu uvu 3

,
v u v

1u g vg g g
q

+

Γ = Γ + Γ = + =
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 ( )
22 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 2

1 u v 2 vu vv .
u v u v u v u vq

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + − +
 (85)

В соответствии с формулой (63), тривиальное обобщение которой на произ-
вольную криволинейную СК имеет вид:

 

2

,pik
iki k p

g
x x x
∂ ∂⎛ ⎞Δ = − Γ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂

�  (86)

позволяет нам привести следующую цепочку вычислений: 

 ( ) ( )

2

2

2 2 2
uu uv vv

uu uv vv2 21 21 2
2 .

pik
iki k p

p p p
p p p

g
x x x

g g g
x x x x xx x

∂ ∂⎛ ⎞Δ = − Γ =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − Γ + − Γ + − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

 (87)

Подставляя сюда найденные выражения для символов Кристоффеля из (85) и 
недиагональные компоненты метрического тензора из (83), получаем: 

 ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 22 22 2 2 2

u v 4uv ,
u v u vu v u v

D+ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂− −
�

где 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

uu uv vv
uu uv vv

22 2
uu u uv u vv u uu v uv v vv v

uu uv vv uu uv vv1 2 2 2

22 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 u v2 2
u v

u 4uv v u 1 u v
u v u u vu v u v u v u v u v u v

v 4u
u v u v

p p p
p

D g g g
x

g g g g g g
x x q

q

∂= Γ + Γ + Γ =
∂

∂ ∂ +⎛ ⎞= Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ = ×⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ −

⎛ ⎞ ∂ +⎛ ⎞× + + + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠+ ∂ −− + − + − +⎝ ⎠

× − −
− + ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 32 2 2 2

v u v
u v vu v u v u v u v

2u u 3v 2 v v 3u
.

u vu v u v

⎛ ⎞ ∂− =⎜ ⎟+ ∂− + − +⎝ ⎠

+ +∂ ∂= −
∂ ∂− −

В итоге получаем: 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 22 22 2 2 2

2 2 2 2

3 32 2 2 2

u v 4uv
u v u vu v u v

2u u 3v 2 v v 3u
.

u vu v u v

+ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂− −
+ +∂ ∂− +

∂ ∂− −

�

 (88)

Чтобы убедиться в корректности формулы (88), воспользуемся теперь эталон-
ным выражением (49), которое в наших переменных можно записать как:

 

2 22 22 2

2 2 22 2

2

u u v v u v
u v u v

u v u v2 .
u v

x y x y

x x y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = + + + + Δ + Δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

�

 (89)

Из (77) обратное преобразование имеет вид 

 

( )
( )

u v 2 ,

u v 2 .

x y

y x

⎧ + = +⎪
⎨

− = −⎪⎩  (90)

Откуда:

 

u ,
2

v .
2

x y y x

x y y x

⎧ + + −
=⎪

⎪
⎨

+ − −⎪ =⎪⎩
 (91)

Поэтому: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

3 3
2 2

3 3 3 3
2 2 2 2

1 1u
2 2

1 1

4 2 4 2
1 1 1 1 .

4 2 4 2 2 2 2 2

x y y x x y y x
x y

x y y x

x y y x x y y x

∂ ∂Δ = + + − + + + − =
∂ ∂

= − − −
+ −

− − = − −
+ − + −

Аналогично:
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

3 3
2 2

3 3 3 3
2 2 2 2

1 1v
2 2

1 1

4 2 4 2
1 1 1 1 .

4 2 4 2 2 2 2 2

x y y x x y y x
x y

x y y x

x y y x x y y x

∂ ∂Δ = + − − + + − − =
∂ ∂

= − + −
+ −

− + = − +
+ − + −

Согласно (90):

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

2 2

2 3 3 32 2

2 2

2 3 3 32 2

2u u 3v1 1u ,
u v u v u v

2 v v 3u1 1v .
u v u v u v

+
Δ = − − = −

+ − −
+

Δ = − + =
+ − −

 (91)

 

( ) ( ) ( )

( )

2 222

2 2

2 2 22 2

22 2 2

22 2

u u 1 1 1 1 1
8

1 1 1 1 1 1 u v ,
4 2 u v u v u v

v v u v ,
u v

u v u v 1 1 1 1 1
8

x y x y y x x y y x

x y y x

x y

x x y y x y y x x y y x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎢ ⎥+ = − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞ += + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ + − −⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ +⎛ ⎞ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠ −

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂+ = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ + − + −⎝ ⎠

( )22 2

1 1 1 1 1
8

1 1 1 2uv .
4 u v

x y y x x y y x

x y y x

⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ −

Согласно (89) имеем: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 22 22 2 2 2

2 2 2 2

3 32 2 2 2

u v 4uv
u v u vu v u v

2u u 3v 2 v v 3u
.

u vu v u v

+ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + − −⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂− −
+ +∂ ∂− +

∂ ∂− −

�

 (92)
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Сравнивая (92) и (88), убеждаемся в их полной эквивалентности. Таким об-
разом, наше утверждение, сформулированное несколько выше, может считаться 
доказанным.

Стоит ещё раз подчеркнуть, что предлагаемый подход вычисления является, 
на наш взгляд, значительно более рациональным, чем использование коэффици-
ентов Ламе, поскольку автоматически приводит в результате к физически пра-
вильным размерностям, что является чрезвычайно важным именно при реше-
нии различных физических задач. 

Заключение
В заключение стоит отметить несколько основных моментов, дающих крат-

кую характеристику описанного выше подхода.
1. Предложен простой формализм, позволяющий правильно вычислять лю-

бые тензорные физические характеристики, в частности, из гидродинамики и 
теории упругости, в криволинейном пространстве с заведомо правильной фи-
зической размерностью. 

2. Доказано, что коэффициенты Ламе, часто используемые в теории упруго-
сти и гидродинамике, не имеют никакого значения и приводят только к путани-
це в размерностях. Продемонстрированный выше подход не связан с подобного 
рода проблемой. 

3. Приведено правильное выражение для оператора Лапласа (63), справедли-
вое в любой ортогональной криволинейной системе координат, и его обобщение 
(86) для произвольной СК. 

4. Рассмотрены физические и геометрические примеры, иллюстрирующие 
корректность описанного выше подхода. 

Статья поступила в редакцию 24.12.2018 г.
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ÝËÅÊÒÐÎÍÍÀß ÏËÀÇÌÀ È ÈÍÒÅÐÔÅÐÅÍÖÈß ÈÇËÓ×ÅÍÈß
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Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская 

Федерация

Аннотация. Исследовано влияние кинетических и квантовых свойств вырожденной элек-
тронной плазмы металла на интерференцию излучения от металлической и диэлектриче-
ской плёнок. Изучены энергетические коэффициенты отражения и прохождения лучей в 
результате интерференции, а также разности фаз интерферирующих лучей в зависимо-
сти от частоты излучения для случаев P- и S-волн. Установлено отличие результатов для 
квантовой электронной плазмы от результатов для классической электронной плазмы и 
для классического электронного газа в случаях частот порядка и много меньше плазмен-
ной частоты.

Ключевые слова: металлическая плёнка, интерференция, оптические коэффициенты, 
электронная плазма.

ELECTRON PLASMA AND INTERFERENCE OF RADIATION FROM METALLIC 
AND DIELECTRIC FILMS

N. Zverev, A. Yushkanov 
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. An influence of kinetic and quantum properties of degenerate electron plasma on 
the interference of radiation from metallic and dielectric films is investigated. The reflection 
and transmission power coefficients as well as the phase differences of interfering beams as 
functions of the radiation frequency are studied in the cases of P- and S-waves. A difference of 
the results for the quantum electron plasma from the results for the classical electron plasma 
and for the classical electron gas is determined in cases of frequencies which are an order and 
much less than the plasma frequency.

Keywords: metallic film, interference, optical coefficients, electron plasma.

Введение
В последнее время огромное внимание уделяется исследованиям взаимодей-

ствия электромагнитного излучения с проводниками малых размеров от нано-
метра до микрометра и с композитными материалами, содержащими такие 

© CC BY Зверев Н. В., Юшканов А. А., 2019.
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проводники [1–6]1. Это внимание обусловлено не только теоретическим интере-
сом, но также вызвано бурным развитием нанотехнологий и связанным с этим 
развитием созданием оптических устройств, имеющих узкие полосы пропуска-
ния, отражения или генерации излучения.

В этих исследованиях рассматриваются в основном амплитудные характери-
стики электромагнитного излучения. И зачастую не уделяется должного вни-
мания исследованиям фазовых характеристик отражённого или проходящего 
излучений. В то же время фаза электромагнитных волн играет большую роль 
в ряде оптических устройств, таких как интерферометры, фильтры или слои-
стые структуры, например, одномерные фотонные кристаллы (см. [2; 3]2). Кроме 
того, изучение фазы волн дополняет исследование амплитуды излучения при его 
взаимодействии с веществом, а также при возникновении и распространении 
излучения в различных средах. Поэтому исследование фазы электромагнитных 
волн при их взаимодействии с металлическими объектами представляет собой 
достаточно актуальную задачу.

Настоящая работа призвана восполнить пробел в непосредственном изучении 
фазовых характеристик электромагнитного излучения при его взаимодействии с 
металлами. В данной работе исследуется электромагнитное излучение, получен-
ное в результате интерференции отражённых и проходящих лучей от тонких па-
раллельных плёнок из металла и из прозрачного диэлектрика. Рассматриваются 
электромагнитные волны двух поляризаций: P- и S-волна. В работе изучается 
влияние кинетических и квантовых волновых свойств электронов проводимости 
металла на энергетические коэффициенты и разности фаз указанных интерфери-
рующих излучений. Для этого результаты в случае квантовой вырожденной элек-
тронной плазмы сравниваются с данными, полученными для классической вы-
рожденной плазмы, а также с результатами для классического электронного газа.

Модель, энергетические коэффициенты и разности фаз
Пусть плоские однородные и изотропные металлическая и диэлектрическая 

плёнки одинаковой малой толщины d расположены параллельно между двумя 

1 Также см. работы:
Завитаев Э. В., Русаков О. В., Юшканов А. А. Скин-эффект в тонкой цилиндрической прово-

локе из металла // Физика твёрдого тела. 2012. Т. 54. Вып. 6. С. 1041–1047;
Уткин А. И., Юшканов А. А. Влияние коэффициентов зеркальности на взаимодействие 

Н-волны с тонкой металлической плёнкой // Оптика и спектроскопия. 2014. Т. 117. № 4. 
С. 650–654;

Зверев Н. В., Юшканов А. А. Квантовая электронная плазма, металлическая плёнка и элек-
тромагнитное излучение // Вестник Московского государственного областного университета. 
Серия: Физика–Математика. 2016. № 3. С. 18–29;

Зверев Н. В., Юшканов А. А. Квантовая электронная плазма в одномерном металло-диэлек-
трическом фотонном кристалле // Оптика и спектроскопия. 2017. Т. 122. № 2. С. 222–227;

Расчёт высокочастотной электропроводности тонкого полупроводникового слоя в случае 
различных коэффициентов зеркальности его поверхностей / Кузнецова И. А., Романов Д. Н., 
Савенко О. В., Юшканов А. А. // Микроэлектроника. 2017. Т. 46. № 4. С. 275–283.

2 Также см.: Зверев Н. В., Юшканов А. А. Квантовая электронная плазма в одномерном металло-
диэлектрическом фотонном кристалле // Оптика и спектроскопия. 2017. Т. 122. № 2. С. 222–227.
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прозрачными однородными изотропными диэлектрическими средами с поло-
жительными диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε2 (рис. 1). 

Рис. 1. Схема распространения излучения через металлическую 
и диэлектрическую плёнки.

Считаем, что диэлектрическая плёнка сделана также из прозрачного диэлек-
трика с положительной диэлектрической проницаемостью ε3.

Пусть электромагнитное излучение с частотой ω падает со стороны среды с ε1 
на металлическую и диэлектрическую плёнки под углом θ (рис. 1). В результате 
отражения излучения от плёнок и прохождения через них излучения возникает 
интерференция волн. Тогда энергетические коэффициенты отражения и про-
хождения интерферирующих волн Ritf и Titf, а также разности фаз этих волн ΔϕR 
и ΔϕT имеют вид (метод вывода описан в [4; 5; 7]):

 

2 2 2
1 2 1 2

1

1 1 cos, Re ,
4 4 cositf itfR r r T t t

⎛ ⎞θ ε′= + = + ⎜ ⎟θ ε⎝ ⎠
 (1)

 1 2 1 2, .R r r T t tΔϕ = ϕ − ϕ Δϕ = ϕ − ϕ  (2)

Здесь r1 и t1 – коэффициенты для металлической плёнки:

 

(1) (2) (1) (2) (2) (1)

1 1(1) (2) (1) (2)
, ,U U U V U Vr t

V V V V
+ −= =
+ +

 (3)

а r2 и t2 – соответственно коэффициенты для диэлектрической плёнки:

 

(1) (2) (1) (2) (2) (1)

2 2(1) (2) (1) (2)
, .U U U V U Vr t

V V V V
+ −= =
+ +

� � � � � �
� � � �  (4)

Из комплексного представления коэффициентов rj и tj (j = 1, 2) определяются 
фазы ϕrj и ϕtj отражённых и проходящих излучений от металлической и диэлек-
трической плёнок:

 
i ie e| | , | | .r j t j

j j j jr r t tϕ ϕ= =  (5)
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В формулах (3) величины U(j) и V(j) (j = 1, 2) в случае P-волны (вектор E волны 
лежит в плоскости падения) равны:

 

( ) ( )
1 1( ) ( )

( ) ( )
2 2

cos cos, .
cos cos

j j
P Pj j
j j

P P

Z ZU V
Z Z

θ − ε θ + ε= =
θ′ + ε θ′ + ε

 (6)

А в случае S-волны (вектор H волны лежит в плоскости падения) эти величи-
ны выглядят следующим образом:

 

( ) ( )
1 1( ) ( )

( ) ( )
2 2

1 cos 1 cos, .
1 cos 1 cos

j j
S Sj j
j j

S S

Z ZU V
Z Z

+ ε θ − ε θ= =
− ε θ − ε θ′ ′

 (7)

В формулах (4) величины ( )jU�  и ( )jV�  определяются через U(j) и V(j) как для 
P-волны, так и для S-волны:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ], [ ].j j j j j j j jU U Z Z V V Z Z= = = =� �� �  (8)

В формулах (6) и (7) угол θ′ – это угол преломления в среду с ε2 (рис. 1), опре-
деляемый по закону преломления:

 1 2sin sin .ε θ = ε θ′  (9)

А ( )j
PZ  и ( )j

SZ  (j = 1, 2) – поверхностные импедансы металлической плёнки, 
найденные в предположении зеркального отражения электронов проводимости 
металла от границ плёнки [8] (см. также [9]):

 

i 2 2
( )

2 2 2 2

2 1 ( / ) ,
( , ) ( , ) ( )
xj

P
n l n tr n nn

c k n dZ
d k k k ck

ω π⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠ω ε ω ω ε ω −∑  (10)

 

i( )
2 2

2 1 .
( , ) ( )

j
S

tr n nn

c
Z

d k ck
ω

= −
ω ε ω −∑

 
 (11)

В формулах (8) поверхностные импедансы диэлектрической плёнки для 
P-волны и S-волны равны:

 
( ) ( )

3, , [ ].j j
l trP S P SZ Z= ε = ε = ε�  (12)

В формулах (10) и (11) обозначено:

 
( )2 2

1/ , sin .n x xk n d k k
c
ω= π + = ε θ  (13)

Здесь c – скорость света. Суммирование в (10) и (11) выполняется при j = 1 по 
всем нечётным n = ±1, ±3, ±5, ... и при j = 2 по всем чётным n = 0, ±2, ±4, ... .

В формулах (10) и (11) εl(ω,k) и εtr(ω,k) – продольная и поперечная диэлек-
трические проницаемости электронной плазмы. Эти проницаемости зависят 
не только от частоты ω, но и от волнового числа k, то есть также имеет место 
пространственная дисперсия диэлектрических проницаемостей электронной 
плазмы.
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Следует отметить, что коэффициенты (1) и разности фаз (2) с учётом (5) свя-
заны между собой соотношениями:

 

( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 cos ,
4
1 2 cos ,
4

itf R

itf T

R R R R R

T T T TT

= + + Δϕ

= + + Δϕ  (14)

где R1 и R2 – энергетические коэффициенты отражения от металлической и от 
диэлектрической плёнки соответственно, а T1 и T2 – энергетические коэффици-
енты прохождения через металлическую и диэлектрическую плёнки [4; 5]:

 

22 2

1

cos| | , | | Re ( 1, 2).
cosj j j jR r T t j

⎛ ⎞θ ε′= = =⎜ ⎟θ ε⎝ ⎠
 (15)

Формулы (14) позволяют экспериментально определить косинусы разностей 
фаз отражённых и проходящих излучений cosΔϕR и cosΔϕT по измеренным зна-
чениям Rj, Tj, Ritf и Titf (j = 1, 2).

Диэлектрические проницаемости электронной плазмы
Диэлектрические проницаемости в случае квантовой вырожденной электрон-

ной плазмы при температуре T = 0 К, вычисленные в работах [10; 11] в рамках 
подхода Мермина, имеют следующий вид:

 

i i

i i
( ) 3 ( ) ( , ) (0, )( , ) 1 ,

4 (0, ) ( , )
qu F Q F Q

Q F Q F Q
Ω + γ Ω + γε ω = +
Ω + γ Ω + γ

 (16)

 

i i

i
( )

2

1 ( , ) (0, )( , ) 1 1 .qu
tr

G Q G Qk ⎛ ⎞Ω Ω + γ + γε ω = − +⎜ ⎟Ω Ω + γ⎝ ⎠
 (17)

Здесь обозначено:

 
i i

i 1 1( , ) ( , )( , ) 2,B Q B QF Q
r

+ −Ω + γ − Ω + γΩ + γ = +  (18)

 

[ ]i i
i

i

2 2

2
2 2

3 ( , ) ( , )
( , )

16
9 3 5 ,
8 32 8

B Q B Q
G Q

r

Q r
Q

+ −Ω + γ − Ω + γ
Ω + γ = +

Ω + γ⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟⎝ ⎠  (19)

 

i
i i

i
2 2

2 1

1( , ) ( ) ln ,QB Q Q
Q Q

α
α α+

Ω + γ −Ω + γ = Ω + γ −⎡ ⎤⎣ ⎦ Ω + γ +
 (20)

где α = 1, 2. 
В формулах (16) – (20) введены безразмерные величины:
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p
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kQ

r Q r
m ±

ω υΩ = = γ =
ω ω ω τ

ω
= Ω = Ω ±

υ
�

 (21)

где ωp – плазменная частота электронной плазмы, υF – скорость Ферми электро-
нов плазмы, τ – время релаксации электронов из-за столкновений в плазме, � – 
постоянная Планка, me – эффективная масса электронов проводимости.

Результаты для проницаемостей (16) и (17) квантовой электронной плазмы 
будем сравнивать с результатами для проницаемостей классической вырожден-
ной электронной плазмы при T = 0 К [12]:

 

i i

i
i i

i

( )
2

1 ln
3 2( , ) 1 ,

1 ln
2

cl
l

Q
Q Qk QQ
Q Q

Ω + γ Ω + γ −+
Ω + γ +ε ω = +

γ Ω + γ −+
Ω + γ +

 (22)

 

i
i( )

12

3 2( )( , ) 1 ( , ) ,
4

cl
tr k B Q

Q
Ω + γ⎛ ⎞ε ω = − + Ω + γ⎜ ⎟⎝ ⎠Ω

 (23)

а также с результатами для проницаемостей классического электронного газа в 
подходе Друде – Лоренца [8; 12]:

 i
( ) ( ) 1( ) ( ) 1 .

( )
DL DL

trlε ω = ε ω = −
Ω Ω + γ

 (24)

Проницаемости (22) и (23) отражают кинетические свойства электронов вы-
рожденной плазмы. А проницаемости (16) и (17) отражают и кинетические, и 
квантовые волновые свойства электронов плазмы. Проницаемости (16) и (17) в 
классическом пределе r → 0 переходят в проницаемости (22) и (23), а в длинно-
волновом пределе k → 0 как квантовые проницаемости (16) и (17), так и класси-
ческие проницаемости (22) и (23) переходят в проницаемости (24).

Результаты исследования
При численном исследовании в качестве металла мы рассматриваем калий, для 

которого согласно [8] нами взяты значения ωp = 6,61 ⋅ 1015 с–1, υF = 8,5 ⋅ 105 м/с, 
τ = 1,5 ⋅ 10–13 с, me = 9 ⋅ 10–31 кг. В качестве окружающих диэлектриков нами вы-
браны либо воздух и кварц с ε1 = 1 и ε2 = 2, соответственно, либо наоборот, кварц 
и воздух с ε1 = 2 и ε2 = 1. Наконец, в качестве диэлектрика прозрачной плёнки мы 
рассматриваем гель с ε3 = 1,6.

Численные расчёты, выполненные по формулам (1) – (13) и (15) – (24), пока-
зывают отличие результатов для случаев квантовой и классической вырожден-
ной электронной плазмы и классического электронного газа (рис. 2; 3). Это от-
личие говорит о влиянии как кинетических, так и квантовых волновых свойств 
вырожденной электронной плазмы на интерференцию отражённых и проходя-
щих P- и S-волн от металлической и от диэлектрической плёнок. Такое влияние 
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на энергетические коэффициенты интерферирующих излучений и на их разно-
сти фаз наблюдается при тех же частотах, что и в случае энергетических коэффи-
циентов R1 и T1 одной металлической плёнки без интерференции.

Рис. 2. Величины Ritf, cosΔϕR и R1 в зависимости от частоты ω, P-волна:
1 – квантовая электронная плазма, 2 – классическая электронная плазма,

3 – классический электронный газ. Значения θ = 75°, d = 1,28 нм, 
ε1 = 1 (воздух), ε2 = 2 (кварц), ε3 = 1,6 (гель).

Рис. 3. Величины Titf, cosΔϕT и T1 в зависимости от частоты ω, S-волна: 1 – квантовая 
электронная плазма, 2 – классическая электронная плазма, 3 – классический 

электронный газ. Значения θ = 30°, d = 128 нм, 
ε1 = 2 (кварц), ε2 = 1 (воздух), ε3 = 1,6 (гель).
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Для P-волн (рис. 2) отличие энергетических коэффициентов и разностей 
фаз квантовой электронной плазмы от этих величин классической электрон-
ной плазмы и классического электронного газа наблюдается главным образом 
вблизи резонансных частот в области  при малых толщинах плёнок 
d << c/ωp (толщина скин-слоя). Резонансные частоты наблюдаются для класси-
ческой и для квантовой электронной плазмы, в то время как для классического 
электронного газа такой частотой является лишь частота вблизи плазменной ча-
стоты ωp. Это отличие обусловлено влиянием продольных колебаний электрон-
ной плазмы внутри тонкой плёнки металла [8] (см. также [4]). 

Расстояние между резонансными частотами имеет порядок Δω ~ πυF/d. 
Однако квантовые волновые свойства электронной плазмы приводят к смеще-
нию и сглаживанию резонансных пиков энергетических коэффициентов и раз-
ностей фаз.

А в случае S-волн (рис. 3) энергетические коэффициенты и разности фаз для 
квантовой электронной плазмы отличаются от этих величин классической элек-
тронной плазмы и классического электронного газа при частотах ω ~ πυF / d. 
Такие частоты оказываются достаточно малыми по сравнению с плазменной ча-
стотой ωp, поскольку при этом толщина плёнок должна быть больше или поряд-
ка толщины скин-слоя, т.е.  При этих частотах наблюдается также отли-
чие указанных величин для классической электронной плазмы от величин для 
классического электронного газа. Такое отличие вызвано периодическим движе-
нием электронов между границами металлического слоя [13], частота которого 
равна как раз πυF/d. А большая толщина d плёнок обеспечивает достаточную 
видимость эффекта на фоне заметного поглощения излучения в металлической 
плёнке [1; 5].

Заключение
В данной работе численно изучено влияние кинетических и квантовых волно-

вых свойств электронной плазмы на интерференцию излучения от металличе-
ской и диэлектрической плёнок одинаковой толщины. Исследованы энергетиче-
ские коэффициенты и разности фаз интерферирующих лучей в зависимости от 
частоты излучения для случаев P- и S-волн.

В результате исследования показано отличие результатов для случаев кван-
товой электронной плазмы, классической электронной плазмы и классического 
электронного газа. Это отличие для интерферирующих лучей выполняется при 
тех же частотах, что и в случае излучений от одной металлической плёнки, когда 
интерференция отсутствует. Тем самым доказывается влияние как кинетиче-
ских, так и квантовых свойств электронной плазмы на интерференцию излуче-
ний от плёнок. В случае P-волн отличие величин наблюдается вблизи резонанс-
ных частот порядка плазменной частоты при толщинах плёнок много меньше 
толщины скин-слоя. А в случае S-волн вклад кинетических и квантовых свойств 
наблюдается вблизи частоты периодического движения электронов вырожден-
ной плазмы между поверхностями металлического слоя при толщинах плёнок 
больше или порядка толщины скин-слоя.
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Полученные результаты целесообразно учитывать при создании и использо-
вании оптических интерференционных устройств с тонкими металлическими и 
диэлектрическими плёнками.

Статья поступила в редакцию 10.12.2018 г.
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Аннотация. Целью данной работы являются разработка способа получения длинных агре-
гатов (более 1 см) многостенных углеродных нанотрубок (МУНТ), диспергированных в 
растворителе при помощи направленной агломерации электрической дугой в жидкой 
фазе, а также исследование процессов, сопровождающих формирование данных агрега-
тов. Был получен углеродный агломерат, ориентированный по полю и установлено, что в 
такой системе образуются слюдоподобные структуры с включениями аморфного углеро-
да и агломератов нанотрубок. Методом перколяции установлено условие сшивания МУНТ 
в агломерат при разных значениях напряжения, определено, что при малых концентраци-
ях вероятность сшивания частиц составляла не более 5%. Полученные результаты могут 
представлять практический интерес для предприятий энергетической промышленности 
при производстве современных типов электрооборудования.

Ключевые слова: многостенные углеродные нанотрубки; дуговой разряд, агломерат, 
фрактальный анализ.
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Abstract. We report the development of a method for producing long aggregates (more than 
1 cm) of multi-walled carbon nanotubes (MWCNTs) dispersed in a solvent by means of 
directed agglomeration with an electric arc in the liquid phase, as well as study the processes 
accompanying the formation of these aggregates. A field-oriented carbon agglomerate is 
obtained and it is found that mica with inclusions of amorphous carbon and agglomerates of 
nanotubes are formed in such a system. By percolation, the condition of MWCNT crosslinking 
into the agglomerate at different stress values is established; it is determined that at low 
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concentrations the probability of particle crosslinking is no more than 5%. The obtained results 
may be of practical interest for the enterprises of power industry in the production of modern 
types of electrical equipment.

Keywords: multi-walled carbon nanotubes, arc discharge, agglomerate, fractal analysis.

Введение
Углеродные нанотрубки с момента их открытия Сумио Ииджимой [1] в 1991 г. 

привлекают большое внимание исследователей благодаря их уникальным фи-
зическим и механическим свойствам. Для синтеза нанотрубок традиционно 
используют такие методы, как дуговой разряд в инертном газе [1; 2] или в ат-
мосфере водорода [3], лазерная абляция [4; 5], каталитический пиролиз углево-
дородов [6–8] на железе, никеле или кобальте. Как правило, процессы ориента-
ции молекул под действием внешних полей [9–11] в сложно структурированных 
структурах [12] кардинально влияют на физические свойства всей системы. 
Традиционный дуговой разряд требует сложной вакуумной системы и системы 
теплосъёма.

Дуговой разряд в жидких средах является сравнительно новым методом син-
теза нанотрубок [13–17]. Для этого используется источник постоянного тока и 
сосуд, наполненный жидким азотом, деионизированной водой или солевым во-
дным раствором. Этот метод не требует вакуумного оборудования, реакцион-
ных газов, высоких температур и системы теплообмена. Впервые многостенные 
углеродные нанотрубки (МУНТ) таким способом были получены в жидком азо-
те [13]. В работе [16] получены МУНТ в растворе NaCl. За счёт высокой прово-
димости солевого раствора удалось длительно поддерживать стабильную дугу 
при токе 50 А и напряжении 26 В.

Дуговой разряд в жидкой фазе используется также для химической модифи-
кации углеродных нанотрубок [18].

Целью данной работы являются разработка способа получения длинных 
агрегатов (более 1 см) МУНТ, диспергированных в растворителе при помощи 
направленной агломерации электрической дугой в жидкой фазе, а также иссле-
дование процессов, сопровождающих формирование данных агрегатов.

Такие материалы могут быть использованы при проектировании современ-
ных систем отображения информации [19; 20].

Экспериментальная часть
Для проведения экспериментов использована стеклянная ячейка специальной 

конструкции с впаянным конденсатором (рис. 1), подключенная к генератору 
высокого напряжения. В качестве обкладок использовали стальные электроды.

В качестве растворителя использована непроводящая жидкая органическая 
среда – негорючее силиконовое масло с высокой вязкостью. 

В работе использовали МУНТ Baytubes® C 150 P (Bayer) (рис. 2). Их предвари-
тельно диспергировали в растворителе с использованием ультразвука (рис. 3) на 
ультразвуковой ванне «Сапфир» с частотой 35 кГц. 
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Рис. 1 Схема установки.

Растворитель подбирали таким образом, чтобы он не смешивался с силико-
новым маслом.

Рис. 2. Электронно-микроскопические снимки образцов МУНТ 
(а, б, в, г: длина шкалы соответственно 300, 10, 3, 1 мкм).

Сшивание МУНТ проводили при помощи высоковольтного (15 кВ) дугового 
разряда.

Микроскопические снимки сделаны с использованием цифрового поляриза-
ционного микроскопа – Альтами Полар 3.

Электронно-микроскопические снимки получены с помощью электронной 
сканирующей микроскопии (прибор CamScan-S2).
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Рис. 3. Микроскопические снимки образцов МУНТ в растворителе после обработки 
ультразвуком (а, б, в, г, д.: длина шкалы соответственно 500, 200, 100, 20, 10 мкм).

Обсуждение результатов
Из представленных электронно-микроскопических снимков (рис. 2) видно, 

что исходные МУНТ представляют собой объёмные агломераты нанотрубок 
размером 300–600 мкм, состоящие из спутанных протяжённых волокнообраз-
ных наночастиц толщиной около 0,05 мкм.

При дроблении взвеси данных агломератов нанотрубок в ультразвуке эти 
клубки разбиваются на более мелкие агломераты. На рис. 3а–г видно, что МУНТ 
после обработки самопроизвольно образуют вытянутые легко разрушающие-
ся от механического воздействия агрегаты шириной около 10 мкм и длиной до 
100 мкм. Эти агрегаты в свою очередь образуются из более мелких агломериро-
ванных частиц размером менее 1 мкм. Их можно обнаружить: они видны в виде 
точек, из которых состоят удлинённые объекты (рис. 3г).

При попадании капли дисперсии с нанотрубками в электрическое поле после-
довательно происходят следующие процессы (см. рис. 4).

• Капля растягивается от одной пластины до другой (рис. 4.1–4.6).
• Наступает момент полного вытягивания, когда агломераты нанотрубок 

выстраиваются в проводящую цепочку от одной пластины до другой.
• Происходит пробой по образовавшейся нити из агломератов нанотрубок 

(рис. 4.6–4.8).
• За счёт протекания тока высокой силы происходит короткое замыкание, 

сопровождаемое:
− образованием дуги (рис. 4.6–4.11);
− яркой вспышкой и хрустящим звуком разряда (рис. 4.9);
− резким повышением температуры; 
− разложением окружающих дугу веществ (растворитель, нанотрубки, 

силикон) с выделением газов (продукты разложения, газообразный растворитель) 
и образованием слюдоподобных слоёв и обуглившихся включений;
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− разложением силикона (По-видимому, происходит с образованием 
различных полупродуктов и выделением диоксида кремния SiO2 и аморфного 
углерода. Можно предположить, что в таких условиях образуется целый ряд 
газообразных продуктов, таких как вода, водород, кислород, углекислый и 
угарный газы);

− микровзрывом вследствие мгновенного выделения газообразных 
продуктов, сопровождаемым образованием «гриба», содержащего газообразные 
вещества (рис. 4.8–4.11).

• Через образовавшуюся дугу начинает течь ток. Так как измеренное 
сопротивление дуги составляет около 700 Ом, течение тока сопровождается 
разогреванием и свечением дуги жёлтым цветом, а также продолжающимся 
разложением веществ с выделением газообразных продуктов (рис. 4.11).

Образовавшаяся дуга (рис. 4.12) является довольно хрупкой, при раздавлива-
нии издаёт характерный хруст подобно хрусту раздавливаемого битого стекла, 
что, по-видимому, указывает на её слюдоподобную структуру.

Рис. 4. Покадровая съёмка процесса формирования агломерата из нанотрубок.
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Цвет образовавшихся пластин – от жёлто-коричневого до тёмно-коричневого 
с чёрными вкраплениями. По-видимому, пластины представляют собой слюду с 
включениями аморфного углерода и агломератов нанотрубок (рис. 5).

Исходя из изложенного и анализа микрофотографий дуги (рис. 5), мож-
но предположить, что структура получаемой дуги представляет собой по-
крытые слоями слюды ветви из агломератов МУНТ. Прочность связи между 
агломератами нанотрубок представляет особый интерес для дальнейшего 
исследования.

Была проведена серия экспериментов по определению вероятности сши-
вания МУНТ при различной концентрации в капле. В камеру с электриче-
ским полем помещались капли при постоянной концентрации углеродных 
нанотрубок и фиксировалась вероятность сшивания. Число испытаний при 
каждой концентрации составляло 150 измерений при напряжении поля 5 кВ 
и 10 кВ. 

Рис. 5. Фотография и микрофотографии с разным 
увеличением полученного агломерата.

В первом приближении распределение МУНТ в пространстве можно описать 
решёточной моделью (рис. 6а). Пространство между электродами разбивалось 
на сектора размером, сравнимым с размерами МУНТ ~10 мкм. Заполнение с 
вероятностью иметь пустой узел решётки, равной P = 0,15, показано на рис. 5, 
при этом при повторении экспериментов всегда получались новые конфигура-
ции агломератов. Перколяционные агломераты [21], простирающиеся по всей 
решётке, начинают возникать при P≈0,59. 

Результаты протекания процесса показаны на рисунке 6б. При малых концен-
трациях вероятность PN сшивания частиц составляла не более 5%. При повы-
шении концентрации МУНТ вероятность сшивания растёт нелинейно и резко 
возрастает при P≈0,59.

Перколяционная кривая рассматриваемого процесса свидетельствует о фрак-
тальной природе вероятности сшивания МУНТ.
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Рис. 6. а) Квадратная решётка, частично заполненная МУНТ. б) Вероятность PN 
сшивания агломерата как функция вероятности P того, что узел не заполнен.

Выводы
В жидкой органической среде проведены исследования сшивания МУНТ при 

помощи высоковольтного (15 кВ) дугового разряда. Был получен углеродный 
агломерат, ориентированный по полю и исследована его структура методами 
электронной и оптической микроскопии. 

Исследована фрактальная природа вероятности сшивания МУНТ высоко-
вольтным дуговым разрядом от концентрации углеродных трубок, установлен 
перколяционный порог протекания процесса. 

Предполагается, что полученные результаты могут представлять практиче-
ский интерес для модификации нанотрубок, получения волокон, а также новых 
источников светового излучения.

Статья поступила в редакцию 10.01.2019 г.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ VISAR ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß 
ÔÐÎÍÒÀ ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÛ Â ÃÀÇÅ È ÒÂ¨ÐÄÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Зиборов В. С., Ростилов Т. А.
Объединённый институт высоких температур Российской академии наук

125412, г. Москва, ул. Ижорская, д. 13, стр. 2, Российская Федерация

Аннотация. Статья посвящена развитию экспериментальных методов исследования фи-
зико-химических процессов в ударных волнах. Метод лазерной интерферометрии VISAR 
применён для измерения скорости свободной поверхности твёрдого тела при взаимодей-
ствии с фронтом газовой ударной волны. Впервые получены профили скорости поверх-
ности при воздействии ударной волны в лёгком и относительно тяжёлом газе. Показано, 
что метод позволяет обеспечить более высокое временное разрешение, чем лазерный 
шлирен метод применительно к ударным волнам, что делает его перспективным для из-
мерений структуры фронта ударных волн в газах.

Ключевые слова: ударная волна, метод лазерной интерферометрии, структура фронта, 
профиль скорости.

APPLICATION OF THE VISAR METHOD TO STUDY THE INTERACTION 
OF THE SHOCK FRONT IN THE GAS AND SOLID SURFACE

V. Ziborov, T. Rostilov
Joint Institute for High Temperatures of the Russian Academy of Sciences

ul. Izhorskaya 13, stroenie 2, 125412 Moscow, Russian Federation

Abstract. The paper considers the development of experimental methods for the study of 
physical and chemical processes in shock waves. The VISAR laser interferometry method is 
used to measure the velocity of a free surface of a solid body interacting with the front of a gas 
shock wave. For the first time, free surface velocity profiles are obtained in interaction with a 
shock wave in a light and a relatively heavy gas. It is shown that the method provides a higher 
temporal resolution than the laser schlieren method applied to shock waves, which makes it 
promising for measuring the structure of the shock wave front in gases.

Keywords: shock wave, method of laser interferometry, wavefront structure, velocity profile.

Введение
Физико-химические процессы во фронте ударных волн остаются наиболее 

сложным объектом для экспериментального исследования ввиду объективных 
причин [1]. На треке в 10÷100 парных соударений в условиях даже относительно 
слабых ударных волн наблюдаются возбуждение сверх равновесного излучения, 
ионизация [2; 3]. Присутствие малых концентраций тяжёлого инертного газа 
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оказывает влияние на сдвиг порогов детонации, что связывают с увеличением 
толщины фронта ударной волны [4]. Существующие численные модели описы-
вают эти явления лишь качественно, требуются надёжные экспериментальные 
данные для верификации.

Экспериментальный подход
Одним из наиболее информативных является лазерный шлирен метод. Он 

был применён авторами [5] для исследования структуры фронта УВ в гелии с 
малой добавкой ксенона. Относительно большая толщина фронта, связанная 
с наличием ксенона в смеси, позволила выявить ряд закономерностей, но при-
мерно 80 нс начального участка профиля плотности оказались нечувствитель-
ны к любым изменениям параметров ударной волны, что рационально отнести 
к влиянию пограничного слоя. Более высокое временное и пространственное 
разрешение было достигнуто при диагностике предпробойных состояний в газе 
[6; 7]. Однако это достигнуто в условиях, когда газ изначально покоился отно-
сительно оптических окон, сквозь которые вводится лазерный луч. Движение 
фронта ударной волны вызывает появление пограничного слоя, который имеет 
конечную толщину и изгибает фронт волны, делая его трёхмерным. Появляется 
так называемая дуга прогиба, радиус которой как, правило, соизмерим с толщи-
ной фронта ударной волны. В данной работе предпринята попытка обойти эту 
трудность.

В рамках развития экспериментальных методов исследования физико-хими-
ческих процессов в ударных волнах метод лазерной интерферометрии VISAR 
[8; 9] применён для измерения профиля скорости свободной поверхности сере-
бряной фольги, взаимодействующей с ударной волной в инертных газах гелии 
и аргоне. На данном этапе была поставлена задача убедиться, что тип газа, его 
атомарный вес влияют на результаты измерений данным методом.

Эксперимент
Генератором ударных волн в газе служила высоковакуумная ударная труба 

калибром 100 мм (стенд Яшма). Лазерный луч от VISAR попадал на мишень, 
установленную перпендикулярно нормали к фронту ударной волны, через окно 
в торце ударной трубы. Схема измерений показана на рис. 1. Вплоть до дости-
жения ударной волной торца ударной трубы исследуемый газ перед оптическим 
окном для ввода лазерного излучения покоился. Фото измерительной секции 
установки показано на рис. 2. Использован непрерывный одноволновой лазер 
«Моцарт» с длиной когерентности луча более 100 м. Схема интерферометра 
взята из [6]. Полученные профили скорости движения свободной поверхности 
фольги из серебра толщиной 1 мкм показаны на рис. 3 и 4. 

Хорошо видно, что метод позволяет «видеть» нарастание скорости в тече-
ние нескольких сотен наносекунд, далее, вероятно, фольга разрушается. Также 
видно, что темпы увеличения скорости свободной поверхности фольги в гелии 
(кривая (1) на рис. 3 и рис. 4) и в аргоне заметно различаются (кривые (2), (3)), 
что говорит о чувствительности профилей к атомному весу газа. Также в не-
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Рис. 1. Схема эксперимента: 1 – ударная труба, 2 – торец УТ, 3 – окно, 
4 – луч лазера VISAR, 5 – кольцо, 6 – фольга Ag 1 мкм.

Рис. 2. Измерительная секция УТ Яшма.

Рис. 3. Профили скорости свободной поверхности фольги из Ag 1 мкм: 
(1) – Не 2760 м/с, (2) – Ar 2510 м/c, (3) – Ar 2400 м/с.
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которых режимах наблюдаются участки профилей с резким изменением темпа 
роста скорости (за ~ 10 нс на 20% и более), что даёт основания полагать, что ме-
тод применим для определения структуры фронта ударной волны с точностью, 
более чем на порядок величины, превышающей достигнутую в более ранних ра-
ботах.

Заключение
Экспериментально показана принципиальная возможность применения ме-

тода VISAR для измерений во фронте ударной волны в газах. Требуется расши-
рение экспериментальных условий, чтобы оценить диапазон его применения и 
точность.

Статья поступила в редакцию 10.01.2019 г.
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Аннотация. Изучено влияние состава потока реагентов на условия формирования и струк-
туру слоёв на основе ZnO. Показано, что ключевым резервом в увеличении электропро-
водности и подвижности носителей заряда прозрачных электродов на основе ZnO:Ga 
является повышение структурного совершенства слоёв. Анализ полученных результатов 
исследований показывает, что увеличение парциального давления паров металла в га-
зовой фазе влечёт за собой соответствующее увеличение подвижности компонентов и 
увеличение кристаллического совершенства синтезируемых поликристаллических слоёв.

Ключевые слова: физика твёрдого тела, прозрачный электрод, сопротивление, темпера-
тура, синтез.

IMPROVING CHARACTERISTICS OF ZINC OXIDE TRANSPARENT 
ELECTRODES 

A. Abduev1, A. Asvarov1, A. Ahmedov1, V. Belyaev2, 3, A. Skvortsov2, 
D. Plentsova2

1 Institute of Physics of the Dagestan Science Center of the Russian Academy of Sciences

ul. Magomeda Yaragskogo 94, 367015 Makhachkala, Republic of Dagestan, Russian 

Federation 
2 Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation
3 RUDN University

ul. Miklukho-Maklaya 6, 117198 Moscow, Russian Federation

© CC BY Абдуев А. Х., Асваров А. Ш., Ахмедов А. К., Беляев В. В., Скворцов А. Ю., 
 Пленцова Д. С., 2019.



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 1

75

Abstract. The influence of the composition of the reagent flow on the formation conditions and 
the structure of ZnO-based layers is studied. It is shown that a key reserve in increasing the 
electrical conductivity and mobility of charge carriers of Ga-doped ZnO transparent electrodes 
is to increase the structural perfection of the layers. Analysis of the obtained results shows that 
an increase in the partial pressure of metal vapors in the gas phase entails a corresponding 
increase in the mobility of the components and an increase in the crystalline perfection of the 
synthesized polycrystalline layers.

Keywords: solid-state physics, transparent electrode, resistance, temperature, synthesis.

Введение
Поиски путей создания новых материалов для формирования прозрачных элек-

тродов в дисплеях на основе жидких кристаллов и органических светодиодов (ЖК 
и OLED, соответственно), в тонкоплёночных солнечных преобразователях, свето-
диодах, а также в многочисленных иных приложениях ведутся длительное время в 
исследовательских центрах и в подразделениях R&D ведущих мировых производи-
телей электронных устройств. Истоком этих работ явилось открытие К. Бедекером 
электропроводности в тонких слоях CdO [1]. Запатентованный в 1951 г фирмой 
Corning [2] прозрачный электрод на основе системы In2O3-SnO2 (ITO) пока остаёт-
ся безальтернативным материалом в плоскопанельных устройствах. Высокая стои-
мость индия вынуждает исследователей искать новые материалы для прозрачных 
электродов. Исследования T. Минами положили начало успешному применению 
слоёв на основе оксида цинка в тонкоплёночных солнечных панелях, в антистати-
ческих покрытиях [3]. Широкое применение слоям на основе ZnO обеспечила боль-
шая доступность сырья и, как следствие, коммерческая привлекательность создан-
ных электродов AZO (ZnO:Al), GZO (ZnO:Ga) и др. 

Рис. 1. Динамика изменения величины достигнутых удельных сопротивлений 
слоев ТСО  в период 1970–2000 гг. (Рисунок из статьи T. Minami New n-type transparent 

conducting oxides) [3, p. 38]

К 2000 г. в работе Минами на основе статистического анализа было показано, 
что резервы уменьшения сопротивления слоёв на основе ITO истощены (рис. 1). 
В отличие от ITO слои ТСО на основе ZnO сохраняли тенденцию к улучшению 
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величин электропроводности. Последующие годы, однако, не привели к исполь-
зованию слоёв ТСО на основе ZnO в ЖК индустрии. Новые надежды в создании 
альтернативного материала для замены ITO были связаны со слоями графена 
[4; 5], а также с неупорядоченными структурами на основе нанонитей серебра. 
Это нашло отражение и в содержании материалов маркетинговых исследований: 
слои ТСО на основе оксидов утратили позиции перспективных альтернативных 
материалов [6].

Вопрос о перспективах создания альтернативных слоёв ТСО на основе оксида 
цинка заслуживает специального рассмотрения, как с точки зрения практики, 
так и фундаментальной науки. Так, в статье [7] указывается, что основным ре-
зервом улучшения электропроводности в слоях ТСО является совершенство-
вание структуры слоёв, обеспечивающее увеличение подвижности носителей 
заряда. Достижение этого резерва затруднительно при относительно низких 
температурах синтеза. Малая длина миграции атомов на поверхности роста, как 
показывает моделирование методом Монте Карло, и как свидетельствуют дан-
ные электронной микроскопии, приводит к формированию столбчатых струк-
тур и формированию потенциальных барьеров на границах столбов [8].

Ранее было установлено, что доставка к поверхности роста сверхстехиоме-
трического цинка приводит при температурах около 450 °С к формированию 
на поверхности роста легкоплавкой фазы ZnO1-x и увеличению длины мигра-
ции атомов по поверхности [9; 10]. В связи с вышеизложенным авторами были 
изучены условия синтеза поликристаллических слоёв ZnO, их электрические и 
оптические характеристики, а также их структурное совершенство. Слои были 
синтезированы при магнетронном распылении металлокерамических компо-
зитных мишеней на основе CZO c высоким содержанием цинка.

Условия эксперимента
Синтез мишеней для настоящих исследований был выполнен методом плаз-

менного спекания (SPS) исходных пресс-порошков. Распыление синтезирован-
ных мишеней на основе GZO (3ат.% Ga) с содержанием цинка в диапазоне от 0 до 
30 весовых % осуществлялось методом dc магнетронного распыления.

Магнетронное распыление выполнялось в среде аргона. Температура роста 
слоёв изменялась от от 50 °С до 300 °С.

Синтез слоёв проводился в среде Ar методом магнетронного распыления керами-
ческой мишени ZnO:Ga c 3 атомными % Ga (GZO) и металло-керамических мише-
ней GZO (3 ат.% Ga) – Zn c содержанием металлической фазы Zn до 30 вес.% при по-
стоянном токе. Температура синтеза слоёв составляла от 50 °С до 300 °С. Осаждение 
проводилось в установке «Магнетрон» (г. Воткинск). Слои были осаждены на под-
ложки из кремния с окисленной поверхностью и на подложки из стекла. Расстояние 
мишень–подложка составляло 100 мм. Для электронной микроскопии поверхно-
стей и поперечных сколов синтезированных слоёв использован микроскоп Leo-1450 
(Карл Цейсс, Германия). Дифрактограммы слоёв получены с помощью дифракто-
метра Shimadzu XRD-7000. (Япония). Оптическое пропускание слоёв исследовано с 
применением спектрофотометра UV-3600 Shimadzu, Япония.
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Результаты исследований
Изучение дифрактограмм было выполнено для слоёв, осаждённых при тем-

пературах подложек от 50 до 280 °С. Как показано на рис. 2, синтезированные 
слои имеют типичную структуру (002)ZnO c нормальной ориентацией оси с к 
поверхности. Можно видеть, что увеличение содержания цинка в распыляемых 
мишенях приводит к увеличению интенсивности базисного рефлекса. При тем-
пературах выше 100 °С увеличение содержания цинка приводит к заметному ро-
сту размеров зёрен (рис. 2b). Рост интенсивностей рефлексов и размеров зёрен 
находится с хорошем согласии с уменьшением полуширины рефлекса (002)ZnO.

Можно констатировать, что различия в рентгеноструктурных параметрах, 
наблюдаемые при распылении стехиометричной мишени GZO и мишеней GZO-
Zn, минимальны при температурах ниже 100 °С, максимальны при 200 °С и по-
степенно нивелируются при дальнейшем увеличении температуры. Это позво-
ляет предполагать, что при температурах ниже 100 °С сверхстехиометричный 
цинк на поверхности роста препятствует упорядочению структуры слоёв. При 
достижении температуры 200 °С заметно возрастает длина миграции атомов 
цинка и, соответственно, возрастают интенсивности рефлекса (002)ZnO, разме-
ры зёрен, и снижается полуширина рефлекса.

Рис. 2. Данные обработки результатов рентгеноструктурных исследований 
слоев GZO, синтезированных при распылении мишеней с различным содержанием 

металлической фазы цинка.

Можно видеть, что по мере роста температуры размеры зёрен и полуширины 
слоёв стягиваются к единым значениям. Слои, синтезированные из мишеней с 
содержанием фазы цинка 5–20% в температурном створе 150÷300 °С, имеют от-
носительно высокие подвижности.
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Рис. 3. Зависимость холловских параметров слоёв, синтезированных при распылении 
мишеней с различным содержанием металлической фазы цинка, от температуры 

синтеза.

На рис. 3 приведены данные измерения холловских параметров слоёв. Здесь 
также по мере роста температуры все кривые стягиваются к близким значениям.

Рис. 4. Зависимость средних величин оптического пропускания 
в диапазоне 400÷750 нм cлоёв GZO, синтезированных при распылении мишеней 

с различным содержанием фазы цинка, от температуры синтеза.

Зависимости средних величин оптического пропускания в диапазоне 
400÷750 нм слоёв, синтезированных при температурах 50÷3000 °С, показаны на 
рис. 4. Характерно, что с увеличением содержания цинка в составе потока реа-
гентов к подложке кривые пропускания сливаются с контрольной кривой (0% 
Zn) при более высоких температурах. Таким образом, спектры пропускания по-
зволяют определить температуры, при которых избыточный цинк десорбирует 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2019 / № 1

79

в процессе синтеза. Данные рентгеноструктурных и холловских исследований 
показывают, что в процессе роста слоёв присутствующая на поверхности роста 
динамическая фаза цинка приводит к увеличению длины миграции атомов на 
поверхности роста, ведущей к структурному совершенствованию и росту элек-
тропроводности слоёв.

Заключение
Полученные результаты позволяют заключить, что при синтезе слоёв из по-

тока реагентов с избыточным содержанием паров цинка на поверхности роста 
формируется динамическая легкоплавкая фаза ZnO1-x, которая в створе темпе-
ратур роста 150÷300 °С обеспечивает квазиравновесный синтез слоёв с участи-
ем динамической легкоплавкой фазы. При прекращении подачи реагентов к по-
верхности роста эта динамическая фаза десорбирует с поверхности.

Выполненные исследования показывают, что температура десорбции с по-
верхности роста избыточного цинка протекает уже при температурах около 
100 °С. Столь невысокая температура десорбции Zn нуждается в обосновании. 
Мы полагаем, что реальная температура поверхности роста может существен-
но превышать температуру, которую фиксирует термопара. Это связано с тем, 
что ионная бомбардировка поверхности отрицательными ионами кислорода, а 
также излучение плазмы магнетронного разряда может приводить к заметному 
увеличению температуры поверхности. Выяснение механизмов низкотемпера-
турной десорбции цинка с поверхности роста требует дополнительных иссле-
дований.

Вывод
В настоящей работе показано, что магнетронный синтез из потока реагентов с 

увеличенным содержанием паров цинка приводит к росту структурного совершен-
ства и улучшению электрических характеристик прозрачных электродов GZO. 

Статья поступила в редакцию 18.01.2019 г.
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1-(4-ÃÅÊÑÈËÖÈÊËÎÃÅÊÑÈË)-4-ÈÇÎÒÈÎÖÈÀÍÀÒ-ÁÅÍÇÎËÀ
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2 МИРЭА – Российский технологический университет

119454, г. Москва, пр-т Вернадского, д. 78, Российская Федерация

Аннотация. Проведены исследования диэлектрических свойств нематического жидкого 
кристалла 6CHBT с полярной концевой –NCS группой. Используя методы диэлектриче-
ской спектроскопии, с учётом паразитных вкладов измерительной системы определены 
главные значения диэлектрической проницаемости при варьировании температуры об-
разца, угла между директором и напряжённостью электрического поля и частоты тест-
сигнала. Рассчитаны характерные времена диэлектрической релаксации τ вращения 
молекул 6CHBT вокруг их короткой оси как в нематической, так и изотропной фазах, а 
также соответствующие им энтальпии активации. На основе полученных данных и теории 
Майера-Заупе построена температурная зависимость параметра ориентационного поряд-
ка во всём диапазоне существования нематической фазы.

Ключевые слова: жидкие кристаллы, диэлектрическая спектроскопия, анизотропия, ди-
электрическая релаксация.

ANISOTROPY OF DIELECTRIC PERMITTIVITY 
IN 1-(4-HEXYLCYCLOHEXYL)-4-ISOTHIOCYANATOBENZENE

A. Kurilov1,2, N. Volosnikova1

1 Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation
2 MIREA – Russian Technological University

prosp. Vernadskogo 78, 119454 Moscow, Russian Federation

Abstract. Dielectric properties of the 6CHBT nematic liquid crystal with a polar –NCS end group 
are studied. The principal values of the dielectric permittivity are determined using the methods 
of dielectric spectroscopy by varying the sample temperature, the angle between the director and 
electric field strength vector, and the frequency of the test signal. We use a modified dielectric 
spectroscopy method that takes into account the parasitic contributions of the measuring 
system. The characteristic dielectric relaxation times τ of rotation of 6CHBT molecules around 
their short axis in both the nematic and isotropic phases and the corresponding activation 
enthalpies are calculated. The temperature dependence of the orientational order parameter 
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over the entire range of the nematic phase existence is constructed using the obtained data and 
the Maier‒Saupe theory.

Keywords: liquid crystals, dielectric spectroscopy, anisotropy, dielectric relaxation.

Введение
Нематические жидкие кристаллы (НЖК) с высокой анизотропией показате-

ля преломления Δn и низкой вязкостью особенно привлекательны для дисплей-
ных, инфракрасных и микроволновых приложений [1–4]. Двойное лучепре-
ломление НЖК в основном определяется длиной π-сопряжения, молекулярной 
формой, функциональной группой и концевыми группами. Бензольные кольца 
и системы двойных и тройных связей приводят к высокосопряжённым соеди-
нениям [5; 6]. Основные недостатки таких сильно сопряжённых структур для 
практического применения обычно наблюдаются в виде высокой температуры 
плавления и сильной смектогенности. Жидкие кристаллы с полярной концевой 
группой проявляют высокие значения анизотропии диэлектрической проница-
емости и коэффициента преломления [7]. Добавка концевой азотсодержащей 
группы позволяет достигать сверхвысоких значений анизотропии коэффи-
циента преломления, наивысшие значения которого (Δn = 0,8) наблюдаются 
у изотиоцинатов (соединения с полярными –NCS концевыми группами) [8]. 
Кроме того, измерения с использованием ультрафиолетовой и флуоресцентной 
спектроскопии показывают их хорошие фотолюминесцентные свойства и вы-
сокую квантовую эффективность 0,4÷1,0. Изотиоцианаты в виде соединений с 
высоким Δn кажутся более подходящими для применений, чем другие поляр-
ные НЖК, из-за более низких объёмной и вращательной вязкостей. Последняя 
ниже (до 35%), чем у структурно сопоставимых соединений с концевой 
руппой –CN [9].

Также известно, что воздействие ультрафиолетового излучения негативно 
влияет на эксплуатационные параметры жидкокристаллических материалов: 
температуру просветления, двулучепреломление, диэлектрические постоянные, 
а также вязкостные и упругие коэффициенты. Однако добавление азотсодержа-
щих групп увеличивает устойчивость к ультрафиолетовому излучению, а изоти-
оцианаты показывают наилучшую стабильность среди соответствующих других 
типичных полярных групп [10].

С точки зрения применения эти соединения используются в качестве легиру-
ющей добавки для улучшения качества коммерческих смесей для дисплейных 
приложений [11; 12].

Объект исследования и методы
В данной работе проводятся исследования анизотропии диэлектрической 

проницаемости нематического жидкого кристалла 1-(4-гексилциклогексил)-
4-изотиоцианат-бензола (6CHBT) с полярной –NCS концевой группой. 
Структурная формула 6CHBT показана на рис. 1.
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Рис. 1. Структурная формула 6CHBT.

Согласно литературным данным 6CHBT имеет температуру просветления 
TN-Iso = 316,7 К [13]. С помощью методов дифференциальной сканирующей кало-
риметрии (Mettler Toledo DSC 3) и поляризационной оптической микроскопии 
(Альтами Полар 3) установлено, что температуры фазовых превращений исследу-
емого образца соответствуют этим данным. Измерения проводились как при на-
гревании, так и охлаждении исследуемого образца со скоростью ± 33 мК/с. Перед 
каждым измерением образец выдерживался при постоянной температуре не менее 
30 минут. Полученная таким образом термограмма представлена на рис. 2.
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Рис. 2. Термограмма 6CHBT: 1 – охлаждение; 2 – нагревание.

Измерения диэлектрических свойств исследуемого объекта проводились ём-
костным методом [14; 15] с использованием прецизионного анализатора импе-
данса WK 65120P в диапазоне частот тест-сигнала от 20 Гц до 40 МГц. Напряжение 
приложенного электрического тест-сигнала составляло 0,5 В. Измерительная 
ячейка представляет собой ёмкость с плоским конденсатором. Поддержание за-
данной температуры производилось путём циркулирования жидкости-тепло-
носителя во внешнем контуре измерительной ячейки. Температура образца ре-
гулировалась жидкостным криостатом LOIP FT-316-25 в диапазоне от 285 К до 
330 К со стабилизацией температуры не хуже ±0,5 К. Ориентация нематического 
жидкого кристалла задавалась постоянным магнитом с индукцией B = 0,245 Тл, 
между полюсов которого жёстко закреплена измерительная ячейка.

При измерениях диэлектрических свойств ёмкостным методом в широком ча-
стотном диапазоне важно учитывать паразитные эффекты системы, сильно иска-
жающие измеряемые параметры как в низко-, так и в высокочастотной областях. 
В настоящей работе производился учёт и компенсация паразитной ёмкости систе-
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мы CP [16], ёмкости двойного электрического слоя [17], а также частоты среза fC и 
резонансной частоты fR, связанных с наличием индуктивности проводов и сопро-
тивлением электродов [18]. Для выделения паразитной ёмкости системы плоский 
конденсатор калибровался на эталонном диэлектрике: толуоле класса «ос.ч.».

Обсуждение результатов
Полученные значения продольной и поперечной компонент статической ди-

электрической проницаемости εS в нематической и изотропной фазах представ-
лены на рис. 3. Нематический жидкий кристалл 6CHBT обладает положитель-
ной анизотропией диэлектрической проницаемости ввиду наличия сильного 
электрического дипольного момента концевой –NCS группы, направленного 
параллельно длинной оси молекулы. В области фазового перехода диэлектриче-
ская проницаемость меняется скачкообразно. При этом в изотропной фазе глав-
ные компоненты тензора диэлектрической проницаемости 6CHBT практически 
не изменяются с температурой.

Рассчитаны значения усреднённой диэлектрической проницаемости 
<ε> = (ε∥ + 2ε⊥)/3, которые также представлены на графике. В области фазово-
го перехода N-Iso наблюдается небольшой скачок усреднённой диэлектрической 
проницаемости, который объясняется образованием димеров из антипарал-
лельных молекул, уменьшающих среднюю диэлектрическую проницаемость си-
стемы. Такое поведение полярных жидких кристаллов подтверждено рентгено-
структурным анализом [19].

12
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Рис. 3. Температурная зависимость компонент статической диэлектрической 
проницаемости εS 6CHBT: 1 – продольная компонента ε∥, 2 – поперечная компонента 

ε⊥, 3 – усреднённая диэлектрическая проницаемость <ε>.

Путём вращения плоского конденсатора относительно магнитного поля полу-
чена зависимость статической диэлектрической проницаемости εS от угла между 
директором и вектором напряжённости электрического поля с шагом в 10 гра-
дусов при различных значениях температуры образца. С ростом температуры 
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анизотропия статической диэлектрической проницаемости уменьшается с со-
хранением качественного характера угловой зависимости. Полученные зависи-
мости хорошо описываются известным эмпирическим выражением [20]:

 
2cos ,S ⊥ε = ε + Δε ϕ  (1)

где ϕ – угол между директором и вектором напряжённости электриче-
ского поля, Δε = ε∥ – ε⊥ – анизотропия диэлектрической проницаемости. 
Аппроксимирующие кривые представлены сплошными линиями на рис. 4.

Рис. 4. Анизотропия статической диэлектрической проницаемости εS 
для различных температур 6CHBT.

Во всём диапазоне существования мезофазы наблюдается дисперсия как про-
дольной, так и поперечной компоненты действительной части диэлектрической 
проницаемости со сменой знака анизотропии диэлектрической проницаемости 
на соответствующей частоте перехода. Причём частота перехода уменьшается 
с понижением температуры. Такое поведение связано с релаксацией вращения 
молекул НЖК вокруг их короткой оси, когда вследствие внутреннего трения 
диполи уже не успевают поворачиваться вслед за электрическим полем и ос-
новной вклад в ориентационную поляризуемость системы вносит поперечная 
компонента дипольного момента. С дальнейшим уменьшением температуры 
молекулы НЖК перестают вращаться и вокруг своих длинных осей, поэтому в 
высокочастотной области спектра механизм ориентационной поляризуемости в 
полярных диэлектриках не учитывается. 

Для 6CHBT также обнаружена дисперсия диэлектрической проницаемости в 
изотропной фазе, что отражено на рис. 5.
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Рис. 5. Температурные зависимости продольной ε∥ (HT) и поперечной ε⊥ (PL) 
компонент диэлектрической проницаемости 6CHBT при различных частотах 

приложенного тест-сигнала.

Для характеристики наблюдаемых релаксационных процессов необходимо 
проводить анализ спектров как действительной ε′, так и мнимой ε″ компонент 
диэлектрической проницаемости. Соответствующие дисперсионные кривые 
представлены на рис. 6. Мнимая компонента диэлектрической проницаемости 
характеризует потери в диэлектрике и поэтому называется коэффициентом ди-
электрических потерь. Расчёт мнимой компоненты производился из значений 
ёмкости C и проводимости G системы по формуле ε″ = G/(ωC).

Рис. 6. Частотные зависимости действительной и мнимой частей диэлектрической 
проницаемости 6CHBT в нематической и изотропной фазах: 
1 – продольная компонента ε′; 2 – поперечная компонента ε′; 
3 – продольная компонента ε″; 4 – поперечная компонента ε″.

Для описания дисперсионных кривых, из которых вычтены паразитные эф-
фекты системы, используется релаксационная модель Гаврильяк-Негами [21], 
учитывающая асимметричность распределения времён релаксации:
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,
1

i
i

∞ βα

δεε − ε = ε +′ ′′
⎡ ⎤+ ωτ⎣ ⎦

 (2)

где ε∞ – высокочастотный предел диэлектрической проницаемости, τ – время 
диэлектрической релаксации, ω = 2πf – циклическая частота, δε – сила релакса-
ционного процесса, α – параметр распределения τ, отвечающий за ширину дис-
персионной кривой, β – параметр частотной асимметричности распределения τ.

Используя численные методы оптимизации, была получена аппроксимирую-
щая кривая, соответствующая выражению (2), а также найдены все неизвестные 
параметры, входящие в него. Дисперсия компонент диэлектрической проницае-
мости наблюдается в диапазоне 105 ÷ 107 Гц для нематической фазы и 107 ÷ 109 Гц 
для изотропной фазы. С повышением температуры область релаксационных 
процессов смещается в высокочастотную часть спектра. Это объясняется умень-
шением внутреннего трения среды с ростом температуры, вследствие чего мо-
лекулы НЖК успевают поворачиваться вслед за электрическим полем на более 
высоких частотах.

Рассчитаны характерные времена диэлектрической релаксации вращения 
молекул вокруг их короткой оси как в нематической, так и изотропной фазах. 
Полученная температурная зависимость представлена на рис. 7. 

Рис. 7. Температурная зависимость времени релаксации τ 
вращения молекул 6CHBT вокруг их короткой оси.

В области фазового перехода из нематической фазы в изотропную наблюда-
ется скачкообразное уменьшение значений времени релаксации. Температурная 
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зависимость времён релаксации удовлетворительно описывается законом 
Аррениуса:

 

#

exp ,H
RT∞

Δ⎛ ⎞τ = τ ⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3)

где τ∞ – высокотемпературный предел времени релаксации, Δ#H – энтальпия 
активации релаксационного процесса, R – универсальная газовая постоянная, 
T – температура.

Из рис. 7 видно, что температурная зависимость времени релаксации хоро-
шо описывается постоянной энтальпией активации молекулярного вращения 
во всём диапазоне существования мезофазы. Значения энтальпий активации в 
соответствующих фазах были рассчитаны при построении аппроксимирующей 
кривой и составляют Δ#HN = 65,0 кДж/моль и Δ#HIso = 42,2 кДж/моль.

Скачкообразное уменьшение времени релаксации при переходе из нематической 
фазы в изотропную хорошо описывается теорией Майера-Заупе в рамках концеп-
ции теории среднего поля и фактора замедления g. Параметр потенциального барье-
ра НЖК определяется как σ = q/kT, где q – высота барьера, препятствующего пере-
ориентации молекул вокруг их коротких осей. Отсюда время релаксации в мезофазе 
должно быть больше, чем в изотропной фазе. Фактор замедления g = τ/τ0 определя-
ется как отношение времени релаксации в мезофазе к времени релаксации при ну-
левом нематическом потенциальном барьере q = 0. Данное отношение можно опре-
делить из экспериментальных данных путём экстраполяции полученных значений 
времени релаксации в изотропной фазе в область нематической фазы в соответствии 
с выражением . Кривая экстраполяции показана пунктирной линией на рис. 7.

Выражение, связывающее фактор замедления g и высоту потенциального ба-
рьера q, впервые получили Мейер и Заупе, используя ряд упрощений. Позже в 
работе [21] была получена в строгом виде точная формула, дающая более высо-
кие значения, чем решение Мейера и Заупе. Приближённая формула, близкая к 
точному решению выглядит следующим образом:

 

1

0

1 2 2 .
1

eg
−

σ
−σ

⎛ ⎞τ − σ σ= = +⎜ ⎟τ σ + σ π⎝ ⎠
 (4)

Кроме того, авторами работы [21] определена зависимость параметра потен-
циального барьера σ и параметра ориентационного порядка S. Полученная ими 
аналитическая зависимость хорошо описывается приближённым выражением

 

( )
( )2

3 5
.

2 1
S S

S
− π

σ ≈
−

 (5)

Используя выражения (4) и (5), а также данные экстраполяции по выражению 
(3) нами рассчитаны значения параметра ориентационного порядка S. Полученная 
таким образом температурная зависимость S(T) из диэлектрических измерений 
показана на рис. 8. Зависимости, полученные данным методом, близки к результа-
там прямых измерений параметра ориентационного порядка [22].
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Рис. 8. Температурная зависимость параметра 
ориентационного порядка S для 6CHBT.

Заключение
В нашей работе используется модифицированный метод диэлектрической спек-

троскопии, позволяющий отделять паразитные вклады измерительной системы и 
существенно расширить доступный для ёмкостного метода частотный диапазон 
измерений. Благодаря этому удалось обнаружить дисперсию компонент диэлек-
трической проницаемости нематического жидкого кристалла 6CHBT, вызванную 
релаксационным процессом вращения молекул вокруг их короткой оси, как во 
всём диапазоне существования нематической фазы, так и в изотропной фазе, ис-
пользуя лишь один метод. Экспериментально получены частотные, температур-
ные и угловые зависимости главных значений диэлектрической проницаемости 
исследуемого образца. На основе полученных данных и теоретической модели 
Майера и Заупе рассчитаны значения параметра ориентационного порядка в ис-
следуемом температурном интервале. Показано хорошее согласие между экспери-
ментальными данными и используемыми теоретическими моделями.

Высокоточный метод диэлектрической спектроскопии даёт возможность расчёта 
значений молекулярных параметров и подробного изучения процессов молекуляр-
ной динамики жидкокристаллических материалов, что необходимо при моделиро-
вании сложных систем на их основе, в частности, ориентационного воздействия 
наноматериалов и поверхностей на структуру жидких кристаллов [23–26]. Другое 
приложение полученные результаты могут найти при конструировании современ-
ных электрооптических и фотонных жидкокристаллических устройств [27–30].

Статья поступила в редакцию 25.12.2018 г.
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Аннотация. Одной из важнейших образовательных целей современной школы является 
подготовка учащихся к успешной сдаче выпускных экзаменов. В структуру выпускного 
экзамена ЕГЭ по математике профильного уровня входит геометрическая задача на до-
казательство повышенной сложности, требующая от обучающихся всестороннего знания 
планиметрии. Важнейшей особенностью является отсутствие единых алгоритмов реше-
ния таких задач, успех во многом зависит от накопленного учащимися опыта решения 
комбинированных планиметрических задач. Тем не менее, практика решения позволила 
выделить некоторые геометрические структуры, являющиеся вспомогательными ключа-
ми к поиску правильного решения. Одним из таких ключей стал метод вспомогательной 
окружности, который авторы хотели бы представить в рамках данной статьи. В статье 
описывается суть метода, условия его применения, рассмотрены задачи на доказатель-
ство, взятые из реальных контрольно-измерительных материалов экзамена, и приведены 
их решения в рамках описанного метода.

Ключевые слова: вспомогательная окружность, планиметрическая задача, доказатель-
ство, дополнительное построение, вписанный четырёхугольник, вписанные углы.
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AUXILIARY CIRCLE METHOD IN PLANIMETRIC PROBLEMS 
OF THE UNIFIED STATE EXAM
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Abstract. One of the most important educational goals of modern school is to prepare students 
for the successful completion of final exams. The structure of the Unified Sate Exam in profile-
level mathematics includes the proof of increased complexity for geometric problems, requiring 
students to have a comprehensive knowledge of planimetry. The most important feature is 
the lack of unified algorithms for solving such problems; the success largely depends on the 
students’ experience in solving combined planimetric problems. Nevertheless, the practice of 
solution allowed us to identify some geometric structures that are auxiliary keys to finding the 
right solution. One of these keys was the auxiliary circle method, which is presented in this 
paper. The paper describes the essence of the method and the conditions of its application, 
examines the proofs for the problems taken from real test and measurement materials of the 
exam, and considers the solutions of the problems in the framework of the described method.

Keywords: auxiliary circle, planimetric problem, proof, additional construction, inscribed 
quadrilateral, inscribed angles.

Федеральный государственный образовательный стандарт среднего общего 
образования выделяет результаты сдачи государственной (итоговой) аттеста-
ции выпускников в качестве показателя уровня достижения планируемых ре-
зультатов1. Одним из содержательных компонентов выпускного экзамена ЕГЭ 
профильного уровня по математике является геометрическая задача повышен-
ной сложности, включённая в письменную часть под номером 162. Спецификой 
данной задачи является следующее:

− задача состоит из двух частей, первая из которых посвящается доказатель-
ству геометрического высказывания или установлению справедливости приве-
дённого геометрического соотношения; 

− задача является комбинированной и, следовательно, требует от выпускни-
ка всестороннего и, более того, полного знания курса школьной геометрии.

Статистика сдачи выпускного экзамена по математике, как и практика работы 
со школьниками, показала, что решение данных задач представляет для обуча-

1 Приказ Минобрнауки России от 17 мая 2012 года № 413 «Об утверждении федерального го-
сударственного образовательного стандарта среднего общего образования» // Электронный 
фонд правовой и нормативно-технической документации. URL: http://docs.cntd.ru/
document/902350579 (дата обращения: 9.11.2018).

2 Спецификация контрольных измерительных материалов для проведения в 2019 году единого 
государственного экзамена по математике. Профильный уровень. М.: Федеральный институт 
педагогических измерений, 2019. 10 с.
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ющихся особую сложность. Это обстоятельство можно связать со следующими 
причинами:

− в рамках урочной деятельности решению комбинированных задач повы-
шенной сложности чаще всего уделяется недостаточное внимание; 

− отсутствие строго выделенных приёмов в решении данного класса задач и 
отсутствие единой методической системы подготовки к решению задач;

− изучение курса планиметрии часто завершается уже в 9 классе, а в старших 
классах на первое место выходит подготовка к решению стереометрических за-
дач; как следствие, материал забывается и теряет актуальность.

Сами по себе задачи на доказательство являются неотъемлемой частью курса 
планиметрии. Помимо образовательной, они имеют важную дидактическую функ-
цию и связаны с развитием качеств мышления, творчеством и формированием 
универсальных учебных действий [1; 2]. Задача на доказательство представляется 
в сознании обучающегося как небольшое исследование, успех которого заключает-
ся в доказательстве требуемого суждения. Так, в рамках образовательного процесса 
задачи на доказательство являются широким полем для создания проблемных си-
туаций и ситуаций успеха для каждого обучающегося [4].

В связи с выделенными проблемами и имеющимся опытом решения планиме-
трических задач целью данной статьи является демонстрация одного из сложив-
шихся в учебной практике метода решения задач на доказательство – метода 
вспомогательной окружности.

Критерием применимости метода вспомогательной окружности служит воз-
можность использования в задаче следующих утверждений:

Рис. 1. Первое условие использования метода вспомогательной 
окружности: вписанный четырёхугольник.

− если у четырёхугольника сумма противоположных углов равна 180°, то око-
ло него можно описать окружность (рис. 1, а): α + β = 180°;

− частным случаем является ситуация, в которой два противоположных угла 
равны 90° (рис. 1, б).

− если из двух различных точек, не лежащих на данном отрезке, концы этого 
отрезка видны под одним и тем же углом, то через данные точки и концы данно-
го отрезка можно провести окружность (рис. 2, а);
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− частным случаем является ситуация, когда концы отрезка видны под пря-
мым углом (рис. 2, б).

Заметим, что рассмотренные частные случаи можно объединить в конструк-
цию с общим названием: «прямоугольные треугольники с общей гипотенузой». 
В данных условиях явно определяется положение центра вспомогательной 
окружности – он лежит в середине гипотенузы.

Чертёж, как модель, является ключевым элементом на пути решения задачи 
и, следовательно, его незаменимой частью, поэтому качество выполнения черте-
жа играет значимую роль. С целью повышения качества чертежа, классических 
средств, мы рекомендуем использовать интерактивные геометрические среды: 
их преимущества и возможности в построении чертежей показаны в работе [3].

Рис. 2. Второе условие использования метода вспомогательной 
окружности: вписанные углы.

С методической точки зрения работа по решению задач может быть органи-
зована в несколько этапов.

1. Анализ условия («первый взгляд на задачу»). Ещё при анализе условия 
обучающиеся могут задумываться о возможности применить метод вспомога-
тельной окружности. В качестве «сигналов» могут выступать следующие фразы: 
«опущены перпендикуляры…», «проведены высоты…», «стороны (или прямые) 
перпендикулярны…». Как правило, в задачах идёт речь о двух перпендикуляр-
ностях. В контексте условия речь также может идти о двух углах, сумма задан-
ных градусных мер которых равна 180°.

2. Построение чертежа («конкретизация»). На данном этапе обучающиеся вы-
полняют построение в соответствии с условием, одновременно конкретизируя и 
подводя под чертёж свои догадки относительно применения метода вспомогатель-
ной окружности. Педагог контролирует правильность выполнения чертежа.

3. Анализ чертежа и выбор метода. На данном этапе происходит выявление 
соответствующей ситуации (общей или частной из описанных выше), позво-
ляющей обоснованно применить метод вспомогательной окружности. Педагог 
контролирует правильность выбора метода.

4. Обоснование метода. После выбора конкретного случая проводится его теоре-
тическое обоснование, опираясь на общую возможность построения окружности 
по двум вписанным равным углам или же по вписанному в неё четырёхугольнику.
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5. Дополнительное построение. Здесь обучающиеся непосредственно строят 
вспомогательную окружность.

6. Цепочка следствий. Окружность, как новый элемент позволяет расширить 
область возможных умозаключений, привнося видимость новых особенностей 
чертежа. Работая далее с углами в окружности в связи со всем чертежом зада-
чи, выполняя поиск новых отношений, обучающиеся приходят к истинности 
доказываемого суждения. Педагог выполняет роль проводника в поиске новых 
отношений, наводит учащихся на ключевые моменты, создавая тем самым про-
блемность в процессе обучения.

Рассмотрим применение данного метода при решении задач ЕГЭ на доказа-
тельство, предлагаемых в открытом банке заданий3, а также сборниках типовых 
задач [5]. К каждой задаче мы предложим два чертежа: первый, который стро-
ит сам обучающийся – после первичного понимания условия задачи, и второй, 
который получается из первого чертежа – после применения метода вспомога-
тельной окружности.

Задача 1 (2017 г.) В трапеции АВСD боковая сторона AB перпендикулярна ос-
нованиям. Из точки А на сторону СD опустили перпендикуляр АН. Точка Е при-
надлежит стороне АВ, прямые CD и CE перпендикулярны. Докажите, что прямая 
ВН параллельна прямой ED.

Рис. 3. Чертёж к условию задачи № 1.

Доказательство. 
1) В четырёхугольнике ABCH два противолежащих угла – прямые, 

∠ABC + ∠AHC = 180°, значит, четырёхугольник – вписанный, точки A, B, C, H 
лежат на одной окружности. Построим эту вспомогательную окружность. Её 
центр – середина АС.

2) ∠ABH = ∠ACH как вписанные, опирающиеся на дугу �.AH
3) Аналогично, четырёхугольник AECD – вписанный. Центр окружности – 

середина ED.

3 См.: Открытый банк заданий ЕГЭ: Математика. Профильный уровень [Электронный ресурс] 
// Федеральный институт педагогических измерений : [сайт]. http://ege.fi pi.ru/os11/xmodules/
qprint/index.php?proj=AC437B34557F88EA4115D2F374B0A07B (дата обращения: 9.11.2018)
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4) ∠AED = ∠ACD как вписанные, опирающиеся на дугу �.AD
5) Из пунктов 2 и 4 следует равенство: ∠AED = ∠ABH. Значит, равны соот-

ветственные углы при прямых BH, ED и секущей AB. Следовательно, BH || ED, 
что и требовалось доказать.

Рис. 4. Чертёж к решению задачи № 1.

Задача 2 (2018 г.) В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АК 
и СМ. В треугольнике МКС из вершины К опущена высота КН на сторону МС. 
Аналогично, в треугольнике КМА из вершины М опущена высота МЕ на сторону 
АК. Докажите, что EH || AC.

Доказательство.
1) œMEK, œMHK – прямоугольные, с общей гипотенузой MK. Значит, точки  

M, E, H, K – лежат на одной окружности, центр которой – середина MK.
2) ∠MKE = ∠MHE как вписанные, опирающиеся на дугу �.ME
3) œAMC, œAKC – прямоугольные, с общей гипотенузой AC. Значит, точки  

A, M, K, C – лежат на одной окружности, центр которой – середина AC.
4) ∠AKM = ∠ACM как вписанные, опирающиеся на дугу �.AM
5) Так как ∠MKE = ∠MKA, то из пунктов 2 и 4 следует равенство 

∠MHE = ∠MCA, значит, равны соответственные углы при прямых EH, AC и се-
кущей MC. Следовательно, EH || AC, что и требовалось доказать.

Рис. 5. Чертёж к условию задачи № 2.
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Рис. 6. Чертёж к решению задачи № 2.

Задача 3 (2018 г.) В равнобедренном треугольнике АВС, где угол В – тупой, на 
продолжение ВС опущена высота АН. Из точки Н на стороны АВ и АС опущены 
перпендикуляры НК и НМ, соответственно. Докажите, что АМ = МК.

Рис. 7. Чертёж к условию задачи № 3.

Доказательство.
1) œAMH, œAKH – прямоугольные, с общей гипотенузой AH. Значит, точки  

A, M, K, H – лежат на одной окружности, центр которой – середина AH.
2) ∠KAM = ∠KHM = α как вписанные, опирающиеся на дугу �.MK
3) ∠BAC = ∠BCA = α по свойству углов при основании равнобедренного тре-

угольника œABC.
4) ∠HBA = ∠BAC + ∠BCA = α + α = 2α как внешний угол треугольника œABC.
5) Из прямоугольного треугольника œABH имеем: ∠HAB = 90° – 2α.
6) Из прямоугольного треугольника œAKH имеем: ∠AHK = 2α.
7) ∠AHM = ∠AHK – ∠KHM = 2α – α = α.
8) ∠AHM = ∠AKM = α как вписанные, опирающиеся на дугу �.AM
9) Из пунктов 2 и 8 имеем: ∠KAM = ∠AKM = α, следовательно, œAMK – рав-

нобедренный (по признаку), т. е. AM = MK (по определению), что и требовалось 
доказать.
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Рис. 8. Чертёж к решению задачи № 3.

Задача 4 (2019 г.) Диагональ АС прямоугольника АВСD с центром О образу-
ет со стороной АВ угол 30°. Точка Е лежит вне прямоугольника, причём угол 
ВЕС = 120°. Докажите равенство углов СВЕ и СОЕ.

Рис. 9. Чертёж к условию задачи № 4. Рис. 10. Чертёж к решению задачи № 4.

Доказательство.
1) ∠AHM = 30°, BO = OA, тогда ∠OBA = 30°, ∠OBC = 90° – 30° = 60°. Значит, 

œBOC – равносторонний, поэтому ∠BOC = 60°.
2) Рассмотрим четырёхугольник BECO: ∠BOC + ∠BEC = 120° + 60° = 180°. 

Значит, около данного четырёхугольника можно описать окружность.
3) ∠CBE = ∠COE как вписанные, опирающиеся на дугу � ,EC  что и требова-

лось доказать.

Приведённые примеры показывают, что предлагаемая методика применения 
метода вспомогательной окружности при решении достаточно сложных задач 
на доказательство, сопровождаемая использованием современных интерактив-
ных сред для построения соответствующего чертежа, выводит учебный процесс 
на боле высокий уровень, повышает математическую культуру обучаемых. Тот 
факт, что задачи взяты из предлагаемых на ЕГЭ, свидетельствует об актуально-
сти рассматриваемой в настоящем исследовании проблемы.

Статья поступила в редакцию 03.12.2018 г.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÀ ÑËÎÆÍÎÉ 
ÍÅÈÇÌÅÍßÅÌÎÉ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Акбаров Э. А., Калашников Е. В.
Московский государственный областной университет

141014, Московская область, г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24

Российская Федерация

Аннотация. Анализируется задача перемещения и встраивания объекта неизменяемой 
конфигурации в ограниченном пространстве. Строится алгоритм и программа, имити-
рующая поведение такого объекта, на примере перемещения «коня» по шахматной до-
ске. Находятся оптимальные пути перемещения объекта неизменяемой формы в нужную 
клетку доски и минимальное время для преодоления всего пути и встраивания в нужную 
точку.

Ключевые слова: имитационное моделирование, неизменяемая сложная конфигурация, 
ограниченное пространство, алгоритм перемещения.

SIMULATION OF MOTION OF AN OBJECT WITH IMMUTABLE COMPLEX 
CONFIGURATION IN A CONFINED SPACE

E. Akbarov, E. Kalashnikov
Moscow Region State University

ul. Very Voloshinoi 24, 141014 Mytishchi, Moscow Region, Russian Federation

Abstract. The problem of moving and embedding an object of immutable form in a confined 
space is analyzed. An algorithm and a program simulating the behavior of such an object 
are constructed on the example of moving a ‘knight’ on a chessboard. It is shown that there 
exist optimal ways to move an object of immutable form in the required chessboard cell and a 
minimum time to overcome all the way and embed it in the desired point.

Keywords: simulation modeling, immutable complex configuration, confined space, movement 
algorithm.

Введение
Задача транспорта объектов (тел) сложной неизменяемой конфигурации воз-

никает в разных областях современной науки. В частности, в задачах редактиро-
вания ДНК молекулы [1; 2] необходимо доставлять в определённое место этой 
молекулы и в определённое время вполне определённого типа (определённой 
конфигурации и определённых размеров) молекулу белка. При этом транспор-
тируемая молекула в процессе встраивания может поджиматься, вращаться, 
но, встроившись, принимает форму, допустимую молекулой ДНК. Другая такая 

© CC BY Акбаров Э. А., Калашников Е. В., 2019.
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проблема возникает в задачах выращивания (например, полупроводниковых) 
гетероструктур наномасштабов. Здесь важно, чтобы в процессе роста двумерной 
структуры в перемещающийся фронт вовремя подходили атомы определённой 
(электронной SP или SPD) конфигурации и могли встроиться в нужное место 
фронта для того, чтобы гарантировать требуемую зонную структуру [3]. Но при-
ведённые задачи, кроме того, включают в себя ещё одну сложность. Она связана 
с тем, что в этих задачах необходимо перемещать и встраивать молекулы или 
атомы на ограниченном пространстве. Другими словами, выстраивание новой 
структуры (редактирование ДНК молекулы или рост гетероструктуры) связано 
с переносом молекулы или атома определённой конфигурации и размеров, име-
ющих неизменяемую (или мало изменяемую) форму в ограниченном простран-
стве, и их встраиванием в объекты с предписанной конфигурацией. Наконец, 
существует острая социальная проблема – адаптация личности в коллективе 
[4–7]. В этом случае вместо пространственной неизменяемой конфигурации 
возникает набор состояний или принципов отношения личности к окружению. 
Набор таких принципов для личности может служить аналогом неизменяемой 
конфигурации. Задачи сложные и требуют, на первый взгляд, всякий раз своего 
индивидуального подхода. Тем не менее, возможен общий подход к выше при-
ведённой проблеме, основанный на имитационном моделировании. 

Имитационное моделирование – это метод исследования, в ходе которого 
изучаемая система заменяется описывающей её моделью. Подобный подход яв-
ляется эффективным средством исследования сложных систем, параметры ко-
торых изменчивы во времени [8]. В данной работе рассматриваются системы, 
основным аспектом поведения в которых является перемещение в пространстве 
одного объекта, иные аспекты не рассматриваются.

Перемещение объекта сложной неизменяемой конфигурации в ограниченном 
пространстве – проблема, заключающаяся в том, что для расчёта наискорей-
шего достижения объектом заданной точки необходимо, помимо ограничений 
пространства, учитывать строго заданную конфигурацию объекта, накладыва-
ющую дополнительные ограничения на возможности его перемещения [9].

Моделирование объекта сложной неизменяемой конфигурации в ограничен-
ном пространстве (ОСНКОП) будет рассмотрено на примере движения шах-
матного коня по шахматной доске из одной заданной точки (клетки) в другую. 
Доска выступит ограниченным пространством, а необходимость делать ход 
конём буквой «Г» – его неизменяемой конфигурацией. Задача перемещение 
коня по доске в заданную точку (клетку) оказывается более сложной задачей 
по сравнению с вышеперечисленными. Поскольку здесь рассматривается «жёст-
кая» двумерная задача: конь (его буква «Г») не может быть поджат, перевёрнут 
вокруг своей оси – то это сложная двумерная, неизменяемая фигура перемеща-
ется в ограниченном двумерном пространстве в заданную его клетку [10; 11]. 
Таким образом, задачей данной работы является исследование перемещения 
двумерного объекта сложной неизменяемой конфигурации из одной точки 
(клетки) в другую, предписанную точку (клетку) ограниченного двумерного 
пространства. 
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1.1. Постановка задачи
Для поиска решения поставленной задачи создаём программу, имитирующую 

движение коня по доске на языке программирования PascalABC.
Алгоритм действий:
Пользователем вводятся координаты начальной и конечной точек маршрута, 

а также координаты клетки, занятой другой фигурой:
• конь движется по доске, совершая ходы в случайном порядке; 
• дойдя до указанной клетки, конь останавливается;
• конь не ходит на занятую другой фигурой клетку.
Функционал программы: вывод на экран условного шахматного поля с отмет-

ками точек, координаты которых вводит пользователь. Построение маршрута 
движения коня по доске.

Для написания кода используется PascalABC.Net.

1.2. Маршрут движения шахматного коня
Конь может пойти на одно из полей, ближайших к тому, на котором он стоит, 

но не на той же самой горизонтали, вертикали или диагонали, то есть он ходит 
кириллической буквой «Г» (или латинской «L»).

Всего конь имеет 8 различных вариантов хода [12] (рис. 1.2.1).

Рис. 1.2.1. Доступные шахматному 
коню варианты движения.

Рис. 1.2.2. Клетки с двумя 
вариантами движения.

Из угловых клеток ему доступно всего два варианта движения (рис. 1.2.2.).
Из клеток, прилегающих к одной из сторон и отстоящих от другой на одну 

клетку, – три варианта движения (рис. 1.2.3).
Из клеток, отступающих от обеих сторон на одну клетку, – четыре варианта 

движения (рис. 1.2.4).
Из клеток, отступающих от одной стороны на одну клетку и от другой на 

две, – шесть вариантов движения (рис. 1.2.5).
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Рис. 1.2.3. Клетки с тремя вариантами 
движения.

Рис. 1.2.4. Клетки с четырьмя вариантами 
движения.

Рис. 1.2.5. Клетки с шестью вариантами 
движения.

Рис. 2.1.1. Обозначение соотношений 
ходов коня.

Из всех остальных клеток доски доступно восемь вариантов движения.

2.1. Постановка условий движения
1. Движение коня происходит в случайном порядке, выбирается один из 

восьми вариантов движения.
2. Конь не должен выходить за границы «доски» (8x8 клеток).
3. Конь не может двигаться назад на ту клетку, с которой только что пришёл, 

чтобы избежать топтания на месте [13]. Соотношения ходов на одной линии 
(рис. 2.1.1):

1. 1-4, 4-1
2. 2-3, 3-2
3. 5-8, 8-5
4. 6-7, 7-6
4. Конь не должен останавливаться на клетке, которая занята другой фигу-

рой. Если выбранная случайно клетка оказалась занята, конь выбирает новую.
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5. Если необходимая клетка находится в пределах досягаемости одного хода, 
фигура сразу переходит на неё.

2.2. Написание кода программы
1. Подключается модуль graphABC, задаются все необходимые переменные.

usesgraphABC;
vari, n, m, wst, hst, lm:integer;
xS, yS, xs1, ys1, xs2, ys2, xs3, ys3, a, ci: real;
check: boolean;

2. Задаются размеры окна и одной клетки доски, создаётся само окно и его 
разметка.

begin
randomize;
wst:=600;
hst:=wst;
SetWindowSize(wst, hst);
setpencolor(clblack);
setpenwidth (1);
xS:=0;
yS:=0;
a:=wst/8;
ci:=0;
fori := 1 to 9 do
begin
line (round(xS), round(yS+(a*(i-1))), round(xS+a*8), round(yS+(a*(i-1))));
line (round(xS+a*(i-1)), round(yS), round(xS+a*(i-1)), round(yS+a*8));
end;

3. Пользователем вводятся координаты начальной и конечной точек, а так-
же координаты занятой клетки. Программа не продолжит выполнение, пока 
введённые координаты не будут больше или равны 1 и меньше или равны 8. 
Результаты отображаются в созданном ранее окне.

setpencolor(clred);
setpenwidth (12);
repeat
writeln (‘Введите координаты начальной точки’);
readln (n, m);
until (n>=1) and (n<=8) and (m>=1) and (m<=8);
xs1:=a*n-a/2;
ys1:=yS+a*m-a/2;
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Circle(round(xs1), round(yS1), 5);
Moveto(round(xs1), round(yS1));
setpencolor (clblue);
repeat
writeln (‘Введите координаты конечной точки’);
readln (n, m);
until (n>=1) and (n<=8) and (m>=1) and (m<=8);
xs2:=a*n-a/2;
ys2:=a*m-a/2;
Circle(round(xs2), round(yS2), 5);
repeat
writeln (‘Введите координаты занятой клетки’);
readln (n, m);
until (n>=1) and (n<=8) and (m>=1) and (m<=8);
xs3:=xS+a*n-a/2;
ys3:=yS+a*m-a/2;
FloodFill(round(xs3), round(ys3), clblue);
setpencolor(clblack);
setpenwidth (1);

4. Для построения пути фигуры используется цикл repeat, который будет 
выполняться до тех пор, пока координаты положения фигуры (xs1,ys1) не бу-
дут равны координатам конечной точки (xs2,ys2). Задаётся значение переменной 
типа boolean для преждевременного выхода из цикла while при значении false. 
Для выбора одного из восьми возможных вариантов движения задаётся слу-
чайное значение переменной lm. В зависимости от её значения рассматривается 
один из условных операторов if.

Внутри каждого из операторов if задаётся дополнительный условный опера-
тор для проверки выхода за границы поля, возвращения назад (ci = номер из 
соотношения в п. 2.1.3) и повторения хода (ci=lm). Если одно из этих условий 
выполняется – происходит выход из цикла. В противном случае задаются новые 
координаты (xs1, ys1) и ci присваивается значение lm.

repeat
check:=false;
while check = false do
begin
lm:=random(1,8);

if lm=1 then
begin
if ((xs1+a*2)>600) or ((ys1-a*1)<0) or (((xs1+a*2)=xs3) and ((ys1-a*1)=ys3)) or 

(ci=4) or (ci=1) then
check:=false
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else
begin
xs1:=xs1+a*2;
ys1:=ys1-a*1;
check:=true;
end;
end
else

if lm=2 then
begin
if ((xs1+a*2)>wst) or ((ys1+a*1)>hst) or (((xs1+a*2)=xs3) and ((ys1+a*1)=ys3)) 

or (ci=3) or (ci=2) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1+a*2;
ys1:=ys1+a*1;
check:=true;
end;
end
else

if lm=3 then
begin
if ((xs1-a*2)<0) or ((ys1-a*1)<0) or (((xs1-a*2)=xs3) and ((ys1-a*1)=ys3)) or 

(ci=2) or (ci=3) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1-a*2;
ys1:=ys1-a*1;
check:=true;
end;
end
else

if lm=4 then
begin
if ((xs1-a*2)<0) or ((ys1+a*1)>hst) or (((xs1-a*2)=xs3) and ((ys1+a*1)=ys3)) or 

(ci=1) or (ci=4) then
check:=false
else
begin
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xs1:=xs1-a*2;
ys1:=ys1+a*1;
check:=true;
end;
end
else

if lm=5 then
begin
if ((xs1+a*1)>wst) or ((ys1-a*2)<0) or (((xs1+a*1)=xs3) and ((ys1-a*2)=ys3)) or 

(ci=8) or (ci=5) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1+a*1;
ys1:=ys1-a*2;
check:=true;
end;
end
else

if lm=6 then
begin
if ((xs1+a*1)>wst) or ((ys1+a*2)>hst) or (((xs1+a*1)=xs3) and ((ys1+a*2)=ys3)) 

or (ci=7) or (ci=6) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1+a*1;
ys1:=ys1+a*2;
check:=true;
end;
end
else

if lm=7 then
begin
if ((xs1-a*1)<0) or ((ys1-a*2)<0) or (((xs1-a*1)=xs3) and ((ys1-a*2)=ys3)) or 

(ci=6) or (ci=7) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1-a*1;
ys1:=ys1-a*2;
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check:=true;
end;
end
else

if lm=8 then
begin
if ((xs1-a*1)<0) or ((ys1+a*2)>hst) or (((xs1-a*1)=xs3) and ((ys1+a*2)=ys3)) or 

(ci=5) or (ci=8) then
check:=false
else
begin
xs1:=xs1-a*1;
ys1:=ys1+a*2;
check:=true;
end;
end;
end;
ci:=lm;

5. Происходит движение в точку с указанными координатами. Для нагляд-
ности в конце пути рисуется небольшая точка.

lineto(round(xS1), round(yS1));
moveto(round(xS1), round(yS1));
Circle(round(xS1), round(yS1), 3);

6. Проводится проверка нахождения конечной точки в пределах одного хода 
от последней точки пути. Если условие выполняется – фигура сразу перемеща-
ется на конечную точку.

if ((xs1+a*2=xs2) and (ys1-a=ys2)) or ((xs1+a*2=xs2) and (ys1+a=ys2)) or
((xs1-a*2=xs2) and (ys1-a=ys2)) or ((xs1-a*2=xs2) and (ys1+a=ys2)) or
((xs1+a=xs2) and (ys1-a*2=ys2)) or ((xs1+a=xs2) and (ys1+a*2=ys2)) or
((xs1-a=xs2) and (ys1-a*2=ys2)) or ((xs1-a=xs2) and (ys1+a*2=ys2)) then
begin
lineto(round(xS2), round(yS2));
xs1:=xs2;
ys1:=ys2;
end;

until (xs1=xs2) and (ys1=ys2);
end.
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2.3. Анализ результатов
Приведённая задача позволяет понять принцип перемещения тела неизменя-

емой формы из одной заданной точки ограниченного пространства в другую, 
предписанную точку.

Для получения кратчайшего из всех возможных путей следует выполнить ос-
новной цикл программы число раз, равное количеству возможных комбинаций 
путей на шахматной доске, добавив счётчик совершенных ходов. После выпол-
нения вывести на экран именно этот вариант.

Выводы
В данной работе был рассмотрен способ моделирования перемещения объек-

та сложной неизменяемой конфигурации в ограниченном пространстве на при-
мере построения маршрута движения шахматного коня по доске. Такой марш-
рут предполагает переход из одной клетки доски в предписанную клетку при 
учёте, что на пути перемещения могут существовать препятствия (желаемые 
для «хода коня» клетки заняты). Это позволяет оценить минимальное время для 
прохождения маршрута и встраивания «коня» в предписанную клетку (конфи-
гурацию). Это минимальное время является временем, контролирующим весь 
сложный процесс перемещения и встраивания объекта неизменяемой конфигу-
рации в предписанную точку ограниченного пространства.

Полученная программа учитывает условия перемещения фигуры, а также не 
даёт ей выйти за пределы обозначенного поля 8x8 клеток.

Рассмотренный подход ориентирован не только на анализ поведения объекта 
сложной конфигурации в пространстве. Он позволяет анализировать поведение 
системы со сложным набором состояний в пространстве случайных событий 
и может быть использован при построении моделей других систем, основным 
аспектом поведения которых является встраивание объекта (или набора связан-
ных состояний) в заранее предписанные структуры.

Статья поступила в редакцию 17.01.2019 г.
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