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ÐÅØÅÍÈÅ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ  
ÌÎÈÑÈËÀ-TÅÎÄÎÐÅÑÊÓ Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÑËÎÅ 

Алгазин О. Д., Копаев А. В. 1 
Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана  
(национальный исследовательский университет) 
105005, г. Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель: найти точные решения смешанной краевой задачи для системы уравнений Мо-
исила-Теодореску в бесконечном слое. 
Процедура и методы. В статье рассмотрены смешанные краевые задачи для системы 
уравнений Моисила-Теодореску в слое и для системы Коши-Римана в полосе. Эти задачи 
сводятся к смешанным краевым задачам Дирихле-Неймана для уравнения Лапласа в слое 
и в полосе, соответственно, явные решения которых получены авторами ранее с помо-
щью преобразования Фурье обобщённых функций медленного роста.  
Результаты. Получены точные решения смешанных краевых задач для системы Моисила-
Теодореску и для системы Коши-Римана, которые записываются в виде свёрток быстро 
убывающих, бесконечно дифференцируемых функций (ядер) с граничными функциями, 
которые считаются обобщёнными функциями медленного роста. Если граничные функ-
ции являются обычными функциями медленного роста, то решения записываются инте-
гральными формулами, которые можно считать аналогом формул Келдыша-Седова. В 
частности, если граничные функции являются полиномами, то решения также являются 
полиномами. 
Теоретическая и/или практическая значимость работы заключается в получении точных 
решений смешанных краевых задач для системы Моисила-Теодореску и для системы 
Коши-Римана. 
Ключевые слова: Система уравнений Моисила-Теодореску, система уравнений Коши-Ри-
мана, краевая задача Римана-Гильберта, краевая задача Шварца, смешанная краевая за-
дача, обобщённые функции медленного роста 

                                                 
1 © CC BY Алгазин О. Д., Копаев А. В., 2022. 
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SOLUTION OF A MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE MOISIL–TEODORESKU SYSTEM IN AN INFINITE LAYER 

O. Algazin, A. Kopaev 
Bauman Moscow State Technical University 
ul. 2-ya Baumanskaya 5, stroenie 1, Moscow 105005, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The purpose of the paper is to find exact solutions of a mixed boundary value problem for 
a system of Moisil–Teodorescu equations in an infinite layer. 
Methodology. The paper considers mixed boundary value problems for the Moisil–Teodorescu 
system of equations in a layer and for the Cauchy–Riemann system in a strip. These problems 
are reduced to mixed Dirichlet–Neumann boundary value problems for the Laplace equation in 
a layer and in a strip, respectively, whose explicit solutions were previously obtained by the 
authors using the Fourier transform of generalized functions of slow growth. 
Results. Exact solutions of mixed boundary value problems for the Moisil–Teodorescu system 
and for the Cauchy–Riemann system are obtained, which are written as convolutions of rapidly 
decreasing, infinitely differentiable functions (kernels) with boundary functions that are consid-
ered to be generalized functions of slow growth. If the boundary functions are ordinary functions 
of slow growth, then the solutions are written using integral formulas, which can be considered 
analogous to the Keldysh–Sedov formulas. In particular, if the boundary functions are polyno-
mials, then the solutions are also polynomials. 
Research implications. Exact solutions of mixed boundary value problems for the Moisil–Teo-
dorescu system and for the Cauchy–Riemann system are obtained. 
Keywords: Moisil–Teodorescu system of equations, Cauchy–Riemann system of equations, Rie-
mann–Hilbert boundary value problem, Schwartz boundary value problem, mixed boundary 
value problem, generalized functions of slow growth 

 
Введение 

Система дифференциальных уравнений 

                                                

⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪
⎧𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

−  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 +  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

+  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

                                             (1) 

 
где 𝜕𝜕�(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕)𝑥 𝜕𝜕�(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕)𝑥 𝜕𝜕�(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕)𝑥 𝜕𝜕�(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕)𝑥 𝜕𝜕 = (𝜕𝜕�𝑥 𝜕𝜕�) функции трёх переменных, 
введена румынскими математиками Г. Моисилом и Н. Теодореску [1] как обоб-
щение на случай трёх переменных системы уравнений Коши-Римана для функ-
ций двух переменных 𝑢𝑢(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕)𝑥 𝑣𝑣(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) 
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⎩⎪
⎨
⎪⎧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
                                               (2) 

В случае системы Коши-Римана (2) функции  𝜕𝜕(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) и 𝜕𝜕(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) являются гар-
моническими, а функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝜕𝜕(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) + 𝑖𝑖𝜕𝜕(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) является аналитической (го-
ломорфной). 

В случае системы Моисила-Теодореску (1) четырёхкомпонентный вектор 𝑞𝑞 =
(𝑞𝑞�𝑥 𝑞𝑞�𝑥 𝑞𝑞�𝑥 𝑞𝑞�) называется голоморфным, а его компоненты являются гармони-
ческими функциями трёх переменных.  

Теория краевых задач для аналитических функций (для системы Коши-Ри-
мана) изложена в книгах [2; 3]. Задачей Гильберта (Римана-Гильберта) называ-
ется задача отыскания аналитической функции (решения системы (2)) в области 
𝐷𝐷, если на границе области 𝜕𝜕𝐷𝐷 задана линейная комбинация функций 𝜕𝜕 и 𝜕𝜕𝑣 

𝑎𝑎𝜕𝜕 + 𝑎𝑎𝜕𝜕 = 𝑎𝑎 
или 

���(𝑎𝑎 − 𝑖𝑖𝑎𝑎)𝑓𝑓� = 𝑎𝑎𝑥 
где 𝑎𝑎𝑥 𝑎𝑎𝑥 𝑎𝑎 − заданные функции. 

Частный случай, если 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑥 𝑎𝑎 𝑎 0, называется задачей Шварца. 
В случае кусочно-постоянных коэффициентов 𝑎𝑎 и 𝑎𝑎, если на одной части гра-

ницы 𝑎𝑎 = 𝑎𝑥 𝑎𝑎 = 0, а на оставшейся части границы 𝑎𝑎 = 0𝑥 𝑎𝑎 = 𝑎, то есть на одной 
части границы задана функция 𝜕𝜕, а на оставшейся части границы задана функ-
ция 𝜕𝜕, мы имеем смешанную краевую задачу [2, с. 472; 3, с. 308]. Для случая по-
луплоскости решение этой задачи даётся формулой Келдыша-Седова [2–4]. 

Основные факты теории аналитических функций переносятся на голоморф-
ные векторы [5, с. 222; 6, с. 164]. Например, в [6, с. 179] рассмотрен один из ана-
логов задачи Римана-Гильберта для полупространства. Другие аналоги задачи 
Римана-Гильберта для ограниченных областей в ℝ� рассмотрены в [7; 8]. 

В данной работе мы рассматриваем смешанную краевую задачу для системы 
уравнений Моисила-Теодореску в бесконечном слое 

𝐷𝐷 = �(𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕) ∈ ℝ�𝑣 𝜕𝜕 ∈ ℝ�𝑥 0 < 𝜕𝜕 < 𝑎𝑎�𝑥 
в которой требуется найти решение системы (1), удовлетворяющее граничным 

условиям: 
𝑞𝑞�(𝜕𝜕𝑥 0) = 𝑘𝑘(𝜕𝜕)𝑥 𝑞𝑞�(𝜕𝜕𝑥 𝑎𝑎) = 𝑙𝑙(𝜕𝜕)𝑥 𝑞𝑞�(𝜕𝜕𝑥 𝑎𝑎) = 𝑚𝑚(𝜕𝜕)𝑥 𝑞𝑞�(𝜕𝜕𝑥 0) = 𝑛𝑛(𝜕𝜕).     

Предварительно мы решаем смешанную краевую задачу для системы уравне-
ний Коши-Римана в полосе. 

Полученные интегральные формулы, представляющие решение, можно рас-
сматривать как аналог формул Келдыша-Седова. 

 
1. Смешанная краевая задача для системы Коши-Римана в полосе 

Требуется решить краевую задачу 
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⎩⎪
⎨
⎪⎧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
 , −∞ < 𝜕𝜕 < ∞,   0 < 𝜕𝜕 < 𝑥𝑥,                 𝑥𝑥𝑥 

𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 0𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥, 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥, −∞ < 𝜕𝜕 < ∞𝑥  (3) 
Эта задача сводится к двум смешанным краевым задачам Дирихле-Неймана для 
уравнения Лапласа в полосе для функций 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 и 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥: 

 
                                   Δ𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 0, −∞ < 𝜕𝜕 < ∞,   0 < 𝜕𝜕 < 𝑥𝑥,                    𝑥4𝑥  
                         𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 0𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥, 𝜕𝜕�𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥𝑥 = −𝜓𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥,                                       𝑥𝜓𝑥 
                    Δ𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 0, −∞ < 𝜕𝜕 < ∞,   0 < 𝜕𝜕 < 𝑥𝑥,                                    𝑥𝑥𝑥 
                          𝜕𝜕�𝑥𝜕𝜕, 0𝑥 = 𝜑𝜑�𝑥𝜕𝜕𝑥, 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥𝑥                                          𝑥7𝑥 

Эти задачи решены в [9]. Их решения записываются в виде свёрток 
                          𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = φ𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝑟𝑟𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 − 𝜓𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 ,                                𝑥9𝑥 
                   𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝑟𝑟𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥 − 𝜑𝜑�𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥 ,                      𝑥10𝑥 

где для ядер введены обозначения (ℱ��� − обратное преобразование Фурье)  

𝑟𝑟𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = ℱ����𝑅𝑅�𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥, 𝑅𝑅𝑥𝑡𝑡, 𝜕𝜕𝑥 = ch�𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥�
ch𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥 , 𝑡𝑡 𝑡 𝑡  , 

𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = ℱ����𝑆𝑆�𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥, 𝑆𝑆𝑥𝑡𝑡, 𝜕𝜕𝑥 = sh𝑥𝑡𝑡𝜕𝜕𝑥
𝑡𝑡 ch𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥 , 𝑡𝑡 𝑡 𝑡   , 

𝑟𝑟𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 1
𝑥𝑥  

sin �π𝜕𝜕
𝑥𝑥𝑥� ch �π𝜕𝜕

𝑥𝑥𝑥�
ch �𝜋𝜋𝜕𝜕

𝑥𝑥 � − cos �𝜋𝜋𝜕𝜕
𝑥𝑥 �

, 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 1
𝑥π ln �

ch �π𝜕𝜕
𝑥𝑥𝑥� + sin �π𝜕𝜕

𝑥𝑥𝑥�
ch �π𝜕𝜕

𝑥𝑥𝑥� − sin �π𝜕𝜕
𝑥𝑥𝑥�

� 𝑥 

Заданные функции φ𝑥𝜕𝜕𝑥 и ψ𝑥𝜕𝜕𝑥 можно считать обобщёнными функциями мед-
ленного роста, φ𝑥𝜕𝜕𝑥, ψ𝑥𝜕𝜕𝑥 𝑡 𝒮𝒮𝜓𝑥𝑡𝑥 [10]. В этом случае решения системы Коши-
Римана 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 и 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 имеют граничные значения в смысле теории обобщен-
ных функций: 

lim���� 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥  в  𝒮𝒮�𝑥𝑡𝑥, lim���� 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥  в  𝒮𝒮�𝑥𝑡𝑥, 
то есть для каждой основной функции 𝛼𝛼𝑥𝜕𝜕𝑥 𝑡 𝒮𝒮 𝑥𝑡𝑥 имеют место равенства: 
lim�����𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥, 𝛼𝛼𝑥𝜕𝜕𝑥� = �𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥, 𝛼𝛼𝑥𝜕𝜕𝑥�, lim�����𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥, 𝛼𝛼𝑥𝜕𝜕𝑥� = �𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥, 𝛼𝛼𝑥𝜕𝜕𝑥�𝑥 

Замечание 1. По свойствам свёртки  

𝜓𝜓�𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥� 

𝜑𝜑�𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥 ∗ 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕, 𝑥𝑥 − 𝜕𝜕𝑥�, 
и формулы (9), (10) можно менять в соответствии с этими равенствами. 

Если φ𝑥𝜕𝜕𝑥 и ψ𝑥𝜕𝜕𝑥 − обычные функции медленного роста, то граничные зна-
чения функций 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 и 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 существуют в обычном смысле, то есть в каждой 
точке непрерывности функций φ𝑥𝜕𝜕𝑥 и ψ𝑥𝜕𝜕𝑥 имеют место равенства: 

lim���� 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝜕𝜕𝑥, lim���� 𝜕𝜕𝑥𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝑥 = 𝜓𝜓𝑥𝜕𝜕𝑥𝑥 
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Эти же равенства имеют место в некотором интервале в том случае, когда 
обобщённая функция 𝜑𝜑(𝑥𝑥) �𝜓𝜓(𝑥𝑥)� совпадает в этом интервале с непрерывной 
функцией. 

Когда φ(𝑥𝑥), 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) и ψ(𝑥𝑥), 𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥) 𝜓 обычные функции медленного роста, 
свёртки (9), (10) записываются интегральными формулами: 

 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 1
𝑎𝑎 sin �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� � φ(𝑡𝑡)
�

��
 

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
𝑎𝑎 � 𝜓 cos �π𝑥𝑥

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜓 

𝜓 1
2π � ψ�(𝑡𝑡) ln �

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 � + sin �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 � 𝜓 sin �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
� 𝑑𝑑𝑡𝑡 ,

�

��
 

𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 1
𝑎𝑎 cos �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� � ψ (𝑡𝑡)
�

��
 

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
𝑎𝑎 � + cos �π𝑥𝑥

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜓 

𝜓 1
2π � 𝜑𝜑�(𝑡𝑡) ln �

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 � + cos �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 � 𝜓 cos �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
� 𝑑𝑑𝑡𝑡

�

��
. 

Если 𝜑𝜑(𝑥𝑥) и 𝜓𝜓(𝑥𝑥) – полиномы, то 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) и 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) тоже являются полиномами 
и явные формулы для них получены в [11]. 

Решение смешанной краевой задачи (2), (3) единственно в классе функций 
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) медленного роста по 𝑥𝑥:  

� |𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑥𝑥)|
�

��
(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑 𝑑𝑑  ,     

для некоторого 𝑚𝑚 𝑚 𝑚 и для каждого 𝑥𝑥 𝑦 (𝑚, 𝑎𝑎). 
Пример 1. 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝐻𝐻(𝑥𝑥), 𝜓𝜓(𝑥𝑥) = 𝑚. 
Здесь 𝐻𝐻(𝑥𝑥) 𝜓 функция Хевисайда, её производная 𝐻𝐻�(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥) 𝜓 дельта-

функция Дирака. Решение смешанной задачи (2), (3) получаем по формулам (9), 
(10): 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = φ(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 𝜓 𝜓𝜓�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 𝐻𝐻(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 

= 1
𝑎𝑎 sin �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� �  
�

�
 

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝜓 𝑡𝑡)
𝑎𝑎 � 𝜓 cos �π𝑥𝑥

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 1

π arctg �
sh �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
sin �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
� + 1

2 . 

𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥, 𝑎𝑎 𝜓 𝑥𝑥) 𝜓 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑎𝑎 𝜓 𝑥𝑥) = 𝜓𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑎𝑎 𝜓 𝑥𝑥) = 

= 𝜓𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑎𝑎 𝜓 𝑥𝑥) = 1
2π ln �

ch �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎� 𝜓cos �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� +cos �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎�

� . 

Легко проверить, что 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) и 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) удовлетворяют системе Коши-Римана (2) 
и выполняются граничные условия: 
lim���� 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 1, если 𝑥𝑥 𝑥 𝑚, lim���� 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 𝑚, если 𝑥𝑥 𝑑 𝑚, lim���� 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 𝑚. 
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В точке разрыва функции 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻  lim���� 𝑢𝑢𝐻𝑢𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢 
Пример 2. 𝜑𝜑𝐻𝐻𝐻𝐻 𝑢 𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻𝑢 𝜓𝜓𝐻𝐻𝐻𝐻 𝑢 𝑢𝑢 
По формулам (9), (10): 

𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 φ𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑟𝑟𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 − 𝜓𝜓�𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑠𝑠𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑟𝑟𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑟𝑟𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 

𝑢 𝑢
𝑎𝑎 

sin �π𝑢𝑢
𝑢𝑎𝑎� ch �π𝐻𝐻

𝑢𝑎𝑎�
ch �𝜋𝜋𝐻𝐻

𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝑢𝑢
𝑎𝑎 �

 𝑢 

𝑣𝑣𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝜓𝜓𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑟𝑟𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝐻 − 𝜑𝜑�𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑠𝑠𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝐻 𝑢 −𝛿𝛿�𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑠𝑠𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝐻 𝑢 

𝑢 − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐻𝐻 �𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻 ∗ 𝑠𝑠𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝐻� 𝑢 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐻𝐻 𝑠𝑠𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝐻 𝑢 

𝑢 − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐻𝐻 � 𝑢

𝑢π ln �
ch �π𝐻𝐻

𝑢𝑎𝑎� +cos �π𝑢𝑢
𝑢𝑎𝑎�

ch �π𝐻𝐻
𝑢𝑎𝑎� −cos �π𝑢𝑢

𝑢𝑎𝑎�
�� 𝑢 𝑢

𝑎𝑎  
cos �π𝑢𝑢

𝑢𝑎𝑎� sh �π𝐻𝐻
𝑢𝑎𝑎�

ch �𝜋𝜋𝐻𝐻
𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝑢𝑢

𝑎𝑎 �
 

Легко проверить, что 𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 и 𝑣𝑣𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 удовлетворяют системе Коши-Римана (2) 
и выполняются граничные условия в следующем смысле: 

lim���� 𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻  в  𝒮𝒮�𝐻ℝ𝐻𝑢 
то есть для каждой функции 𝛼𝛼𝐻𝐻𝐻𝐻 ∈ 𝒮𝒮 𝐻ℝ𝐻, имеет место равенство 

lim����
𝑢
𝑎𝑎 sin �π𝑢𝑢

𝑢𝑎𝑎� � 𝛼𝛼𝐻𝐻𝐻𝐻
�

��
 

 ch �π𝐻𝐻
𝑢𝑎𝑎�

ch �𝜋𝜋𝐻𝐻
𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝑢𝑢

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑢 𝛼𝛼𝐻𝑢𝐻𝑢 

В интервалах 𝐻−∞𝑢 𝑢𝐻 и 𝐻𝑢𝑢 ∞𝐻 обобщённая функция 𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻 совпадает с непре-
рывной функцией тождественно равной нулю, поэтому 

lim���� 𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑢 для 𝐻𝐻 𝑥 𝑢𝑢 
Также 

lim���� 𝑣𝑣𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑢𝑢 
Пример 3. 𝜑𝜑𝐻𝐻𝐻𝐻 𝑢 𝐻𝐻�𝑢 𝜓𝜓𝐻𝐻𝐻𝐻 𝑢 𝐻𝐻�𝑢 
По формулам, приведённым в [11], получим решение смешанной краевой за-

дачи: 
𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝐻𝐻� − 𝑢𝑢� + 𝑢𝑎𝑎𝑢𝑢 − 𝑎𝐻𝐻�𝑢𝑢 + 𝑢𝑢� − 𝑎𝑎𝑎�𝑢𝑢𝑢 

𝑣𝑣𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑎𝑎𝑎�𝐻𝐻 + 𝐻𝐻� − 𝑎𝐻𝐻𝑢𝑢� − 𝑢𝑎𝑎𝐻𝐻 + 𝑢𝐻𝐻𝑢𝑢𝑢 
Аналитическая функция, дающая решение задачи Римана-Гильберта: 

𝑓𝑓𝐻𝑧𝑧𝐻 𝑢 𝑢𝑢𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 + 𝑖𝑖𝑣𝑣𝐻𝐻𝐻𝑢 𝑢𝑢𝐻 𝑢 𝑖𝑖𝑧𝑧� + 𝑧𝑧� + 𝐻𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎� − 𝑢𝑖𝑖𝑎𝑎𝐻𝑧𝑧𝑢 
Re 𝑓𝑓𝐻𝐻𝐻𝐻 𝑢 𝐻𝐻�𝑢 Im 𝑓𝑓𝐻𝐻𝐻 + 𝑖𝑖𝑎𝑎𝐻 𝑢 𝐻𝐻�𝑢 

 
2. Смешанная краевая задача для системы Моисила-Теодореску в слое 

Требуется решить краевую задачу  
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⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪
⎧𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

−  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 +  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

+  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

    (𝜕𝜕�, 𝜕𝜕�) = 𝜕𝜕 𝑥 𝑥�, 0 < 𝜕𝜕 < 𝑦𝑦,         (𝑦𝑦) 

  𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 0) = 𝑘𝑘(𝜕𝜕), 𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙(𝜕𝜕), 𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦) = 𝑚𝑚(𝜕𝜕), 𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 0) = 𝑛𝑛(𝜕𝜕)           (𝑦2) 
Задача (11), (12) сводится к четырём смешанным краевым задачам Дирихле-

Неймана для уравнения Лапласа в слое: 
Δ𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 𝑥 𝑥�, 0 < 𝜕𝜕 < 𝑦𝑦, 

                   𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 0) = 𝑘𝑘(𝜕𝜕),  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝜕𝜕, 𝑦𝑦) =  𝜕𝜕𝑙𝑙

𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝜕𝜕) −  𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝜕𝜕),                   (𝑦3) 

Δ𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 𝑥 𝑥�, 0 < 𝜕𝜕 < 𝑦𝑦, 
                 𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦) = 𝑙𝑙(𝜕𝜕),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝜕𝜕, 0) = −  𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) +  𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕),                 (𝑦4) 

Δ𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 𝑥 𝑥�, 0 < 𝜕𝜕 < 𝑦𝑦, 
                    𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦) = 𝑚𝑚(𝜕𝜕),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝜕𝜕, 0) =  𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) +  𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕),                 (𝑦5) 

Δ𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 𝑥 𝑥�, 0 < 𝜕𝜕 < 𝑦𝑦, 
                     𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 0) = 𝑛𝑛(𝜕𝜕),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝜕𝜕, 𝑦𝑦) = −  𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) −  𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕).            (𝑦6) 

Эти задачи решены в [9]. Их решения записываются в виде свёрток 

       𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑘𝑘(𝜕𝜕) ∗ 𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) + �  𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) −  𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕)� ∗ 𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) ,                 (𝑦7) 

 𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑙𝑙(𝜕𝜕) ∗ 𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦 − 𝜕𝜕) + � 𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) −  𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕)� ∗ 𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦 − 𝜕𝜕) ,        (𝑦8) 

𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑚𝑚(𝜕𝜕) ∗ 𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦 − 𝜕𝜕) − � 𝜕𝜕𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) +  𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕)� ∗ 𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝑦𝑦 − 𝜕𝜕) ,       (𝑦9) 

         𝜕𝜕�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = 𝑛𝑛(𝜕𝜕) ∗ 𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) − �  𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕) +  𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝜕𝜕)� ∗ 𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) .               (20) 

где для ядер введены обозначения (ℱ��� − обратное преобразование Фурье) 

𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = ℱ����𝑅𝑅��(𝜕𝜕, 𝜕𝜕), 𝑅𝑅�(𝑡𝑡, 𝜕𝜕) = 𝑐𝑐𝑐�𝑐𝑡𝑡𝑐(𝑦𝑦 − 𝜕𝜕)�
𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑡𝑡𝑐𝑦𝑦) , 𝑡𝑡 𝑥 𝑥�  , 

𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) = ℱ����𝑆𝑆��(𝜕𝜕, 𝜕𝜕), 𝑆𝑆�(𝑡𝑡, 𝜕𝜕) = 𝑠𝑠𝑐(𝑐𝑡𝑡𝑐𝜕𝜕)
𝑐𝑡𝑡𝑐 𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑡𝑡𝑐𝑦𝑦) , 𝑡𝑡 𝑥 𝑥 �  , 

Ядра 𝑟𝑟�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) и 𝑠𝑠�(𝜕𝜕, 𝜕𝜕) не выражаются через элементарные функции: 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

13

𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋�

𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑐(𝑎𝑎 𝑎 𝑥𝑥))
𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎𝑐𝑐) 𝑐𝑐

�

�
𝐽𝐽�(𝑐𝑐|𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑥 

𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋�

𝑠𝑠𝑐𝑐(𝑐𝑐𝑥𝑥)
𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎𝑐𝑐)

�

�
𝐽𝐽�(𝑐𝑐|𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥 

где 𝐽𝐽�(ρ|x|) 𝑎 функция Бесселя 1-го рода нулевого порядка.   
Заданные функции 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) можно считать обобщёнными функ-

циями медленного роста, 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) 𝑛 𝑛𝑛𝑛(𝑛�) [10]. В этом случае ре-
шения системы Моисила-Теодореску 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) имеют 
граничные значения в смысле теории обобщённых функций. 

Замечание 2. Формулы (17), (18), (19), (20) можно изменить в соответствии со 
свойствами свёртки. Например, 

� 𝑐𝜕𝜕𝑙𝑙𝜕𝜕𝑥𝑥�
(𝑥𝑥) 𝑎 𝑐𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑥𝑥�
(𝑥𝑥)� � 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �𝑙𝑙(𝑥𝑥) 𝑎 𝑚𝑚(𝑥𝑥)� � �𝑐𝜕𝜕𝑠𝑠�𝜕𝜕𝑥𝑥�

(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑎 𝑐𝜕𝜕𝑠𝑠�
𝜕𝜕𝑥𝑥�

(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)� 

= � 𝑐𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥� 𝑎
𝑐𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�� �𝑐�𝑙𝑙

(𝑥𝑥) 𝑎 𝑚𝑚(𝑥𝑥)� � 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)�. 
Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) – обычные функции медленного роста, то гранич-

ные значения функций 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑥 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) существуют в обычном 
смысле, то есть в каждой точке непрерывности функций 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) 
имеют место равенства 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥). 

Эти же равенства имеют место в некоторой области 𝐷𝐷 𝐷 𝑛� и в том случае, 
когда обобщённые функции 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) совпадают в этой области с не-
прерывными функциями.     

Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) и их первые производные – обычные функции мед-
ленного роста, свёртки (17), (18), (19), (20) записываются интегральными форму-
лами, например: 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋� 𝑘𝑘(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 � 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑐(𝑎𝑎 𝑎 𝑥𝑥))

𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎𝑐𝑐) 𝑐𝑐
�

�
𝐽𝐽�(𝑐𝑐|𝑥𝑥 𝑎 𝑡𝑡|)𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑

𝑛�
 

𝑑 1
2𝜋𝜋� � 𝑐𝜕𝜕𝑙𝑙𝜕𝜕𝑡𝑡�

(𝑡𝑡) 𝑎 𝑐𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑡𝑡�

(𝑡𝑡)� 𝑑𝑑𝑡𝑡 � 𝑠𝑠𝑐𝑐(𝑐𝑐𝑥𝑥)
𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎𝑐𝑐)

�

�
𝐽𝐽�(𝑐𝑐|𝑥𝑥 𝑎 𝑡𝑡|)𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐.

𝑛�
 

Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝑥𝑚𝑚(𝑥𝑥)𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) – полиномы, то свёртки (17), (18), (19), (20) являются 
полиномами, и явные формулы для них получены в [11]. 

Решение смешанной краевой задачи (11), (12) единственно в классе функций 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) медленного роста по 𝑥𝑥:  

� |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
𝑛�

(1 𝑑 |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑 𝑑𝑑𝑐𝑐𝑥 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� 𝑑 𝑥𝑥��𝑐𝑥𝑐𝑐 
для некоторого 𝑚𝑚 𝑚 𝑚 и для каждого 𝑥𝑥 𝑛 (𝑚𝑥 𝑎𝑎). 
Пример 4. 

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥�𝑥 𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥��𝑥 𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥��𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥�. 
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По формулам, приведённым в [11], получим решение смешанной краевой за-
дачи: 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) + (2𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 2𝑥𝑥�𝑥𝑥��) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥��𝑥𝑥� + 2𝑎𝑎𝑥𝑥�𝑥𝑥 − 𝑥𝑥�𝑥𝑥� + 2𝑥𝑥�𝑥𝑥�𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥�𝑥𝑥��𝑥𝑥 + 2
3 𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 2𝑎𝑎�𝑥𝑥�𝑥𝑥𝑦 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥�� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) + (𝑥𝑥�� − 𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥�𝑥𝑥�� − 𝑥𝑥�𝑥𝑥� + 𝑥𝑥�𝑎𝑎� + 𝑥𝑥��𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�� 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥�𝑥𝑥 + 2
3 𝑎𝑎� − 𝑎𝑎𝑥𝑥� + 1

3 𝑥𝑥�𝑦 
𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥�� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) − (2𝑥𝑥�𝑥𝑥� + 𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥��𝑥𝑥�� + 𝑥𝑥��𝑎𝑎� − 𝑥𝑥��𝑥𝑥� + 𝑥𝑥�� 𝑎𝑎� − 𝑥𝑥��𝑥𝑥� + 1
3 𝑥𝑥� + 5

3 𝑎𝑎� − 2𝑎𝑎�𝑥𝑥� − 2𝑎𝑎𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 
−𝑎𝑎𝑥𝑥� + 2𝑥𝑥�𝑥𝑥�𝑥𝑥 + 𝑥𝑥�𝑥𝑥𝑦 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − (𝑥𝑥�� + 2𝑥𝑥��𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 𝑥𝑥��𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥��𝑥𝑥�𝑥𝑥 + 2
3 𝑥𝑥�𝑥𝑥� + 1

3 𝑥𝑥� − 2𝑎𝑎�𝑥𝑥�𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑎𝑎�𝑦 
 

Заключение 
Получены точные решения смешанной краевой задачи для системы Моисила-

Теодореску в бесконечном слое. В случае, когда заданные на границе слоя функ-
ции являются функциями медленного роста, решения задачи записываются ин-
тегральными формулами, которые можно считать аналогом формулы Келдыша-
Седова для полуплоскости. 

 
Статья поступила в редакцию 07.04.2022 г. 
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ÂËÈßÍÈÅ ÄÅÔÅÊÒÍÎÑÒÈ ÑÎÒÎÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Â ÑÈÑÒÅÌÅ  
«ÑÎÒÎÂÀß ÌÀÒÐÈÖÀ – ÊÎÌÏÎÇÈÒ» ÍÀ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÝÌÈÑÑÈÞ  
Â ÈÇÌÅÍßÞÙÅÌÑß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÌ ÏÎËÅ 

Асеев Е. М., Калашников Е. В. 1 
Московский государственный областной университет  
141014, Московская обл., г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская Федерация 

Аннотация  
Цель статьи – экспериментальное изучение сложной системы, сочетающей в себе сото-
вую структуру, сопряжённую по нормали с композиционной структурой и имеющей де-
фектность.  
Процедура и методы. Рассматривается влияние дефектности сотовой структуры на аку-
стическую эмиссию в системе «сотовая матрица – композит», когда в роли внешнего воз-
мущения выступает изменяющееся температурное поле. Используются методы акустиче-
ской эмиссии. Вместо нагружения образца внешними силами используется температур-
ное поле. Градиенты температурного поля генерируют механические напряжения в об-
разце, возбуждая акустические поля в образце. Регистрировались акустические сигналы 
и температура образца. 
Результаты. Получены зависимости амплитуд акустических сигналов от времени, в связи 
с нагреванием образцов с дефектом и без дефекта. А также обнаружено влияние разме-
ров образца на акустическую эмиссию.  
Теоретическая и/или практическая значимость. Амплитудные характеристики сигналов 
акустической эмиссии позволяют контролировать сложные системы при различных тем-
пературах и обнаруживать дефекты без использования механического нагружения изде-
лий. Развиваемые методы акустической эмиссии в температурных полях применимы для 
анализа и контроля сложных инженерных конструкций. 
Ключевые слова: структура пчелиных сот, акустическая эмиссия, пьезоэлектрический 
преобразователь, температура, амплитуда, композит, неразрушающий контроль 

                                                 
1 © CC BY Асеев Е. М., Калашников Е. В., 2022. 
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EFFECT OF DEFECTS ON HONEYCOMB STRUCTURE IN A ‘HONEYCOMB – 
COMPOSITE MATRIX’ SYSTEM ON ACOUSTIC EMISSION IN A CHANGING 
TEMPERATURE FIELD 

E. Aseev, E. Kalashnikov 

Moscow Region State University, 
ul. Very Voloshinoi 24, Mytishchi 141014, Moscow Region, Russian Federation 

Abstract  
Aim. The purpose is an experimental study of a complex system that combines a honeycomb 
structure that is normal-conjugated with a compositional structure and has imperfections. 
Methodology. The influence of the defectiveness of the honeycomb structure on acoustic emis-
sion in the ‘“honeycomb matrix – composite’ system, when a changing temperature field acts 
as an external disturbance, is considered. Acoustic emission methods are used. Instead of load-
ing the sample with external forces, a temperature field is used. Temperature field gradients 
generate mechanical stresses in the sample, exciting acoustic fields in the sample. Acoustic 
signals and sample temperature are recorded. 
Results. Time dependences of the amplitudes of acoustic signals are obtained by heating sam-
ples with and without defects. It is also found that the sample size affects the acoustic emission. 
Research implications. The amplitude characteristics of acoustic emission signals make it pos-
sible to control complex systems at different temperatures and detect defects without using 
mechanical loading of products. The developed methods of acoustic emission in temperature 
fields are applicable to the analysis and control of complex engineering structures. 
Keywords: honeycombs structure, acoustic emission, piezoelectric transducer, temperature, 
amplitude, composite, non-destructive testing, technical diagnostics 

 
Введение 

Акустическая эмиссия (далее – АЭ) как вид технического диагностирования и 
контроля в своём современном виде является одним из эффективных методов 
исследования дефектности [4–7; 9–11] и качества изделий [14; 15] больших объ-
ёмов (ресиверы, шаровые резервуары, трубопроводы). Эти методы используют 
и для исследования сотовых структур наномасштабов, характерных, например, 
для растений [8]. Эти же методы применяются к исследованию специальных 
структур в виде пчелиных сот [12; 13]. Есть ограничения метода в виде влияния 
шумов на результат, а также необходимости «нагружать» объект контроля. Суть 
такого метода заключается в том, что при воздействии внешней нагрузки, напри-
мер, изгибающей силы на исследуемый объект, его дефекты (поры, дислокации, 
трещины) внутри начнут излучать акустические волны в разных частотных диа-
пазонах и с разными амплитудами становясь, таким образом, источником аку-
стической эмиссии [1; 2]. Частотные зависимости АЭ позволяют идентифициро-
вать типы дефектов. А амплитудные зависимости этих частотных характеристик 
определяют плотность дефектов определённого типа. Акустико-эмиссионный 
метод обладает свойствами стационарности и интегральности. Это предполагает 
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установку нескольких (более трёх) преобразователей акустической эмиссии (да-
лее – ПАЭ), которые могут быть задействованы в триангуляции для поиска и ло-
кализации координат источника АЭ [1; 2]. 

В случае же системы «сотовая матрица – внешний композит» (см. рис. 1) ситу-
ация гораздо более сложная. Наличие многих границ сопряжения может вызы-
вать плохо контролируемые напряжения и приводить к высокому затуханию УЗ 
либо к большому числу дополнительных источников УЗ-колебаний. Более того, 
сопряжение сот между собой, их изготовление и сопряжение с композиционной 
пластиной, нормальной к оси сотовой структуры, не исключает их неидиального 
исполнения (неидиальность исполнения предполагает неплотное прилегание 
стенок сот между собой – неоднородность такого прилегания, неоднородность 
сопряжения сотовой структуры с композиционной пластиной). Это создаёт 
трудность и неопределённость даже в определении понятия дефектности для та-
кой структуры. Также в повседневных испытаниях нет возможности механиче-
ски изгибать или сжимать такую конструкцию.  

Между тем, известно [3], что изменение температурного поля и возникающие 
при этом температурные градиенты могут создавать напряжения в телах, воз-
никновение которых будет вызывать акустические колебания. И таким образом 
манипуляции с температурой и контроль возникающей при этом акустической 
эмиссии могут служить независимым методом исследования очень сложной си-
стемы типа «сотовая матрица – внешний композит». 

В таком случае цель настоящей работы состоит в том, чтобы выяснить, как 
сложная система типа «сотовая матрица – внешний композит» откликается 
только на температурные изменения. 

 
1. Методика и схема эксперимента  

Образцы получены путём распиливания сотовой конструкции с наполните-
лем из просмоленной бумаги, внешний слой представлял собой угольный ком-
позит под слоем краски (см. рис. 1). Этот внешний композит сопряжён с сотовой 
структурой (рис. 1b). Рассматривали два типа образцов. Первый образец (далее – 
образец «а») имеет размеры 100×53×30 𝑚𝑚𝑚𝑚�, а второй является большим по раз-
мерам (образец «b»): 225×95×30 𝑚𝑚𝑚𝑚�. 

 

      
                                      (a)                                                                    (b) 
Рис. 1 / Fig. 1. Общий вид образца (а) и размеры сот (b). Сторона соты С = 3mm и D = 5,2mm / (a) 

General view of the sample and (b) dimensions of the cells. Honeycomb side С = 3mm и D = 5,2mm  
Источник: составлено авторами. 
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Изменяющееся температурное поле создаёт градиенты температуры, которые 
индуцируют внутренние напряжения. В результате в исследуемом образце (1) 
возникают локальные перестройки, которые становятся источниками дискрет-
ной акустической эмиссии (рис. 2). 

 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Схема экспериментальной установки: (1) исследуемый образец; (2) пьезо-
электрический преобразователь акустической эмиссии; (3) предусилитель; (4) блок ана-

лого-цифрового преобразователя системы детектирования и обработки сигналов; 
(5) тепловизор / Scheme of the experimental setup: (1) test sample; (2) piezoelectric acoustic 

emission transducer; (3) preamplifier; (4) analog-to-digital converter unit of the signal 
detection and processing system; (5) thermal imager 

Источник: составлено авторами. 
 
Сигналы АЭ поступают на вход ПАЭ (2), откуда сигнал в виде напряжения 

идёт на вход предусилителя (3) и далее на блок аналого-цифрового преобразова-
теля системы детектирования и обработки сигналов (4). Параллельно с этим с 
помощью тепловизора (5) в режиме реального времени контролируется измене-
ние температуры образца. 

В процессе эксперимента использовались: низкочастотные пьезоэлектриче-
ский преобразователь акустической эмиссии GT-205, масляная контактная 
смазка для согласования акустических импедансов образцов и ПАЭ, предусили-
тели ПАЭФ-014, комплекс акустико-эмиссионный измерительный A-Line 32D, 
тепловизор InfReC R550Pro-D.  
В экспериментах образцы первоначально были помещены в морозиль-
ную камеру и охлаждались до температуры -10°С, после чего на внеш-
ний композитный слой каждого из них ставили по одному пьезоэлектри-
ческому преобразователю акустической эмиссии. Параллельно с приё-
мом УЗ-волн регистрировалось изменение температурного поля образца. 
С помощью тепловизора производили измерение температурного поля с 
частотой 1 кадр в 10 секунд. Регистрировали распределение температур-
ного поля в образцах (а) и (b) и релаксацию температуры. 
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2. Результаты экспериментов 
Первое, на что указывают результаты экспериментов, – это сильная зависи-

мость сигналов акустической эмиссии от размеров исследуемых образцов.  
 

(2а) Поведение бездефектных образцов 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Распределение температурного поля в образцах «а» и «b» (левый рису-
нок). Искусственных дефектов нет. Релаксация температуры для образцов «а» и «b» 

(правый рисунок). «а» – малые размеры. «b» – большие размеры / Temperature field dis-
tribution in samples “a” and “b” (left figure). There are no artificial defects. Temperature re-

laxation for samples “a” and “b” (right figure). “a” – small sizes. “b” – large sizes 
Источник: составлено авторами 

 

 
Рис. 4 / Fig. 4. Зависимости амплитуды пришедших на ПАЭ сигналов АЭ от темпера-
туры и от времени (до создания искусственных дефектов) / Dependences of the ampli-

tude of the acoustic emission signals that arrived at the acoustic emission transducer on tem-
perature and time (before the creation of artificial defects) 

Источник: составлено авторами 
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Из сопоставления рис. 3 и рис. 4 следует, что большая часть пришедших им-
пульсов лежит в области наибольшей скорости изменения температуры, при 
этом практически все они пришлись на температурный диапазон 2,5÷15,0 °С, а 
далее при переходе температуры в насыщение акустическая активность падает. 

 
(2b) Поведение образцов с дефектами 

 
После измерений в каждом образце на одной из бумажных сот с помощью 

бритвы был введён искусственный дефект – сделан вертикальный надрез (парал-
лельный бумажной соте), и проведены эксперименты по той же схеме. При этом 
характер распределения температурного поля (см. рис. 5) остался практически 
таким же. Но зависимости амплитуд пришедших сигналов на преобразователь 
акустической эмиссии (ПАЭ) изменился коренным образом (рис. 6). Это изме-
нение проявляется в изменении формы сигнала (для малого образца), а для боль-
шого образца сигнал выродился в точку (см. рис. 6). 

 

 
Рис. 5 / Fig. 5. Распределение температурного поля в образцах «а» и «b» (левый рису-

нок). Введены искусственные дефекты / Temperature field distribution in samples “a” and 
“b” (left figure). Artificial defects are introduced 

Источник: составлено авторами 
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Рис. 6 / Fig. 6. Зависимости амплитуды пришедших на ПАЭ сигналов АЭ от температуры и от 
времени (после создания искусственного дефекта). Сигнал для большого образца (b) вырожда-
ется в точку (красная точка) / Dependences of the amplitude of the acoustic emission signals that ar-
rived at the acoustic emission transducer on temperature and time (after the creation of an artificial de-

fect). Signal for large sample (b) degenerates to a point (red dot)  
Источник: Составлено авторами. 

 
3. Результаты и их обсуждение 

Сравнение зависимостей акустического сигнала от температуры на рис. 4 и 
рис. 6 и от времени обнаруживает несколько важных результатов:  

1) Амплитуда принятых сигналов акустической эмиссии очень сильно зависит 
от размеров испытуемых образцов. 

2) Амплитуда принятых сигналов акустической эмиссии (зависимости от тем-
пературы и времени) проявляет сильно нелинейный характер. 

3) В отсутствии искусственно созданных дефектов формы сигналов акустиче-
ской эмиссии на начальных этапах (в интервалах температуры от 0 �𝐶𝐶 до 20 �𝐶𝐶, 
рис. 4) ведут себя противоположным образом. Для малых образцов «а» ампли-
туда сигналов нарастает с минимальных её значений. В то же самое время для 
больших образцов «b» амплитуда сигналов начинается с максимальных значе-
ний и резко падает. При этом для малых образцов «а» начальная часть числа сиг-
налов акустической эмиссии «растянута». А для больших образцов «b» началь-
ная часть числа сигналов акустической эмиссии «сжата». 

4) Возникновение дефекта (рис. 6) меняет картину зависимостей. В частности, 
число сигналов акустической эмиссии для больших образцов теперь вырожда-
ется в точку. А для малых образцов начальный участок зависимости амплитуды 
принятых сигналов, можно сказать, «переворачивается», сохраняя нелиней-
ность, и начинается с максимального своего значения, переходя к минималь-
ному своему значению, затем имеет «горб» возрастания.  
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Заключение 
Установлено, что амплитудные характеристики сигналов акустической эмиссии 

позволяют контролировать сложные системы при различных температурах и об-
наруживать дефекты без использования механического нагружения изделий. 

 
Статья поступила в редакцию 14.03.2022 г. 

 
ЛИТЕРАТУРА  

1. Бехер С. А., Бобров А. Л. Основы неразрушающего контроля методом акустической 
эмиссии. Новосибирск: Изд-во СГУПСа, 2013. 145 с. 

2. Буйло С. И. Физико-механические, статистические и химические аспекты акустико-
эмиссионной диагностики. Таганрог: Издательство Южного федерального 
университета, 2017. 184 с. 

3. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теория упругости. Т. 7. М.: Наука, 1987. 248 с. 
4. Acoustic Emission and Ultrasound for Damage Characterization of Concrete Elements / 

Aggelis D. G., Shiotani T., Momoki S., Hirama A. // ACI Materials Journal. 2009. Vol. 106. 
No. 6. P. 509–514. DOI: 10.14359/51663333. 

5. Evaluation of the characterization of acoustic emission of brittle rocks from the experiment 
to numerical simulation / Bu F., Xue L., Zhai M., Huang X., Dong J., Liang N., Xu C. // Sci-
entific Reports. 2022. Vol. 12. P. 498–514. DOI: 10.1038/s41598-021-03910-8. 

6. Acoustic Emission from Porous Collapse and Moving Dislocations in Granular Mg-Ho Al-
loys under Compression and Tension / Chen Y., Ding X., Fang D., Sun J., Salje E. K. H. // 
Scientific Reports. 2019. Vol. 9. P. 1–12: DOI: 10.1038/s41598-018-37604-5. 

7. Chen Z., Qu J. Dislocation-induced acoustic nonlinearity parameter in crystalline solids // 
Journal of Applied Physics. 2013. Vol. 114. Iss. 16. P. 164906–164921. 
DOI: 10.1063/1.4826523. 

8. Cybulska J., Pieczywek P. M., Zdunek A. The effect of Ca2+ and cellular structure on apple 
firmness and acoustic emission // European Food Research and Technology. 2012. Vol. 235. 
P. 119–128. DOI: 10.1007/s00217-012-1743-6. 

9. Acoustic emission source location method and experimental verification for structures con-
taining unknown empty areas / Dong L., Tao Q., Hu Q., Deng S., Chen Y., Luo Q., 
Zhang X. // International Journal of Mining Science and Technology. 2022. Vol. 32. Iss. 3. 
P. 487–497. DOI: 10.1016/j.ijmst.2022.01.002. 

10. Huang Y., Li K. M. The Effect of Honeycomb Cavity: Acoustic Performance of a Double-
leaf Micro Perforated Panel // The Summer Undergraduate Research Fellowship (SURF) 
Symposium (4 August, 2016, Purdue University, West Lafayette, Indiana, USA) 
[Электронный ресурс]. URL: https://docs.lib.purdue.edu/surf/2016/presentations/56/ 
(дата обращения: 01.02.2022). 

11. Kim C. S., Kwun S. I., Lissenden C. J. Influence of Precipitates and Dislocations on the 
Acoustic Nonlinearity in Metallic Materials // Journal of the Korean Physical Society. 2009. 
Vol. 55. No. 2. P. 528–532. 

12. Acoustic emission analysis of full-scale honeycomb sandwich composite curved fuselage 
panels / Leone F. A. Jr., Ozevin D., Godinez V., Mosinyi B., Bakuckas J. G. Jr., 
Awerbuche J., Lau A., Tan T.-M. // 15th International Symposium on Smart Structures and 
Materials & Nondestructive Evaluation and Health Monitoring. Vol. 6934, Nondestructive 
Characterization for Composite Materials, Aerospace Engineering, Civil Infrastructure, and 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

25

Homeland Security. (San Diego, CA, March, 2008) [Электронный ресурс]. URL: 
https://clck.ru/rf7fX (дата обращения: 01.02.2022). DOI: 10.1117/12.776146. 

13. Modal acoustic emission based location method in honeycomb core sandwich structure / 
Liu Y., Pang B. J., Jia B., Chang Z. Z. // 6th European Conference on Space Debris (Darm-
stadt, Germany, 22–25 April 2013) [Электронный ресурс]. URL: https://confer-
ence.sdo.esoc.esa.int/proceedings/sdc6/paper/18/SDC6-paper18.pdf (дата обращения: 
01.02.2022).  

14. Acoustic emission diagnosis system and wireless monitoring for damage assessment of con-
crete structures / Yoon D.-J., Lee S., Kim C. Y, Seo D.-C. // Proceedings of NDT for Safety 
(November 07–09, 2007, Prague, Czech Republic). P. 301–308. 

15. Acoustic Emission Analysis method for solving problems of damage mechanisms in con-
crete structures / Zejli A., Khamlichi A., Attajkani S., Ameziane K. // 24ème Congrès Fran-
çais de Mécanique (Brest, 26 au 30 Août 2019) [Электронный ресурс]. URL: 
https://cfm2019.sciencesconf.org/245076/document (дата обращения: 01.02.2022). 

 
REFERENCES 

1. Bekher S. A., Bobrov A. L. Osnovy nerazrushayushchego kontrolya metodom akusticheskoi 
emissii [Fundamentals of non-destructive testing by acoustic emission]. Novosibirsk, Sibe-
rian Transport University Publ., 2013. 145 p. 

2. Buylo S. I. Fiziko-mekhanicheskie, statisticheskie i khimicheskie aspekty akustiko-emission-
noi diagnostiki [Physico-mechanical, statistical and chemical aspects of acoustic emission 
diagnostics]. Taganrog, Southern Federal University Publ., 2017. 184 p. 

3. Landau L. D., Lifshitz E. M. Theory of Elasticity, Vol. 7. Oxford, Butterworth-Heinemann, 
1986. 195 p. 

4. Aggelis D. G., Shiotani T., Momoki S., Hirama A. Acoustic Emission and Ultrasound for 
Damage Characterization of Concrete Elements. In: ACI Materials Journal, 2009, vol. 106, 
no. 6, pp. 509–514. DOI: 10.14359/51663333. 

5. Bu F., Xue L., Zhai M., Huang X., Dong J., Liang N., Xu C. Evaluation of the characteriza-
tion of acoustic emission of brittle rocks from the experiment to numerical simulation. In: 
Scientific Reports, 2022, vol. 12, pp. 498–514. DOI: 10.1038/s41598-021-03910-8. 

6. Chen Y., Ding X., Fang D., Sun J., Salje E. K. H. Acoustic Emission from Porous Collapse 
and Moving Dislocations in Granular Mg-Ho Alloys under Compression and Tension. In: 
Scientific Reports, 2019, vol. 9, pp. 1–12: DOI: 10.1038/s41598-018-37604-5. 

7. Chen Z., Qu J. Dislocation-induced acoustic nonlinearity parameter in crystalline solids. In: 
Journal of Applied Physics, 2013, vol. 114, iss. 16, pp. 164906–164921. 
DOI: 10.1063/1.4826523. 

8. Cybulska J., Pieczywek P. M., Zdunek A. The effect of Ca2+ and cellular structure on apple 
firmness and acoustic emission. In: European Food Research and Technology, 2012, vol. 235, 
pp. 119–128. DOI: 10.1007/s00217-012-1743-6. 

9. Dong L., Tao Q., Hu Q., Deng S., Chen Y., Luo Q., Zhang X. Acoustic emission source lo-
cation method and experimental verification for structures containing unknown empty ar-
eas. In: International Journal of Mining Science and Technology, 2022, vol. 32, iss. 3, pp. 487–
497. DOI: 10.1016/j.ijmst.2022.01.002. 

10. Huang Y., Li K. M. The Effect of Honeycomb Cavity: Acoustic Performance of a Double-
leaf Micro Perforated Panel. In: The Summer Undergraduate Research Fellowship (SURF) 
Symposium (4 August, 2016, Purdue University, West Lafayette, Indiana, USA). Available at: 
https://docs.lib.purdue.edu/surf/2016/presentations/56/ (accessed: 01.02.2022). 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

26

11. Kim C. S., Kwun S. I., Lissenden C. J. Influence of Precipitates and Dislocations on the 
Acoustic Nonlinearity in Metallic Materials. In: Journal of the Korean Physical Society, 2009, 
vol. 55, no. 2, pp. 528–532. 

12. Leone F. A. Jr., Ozevin D., Godinez V., Mosinyi B., Bakuckas J. G. Jr., Awerbuche J., Lau A., 
Tan T.-M. Acoustic emission analysis of full-scale honeycomb sandwich composite curved 
fuselage panels. In: 15th International Symposium on Smart Structures and Materials & Non-
destructive Evaluation and Health Monitoring. Vol. 6934, Nondestructive Characterization 
for Composite Materials, Aerospace Engineering, Civil Infrastructure, and Homeland Secu-
rity. (San Diego, CA, March, 2008). Available at: https://clck.ru/rf7fX (accessed: 01.02.2022). 
DOI: 10.1117/12.776146. 

13. Liu Y., Pang B. J., Jia B., Chang Z. Z. Modal acoustic emission based location method in 
honeycomb core sandwich structure. In: 6th European Conference on Space Debris (Darm-
stadt, Germany, 22–25 April 2013). Available at: https://conference.sdo.esoc.esa.int/pro-
ceedings/sdc6/paper/18/SDC6-paper18.pdf (accessed: 01.02.2022).  

14. Yoon D.-J., Lee S., Kim C. Y, Seo D.-C. Acoustic emission diagnosis system and wireless 
monitoring for damage assessment of concrete structures. In: Proceedings of NDT for Safety 
(November 07–09, 2007, Prague, Czech Republic), pp. 301–308. 

15. Zejli A., Khamlichi A., Attajkani S., Ameziane K. Acoustic Emission Analysis method for 
solving problems of damage mechanisms in concrete structures. In: 24ème Congrès Français 
de Mécanique (Brest, 26 au 30 Août 2019). Available at: https://cfm2019.sciences-
conf.org/245076/document (accessed: 01.02.2022). 

 
 

 
ИНФОРМАЦИЯ ОБ АВТОРАХ 

Асеев Евгений Михайлович – аспирант кафедры общей физики Московского государ-
ственного областного университета;  
e-mail: aseevgenij@yandex.ru 
 
Калашников Евгений Владимирович – доктор физико-математических наук, профессор 
кафедры вычислительной математики и информационных технологий Московского гос-
ударственного областного университета;  
e-mail: ekevkalashnikov1@gmail.com  
 

INFORMATION ABOUT THE AUTHORS 
Evgenii M. Aseev – Postgraduate Student, Department of General Physics, Moscow Region State 
University;  
e-mail: aseevgenij@yandex.ru 
 
Evgenii V. Kalashnikov – Dr. Sci. (Phys.-Math.), Prof., Department of Computational Mathe-
matics and Information Technology, Moscow Region State University;  
e-mail: ekevkalashnikov1@gmail.com 
  



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

27

ПРАВИЛЬНАЯ ССЫЛКА НА СТАТЬЮ 
Асеев Е. М., Калашников E. В. Влияние дефектности сотовой структуры в системе «сото-
вая матрица – композит» на акустическую эмиссию в изменяющемся температурном 
поле // Вестник Московского государственного областного университета. Серия: 
Физика-математика. 2022. № 2. С. 17–27. 
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-1-17-27. 
 

FOR CITATION 
Aseev E. M., Kalashnikov E. V. Effect of defects on the honeycomb structure in a ‘honeycomb – 
composite matrix’ system on acoustic emission in a changing temperature field. In: Bulletin of 
the Moscow Region State University. Series: Physics and Mathematics, 2022, no. 2, pp. 17–27. 
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-1-17-27. 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

28

01.04.02 «Теоретическая физика» 
УДК 537.632 
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-2-28-41 

ÂÐÅÌÅÍÍÀß ÝÂÎËÞÖÈß ÁÎÇÅ-ÊÎÍÄÅÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÀÒÎÌÎÂ  
Â ÒÐ¨ÕÚßÌÍÎÉ ËÎÂÓØÊÅ, ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ ÎÒËÈ×ÍÎÉ ÎÒ ÍÓËß 
ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÇÀÑÅË¨ÍÍÎÑÒÈ ÏÅÐÂÎÉ ßÌÛ 

Васильева О. Ф., Зинган А. П. 1 
Приднестровский государственный университет имени Т. Г. Шевченко 
МД 3300, г. Тирасполь, ул. 25 лет Октября, д. 128, Молдова 

Аннотация. 
Целью работы является исследование кинетики бозе-конденсированных атомов в трёхъ-
ямной ловушке  
Процедура и методы исследования. Проведены теоретические исследования временной 
эволюции популяции атомов в ямах трёхъямной ловушки.  
Результаты. Показаны осцилляционные режимы эволюции атомов, а также проявление 
режима квантового самозахвата системы. 
Теоретическая значимость. Кинетика туннелированная бозе-конденсированных атомов в 
трёхъямной ловушке обусловливается параметрами ловушки. 
Ключевые слова: бозе-конденсированные атомы, трёхъямный потенциал, осцилляцион-
ный режим эволюции, самозахват 

TIME EVOLUTION OF BOSEC-CONDENSED ATOMS IN A THREE-WELL 
TRAP UNDER THE CONDITION OF A NON-ZERO INITIAL POPULATION  
OF THE FIRST WELL 

O. Vasilieva, A. Zingan 
Pridnestrovian State University  
128 ulitsa 25 Oktyabrya, Tiraspol MD3300, Moldova 

Abstract. 
Aim. The purpose is to study the kinetics of Bose-condensed atoms in a three-well trap. 
Methodology. Temporal evolution of the population of atoms in the wells of a three-well trap is 
investigated theoretically. 
Results. Oscillatory modes of atomic evolution and the manifestation of quantum self-capture 
of the system are demonstrated. 
Research implications. The tunneling kinetics of Bose-condensed atoms in a three-well trap is 
determined by the parameters of the trap. 
Keywords: Bose-condensed atoms, three-well potential, oscillatory mode of evolution, self-cap-
ture. 
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Введение 
С момента первой реализации атомных бозе-конденсатов начинается новая 

эра в исследовании их динамических свойств с помощью уравнения Гросса-Пи-
таевского и приближения среднего поля [1–5]. В [6] установлены способы детер-
минированного создания тёмных солитонов в отталкивающих взаимодействую-
щих атомных бозе-эйнштейновских конденсатах, позволяющие заполучить по-
стоянные солитонные вихри в сигарообразной (эллипсоподобной) системе БЭК. 
В [7; 8] была теоретически изучена временная эволюция атомов в двухъямной 
ловушке при учёте линейных и нелинейных взаимодействий. Получены всевоз-
можные режимы эволюции, в том числе и самозахват атомов одной из ловушек. 
Управление БЭК возможно, как регулировкой геометрией потенциала взаимо-
действия, так и межатомным взаимодействием между атомами конденсата в ло-
вушках, а также задавая исходную разность фаз. В [9–11] было предложено, что 
бозе-конденсированные атомы, захваченные оптическими ловушками, могут 
применяться для проведения квантовых вычислений. Недавно в [12] экспери-
ментально была реализована бозе-эйнштейновская конденсация метастабиль-
ных атомов гелия с применением магнитной ловушки и оптической дипольной 
ловушки со скрещёнными лучами. Новая четырёхполюсная магнитная ловушка, 
сделанная из полых медных трубок, гарантирует быстрое время переключения 
без ущерба для оптического доступа. 

В последние десятилетия начинается изучение квантового туннелирования 
атомов в тройной яме [13–17]. Кинетика туннелирования атомов в тройной яме 
обнаруживает более увлекательное действие атомов, чем в двухъямных ловуш-
ках. В [13] были получены периодические режимы эволюции, отмечались джо-
зефсоноские колебания, а также самозахват либо в одной, либо в двух ловушках. 
В [18] изучена нелинейная кинетика ридберговских конденсатов Бозе-Эйн-
штейна, захваченных трёхъямным потенциалом в полуклассическом пределе в 
режиме сильного взаимодействия между атомами ловушек. Получен самозахват 
в одной, двух или трёх ямах. Используя уравнение Гросса-Питаевского и при-
ближение среднего поля, показано, что нижние ветви собственных спектров об-
наруживают петли и пересечения уровней при сильном взаимодействии, что 
приводит к нарушению адиабатической теоремы. 

Самозахват атомов в ловушках позволяет экспериментально реализовать ряд 
атомных оптических устройств, таких как атомные волноводы, светоделители 
[13; 19–21], интерферометры [22; 23], атомный транзистор в трёхъямной опти-
ческой ловушке [24; 25], позволяющий управлять огромным количеством ато-
мов с помощью меньшей численности атомов. Отдельные ямы можно иденти-
фицировать как исток, затвор и сток, потенциально создавая строительный блок 
в области атомной электроники. Атомный транзистор демонстрирует переклю-
чение, а также дифференциальное и абсолютное усиление, сходное действию 
электронного транзистора. 

В [15] изучена кинетика бозе-конденсата в симметричном трёхъямном потен-
циале в трёхмодовом приближении, причём ямы связаны таким образом, что 
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представляют собой простейший потенциал захвата, в котором можно наблю-
дать вращение конденсата. В [26] показано, что, меняя исходные параметры си-
стемы атомов в симметричном трёхъямном потенциале возможно получить мо-
дулированную эволюцию населённостей атомов в первой и третьей ямах в пре-
делах одного периода. В [27] рассмотрено управление процессом туннелирова-
ния бозе-конденсированных бозонов в трёхъямной ловушке. Показано, что по-
ток бозонов между первой и второй ямами можно контролировать с помощью 
повышения или уменьшения населённости в третьей яме, таким образом, незна-
чительная популяция бозонов, закаченная в третью яму, гарантирует управле-
ние дисбалансом между населённостями бозонов в первой и во второй ямах. Не-
давно в [28] была изучена кинетика диполярных БЭК в тройных ямах. Показано, 
что нелокальные взаимодействия допускают как когерентные, так и некогерент-
ные колебания, причём заселённость атомов в средней яме практически не ме-
няется.  

 
Постановка задачи. Основные уравнения 

Цель этой работы – детализированное исследование динамики туннелирова-
ния бозе-конденсированных атомов в трёхъямной ловушке. На рис. 1 схема-
тично представлен график трёхъямного потенциала ловушки, в трёх ямах кото-
рой могут локализоваться бозе-конденсированные атомы. Ямы разделены по-
тенциальным барьером, допускающим возможность туннелирования атомов 
между ямами. Гамильтониан взаимодействия тогда имеет вид: 
𝐻𝐻���� = ℏ𝜒𝜒���𝑎𝑎���𝑎𝑎��� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎��� + ℏ𝜒𝜒���𝑎𝑎���𝑎𝑎��� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎��� + ℏ𝜒𝜒���𝑎𝑎���𝑎𝑎��� + 𝑎𝑎��𝑎𝑎���, (1) 
где 𝜒𝜒��, 𝜒𝜒�� и 𝜒𝜒�� – постоянные взаимодействия между атомами в первой и вто-
рой, первой и третьей, и второй и третьей ямах соответственно. 
 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Схема трёхъямного потенциала / Scheme of a three-well potential 

Источник: составлено авторами 
 
Из (1) пользуясь приближением среднего поля, в условиях точного резонанса, 

получим следующую систему дифференциальных уравнений: 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� = 𝜒𝜒��𝑎𝑎� + 𝜒𝜒��𝑎𝑎�, 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� = 𝜒𝜒��𝑎𝑎� + 𝜒𝜒��𝑎𝑎�, 
𝑖𝑖𝑎𝑎�� = 𝜒𝜒��𝑎𝑎� + 𝜒𝜒��𝑎𝑎�. (2) 
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В данной работе будем рассматривать динамику системы в условиях началь-
ного заселения одной из ям ловушки, например, первой. 

Рассмотрим вначале решение системы уравнений (2) при равных константах 
взаимодействия бозе-конденсированных атомов в ямах 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒. 
Будем искать решение системы уравнений (2) в виде: 

𝑎𝑎�~𝑒𝑒����, (3) 
и в результате получим выражения для 𝑎𝑎� и 𝑎𝑎�: 

𝑎𝑎� = ���
� ��𝑒𝑒�� + 𝑒𝑒�����, 

𝑎𝑎� = 𝑎𝑎� = ���
� ��𝑒𝑒�� + 𝑒𝑒�����, (4) 

где 𝜏𝜏 = 𝜒𝜒𝜏𝜏. 
Используя (4), легко получить временную зависимость для плотностей атомов 

в трёхъямной ловушке: 
𝑛𝑛� = ���

� �1 + 8𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐� ��� 𝜏𝜏��, 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = ���
� 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑛𝑛� ��� 𝜏𝜏�. (5) 

В этом случае, как видно из (5), кинетика системы является периодической: 
атомы периодически туннелируют из одной ямы в другую, при этом не возни-
кает абсолютного истощения атомов в первой яме. В моменты времени 𝜏𝜏� =
��������

�  (𝑛𝑛 = 𝑛𝑛1𝑛 𝑛) ямы становятся равнонаселёнными (см. рис. 2). 
 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Временная эволюция населённостей атомов в трёхъямной ловушке  

при условии, что нормированная плотность атомов в первой яме равна 𝟏𝟏 /  
The time evolution of atomic populations in a three-well trap provided that the normalized 

density of atoms in the first well is equal to unity 
Источник: по данным авторов 

 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

32

Если рассматривать случай, когда между константами взаимодействия выпол-
няются следующие соотношения: 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒 и 𝜒𝜒�� = 𝛼𝛼𝜒𝜒, то можно получить 
следующие выражения для плотностей атомов в ямах: 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐� �√����
� 𝜒𝜒𝜒𝜒� + ��

���� 𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑠𝑠𝑛𝑛� �√����
� 𝜒𝜒𝜒𝜒�, 

𝑛𝑛� = 𝑛𝑛� = �
���� 𝑛𝑛��𝑐𝑐𝑠𝑠𝑛𝑛� �√����

� 𝜒𝜒𝜒𝜒�. (6) 

Атомы туннелируют периодически с одной ямы в другую с периодом 

2

2
8

T π=
α +

 (см. рис. 3). При этом наименьшая доля атомов, которая туннели-

рует в остальные ямы, определяется выражением: 𝑛𝑛���� = ��

���� 𝑛𝑛��. А макси-
мально вероятная популяция атомов во второй и третьей ямах – 𝑛𝑛���� =
𝑛𝑛���� = �

���� 𝑛𝑛��. С увеличением 𝛼𝛼 наименьшее значение плотности атомов в 
первой яме 𝑛𝑛���� увеличивается, а максимальные значения плотно-
стей   𝑛𝑛���� = 𝑛𝑛���� – уменьшаются. При 𝛼𝛼 = 𝛼 наименьшее значение популя-
ции атомов в первой яме 𝑛𝑛���� равно наибольшему значению популяций атомов 
во второй и третьей ямах ловушки (рис. 3с). При 𝛼𝛼 𝛼 𝛼 в моменты времени рав-

ные 𝜒𝜒 = �
√���� 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝜒𝜒𝑎𝑎 �����

����� ямы становятся равнонаселёнными (рис. 3а, b). 
 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Временная эволюция населённостей атомов в трёхъямной ловушке при 

𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 и различных значениях 𝜶𝜶: 0.5 (а), 1.5 (b), 2 (c) и 2.5 (d) /  
Time evolution of populations of atoms in a three-well trap for 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 and different values 

of 𝜶𝜶: (a) 0.5, (b) 1.5, (c) 2 and (d) 2.5  
Источник: по данным авторов 
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В более общем случае, при произвольных константах взаимодействия, снова 
будем искать решение системы уравнений (2) в виде 𝑎𝑎�~𝑒𝑒����, тогда получим 
уравнение третьей степени для коэффициентов 𝜆𝜆: 

𝜆𝜆� − 𝜆𝜆�𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� � + 2𝜒𝜒��𝜒𝜒��𝜒𝜒�� = 0. (7) 
Из (7) получим аналитические выражения для трёх действительных корней 

уравнения: 
𝜆𝜆� = �

√��𝜒𝜒��
� + 𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ��, 

𝜆𝜆��� = − �
√��𝜒𝜒��

� + 𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ��� ±
��
� �, 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = − �√����������
����� ����� ����� �

�
�
 .  (8) 

Тогда, из (8) следует, что 
𝑎𝑎� = 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒����, 
𝑎𝑎� = 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒����, 
𝑎𝑎� = 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒���� + 𝐴𝐴��𝑒𝑒����.  (9) 

Если в начальный момент времени заселена только первая яма, то 
𝐴𝐴�� = ���� ����� �����

��������������
𝑎𝑎��,  

𝐴𝐴�� = ���� ����� �����
��������������

𝑎𝑎��, 

𝐴𝐴�� = ���� ����� �����
��������������

𝑎𝑎��, 

𝐴𝐴�� = �����������������������
���

, 

𝐴𝐴�� = ��������������������������������������������������
������������������

𝑎𝑎��, 

𝐴𝐴�� = �����������������
������������������

𝑎𝑎��, 

𝐴𝐴�� = �����������������������
���

, 

𝐴𝐴�� = ���������������������������
���������

, 
𝐴𝐴�� = 𝐴𝐴��.  (10) 

Используя (9) и (10), получим выражения для плотностей атомов в ямах: 
𝑛𝑛� = 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 +
2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡, 
𝑛𝑛� = 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 +
2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡, 
𝑛𝑛� = 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 𝐴𝐴��� + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 + 2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡 + 
2𝐴𝐴��𝐴𝐴��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝜆𝜆� − 𝜆𝜆��𝑡𝑡. (11) 

Как видно из рис. 4 и системы уравнений (11), колебания плотностей атомов 
в первой, второй и третьей ямах являются амплитудно-модулированными во 
времени. Частота осцилляций тем больше, чем больше постоянные взаимодей-
ствий: 𝜒𝜒��, 𝜒𝜒�� и 𝜒𝜒��. Из рис. 4с видно, что чем больше 𝜒𝜒��, тем меньше ампли-
туда колебаний атомов в третьей яме. 
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Однако, если 𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� = −𝜆𝜆�𝜆𝜆� в (11), то проявляется резкое ослабление ам-
плитуды колебаний плотности атомов в первой яме при равенстве констант вза-
имодействия 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒��, и отмечается явление самозахвата (локализации) 
атомов в перовой яме (см. рис. 5). Таким образом с увеличением взаимодействия 
между атомами в ямах колебания блокируются и возникает локализация атомов 
в первой яме. Если же константы взаимодействия не равны друг другу и 𝜒𝜒�� >
𝜒𝜒��, то наблюдается осцилляционный переход атомов из первой ямы во вторую 
и третью, причём максимум амплитуды колебаний возникает при 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� (см. 
рис. 6). Частота осцилляций тем больше, чем больше 𝜒𝜒��. Если 𝜒𝜒�� < 𝜒𝜒�� в си-
стеме бозе-конденсированных атомов в трёхъямной ловушке наблюдается по-
кой системы. 

 
Рис. 4 / Fig. 4. Временная эволюция населённостей атомов в трёхъямной ловушке в за-

висимости от константы взаимодействия атомов в первой и второй ямах в ловушке 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 
при фиксированных значениях 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, где а) населённость 
атомов в первой яме, b) населённость атомов во второй яме, с) населённость атомов в 

третьей яме / Time evolution of the populations of atoms in a three-well trap as a function of 
the interaction constant of atoms in the first and second wells in the trap 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 at fixed values 
𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, and 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, where (a) the population of atoms in the first well, 
(b) the population of atoms in the second well, and (c) the population of atoms in the third 

well 
Источник: по данным авторов 
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Рис. 5. / Fig. 5. Временная эволюция населённостей атомов в первой яме трёхъямной 

ловушки в зависимости от константы взаимодействия атомов в первой и второй ямах в 
ловушке 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 при фиксированных значениях 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎 , в усло-
виях когда 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 = −𝝀𝝀𝟏𝟏𝝀𝝀𝟏𝟏 и 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 / Time evolution of the populations of atoms 
in the first well of a three-well trap as a function of the interaction constant of atoms in the 

first and second wells in the 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 trap at fixed values 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, and 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎 
under conditions when 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 = −𝝀𝝀𝟏𝟏𝝀𝝀𝟏𝟏 and 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 

Источник: по данным авторов 
 

Если 𝜒𝜒��� + 𝜒𝜒��� = −𝜆𝜆�𝜆𝜆�   в (11), то при 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� наблюдается резкое 
увеличение амплитуды колебаний атомов в первой яме, т. е. снова наблюдается 
явление самозахвата атомов в перовой яме (см. рис. 7). А при 𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� либо 
𝜒𝜒�� = 𝜒𝜒�� и выполнения условия, что 𝜒𝜒�� > 𝜒𝜒��, в системе возникает режим по-
коя, населённость атомов в первой яме не изменяется с течением времени (см. 
рис. 8). Если 𝜒𝜒�� < 𝜒𝜒��, в системе бозе-конденсированных атомов наблюдается 
осцилляционный туннельный переход атомов из одной ямы в другую. 

 
Рис. 6 / Fig. 6. Временная эволюция населённостей атомов в первой яме трёхъямной 

ловушки в зависимости от константы взаимодействия атомов в первой и второй ямах в 
ловушке 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 при фиксированных значениях 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, в усло-
виях когда 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 = −𝝀𝝀𝟏𝟏𝝀𝝀𝟏𝟏 и 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 > 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏./ Time evolution of populations of atoms in 

the first well of a three-well trap as a function of the interaction constant of atoms in the first 
and second wells in the trap 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 at fixed values 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, and 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎 under 

conditions when 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 = −𝝀𝝀𝟏𝟏𝝀𝝀𝟏𝟏 and 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 > 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 
Источник: по данным авторов 
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Рис. 7 /Fig. 7. Временная эволюция населённостей атомов в первой яме трёхъямной ло-

вушки в зависимости от константы взаимодействия атомов в первой и второй ямах в 
ловушке 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 при фиксированных значениях 𝒏𝒏𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟎 𝟎𝟎, в усло-
виях когда 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 = −𝝀𝝀𝟏𝟏𝝀𝝀𝟏𝟏 и 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝝌𝝌𝟏𝟏𝟏𝟏./ Time evolution of populations of atoms in 
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Заключение 
Таким образом, при начальном заселении атомов в одну из ям трёхъямной ло-

вушки, например первой, атомы конденсатов могут быть захвачены (локализо-
ваны) одной из ям ловушки, куда они изначально загружаются при определён-
ных параметрах системы. В зависимости от соотношения между постоянными 
взаимодействия атомных конденсатов в ямах возникают переходы от осцилля-
ционного режима эволюции к самозахвату и, наоборот, переход к периодиче-
скому колебательному режиму эволюции атомов. Возможны случаи равнозасе-
ления конденсированных атомов в ямах ловушки, а также покой системы. 

 
Статья поступила в редакцию 25.02.2022 г. 
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Аннотация 
Цель. Для тела вращения со степенной образующей исследовать эффект Галкина – изме-
нения знака подъёмной силы при изменении угла атаки в высокоскоростных плоских те-
чениях. 
Процедура и методы. Используется метод вычисления аэродинамических сил и момен-
тов, основанный на гипотезе локальности. С помощью этого метода вычисляются аэро-
динамические характеристики численным интегрированием по триангуляции тела с учё-
том эффектов затенения.  
Результаты. Вычислены критическое удлинение степенного тела вращения в зависимости 
от степени образующей в широком диапазоне чисел Рейнольдса и для разных темпера-
турных факторов. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты, полученные в данной работе, 
имеют большое значение для создания летательных аппаратов в области авиакосмиче-
ской промышленности. 
Ключевые слова: гиперзвуковой поток, локальные модели, аэродинамическое силы, дей-
ствующие на тела вращения, триангуляция, тепловой поток 

EFFECT OF A CHANGE IN THE SIGN OF THE LIFTING FORCE FOR POWER-
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Abstract 
Aim. For a body of revolution with a power-law generatrix, we investigate the Galkin effect – a 
change in the sign of the lifting force with a change in the angle of attack in high-speed flat 
flows. 
Methodology. A method for calculating aerodynamic forces and moments based on the hypoth-
esis of locality is used. Using this method, aerodynamic forces and moments are calculated by 
numerical integration over body triangulation, taking into account shading effects. 
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Results. The critical elongation of a power-law body of revolution is calculated as a function of 
the degree of generatrix in a wide range of Reynolds numbers and for various temperature fac-
tors. 
Research implications. The obtained results are of great importance for the creation of aircrafts 
in the aerospace industry. 
Keywords: hypersonic flow, local models, aerodynamic forces acting on bodies of revolution, 
triangulation, heat flow. 

 
Введение 

Эффект изменения знака подъёмной силы при изменении угла атаки в высо-
коскоростных плоских течениях впервые был обнаружен в [1]. В свободномоле-
кулярном течении такой эффект был найден в [2]. В работе [3] показано, что при 
обтекании клина разреженным газом при определённом соотношении угла по-
лураствора и угла атаки подъёмная сила клина может стать отрицательной. При-
чём этот эффект проявляется при любых скоростях газа и отношениях темпера-
тур поверхности клина и газа. Более того, такой эффект есть и в случае гиперзву-
кового течения невязкого газа (модель Ньютона). Для высокоскоростных тече-
ний на основе локального метода [4] показано, что эффект изменения знака 
подъёмной силы при определённых значениях угла полураствора существует 
для затупленных конических тел при произвольном числе Рейнольдса. Данная 
работа посвящена изучению этого эффекта для тел в форме степенных фигур 
вращения в гиперзвуковом потоке разреженного газа без предположения о ре-
жиме свободномолекулярного обтекания. 

 
Локальный метод 

Для исследования эффекта смены знака подъёмной силы в высокоскоростном 
потоке возможно использовать метод, основанный на гипотезе локальности [5; 
6], которая состоит в следующем: аэродинамические коэффициенты сил, дей-
ствующие на элемент поверхности, зависят только от местного угла наклона 𝜃𝜃 
этого элемента к вектору скорости набегающего потока 𝑉𝑉�, от характерного для 
всего тела числа Рейнольдса 𝑅𝑅𝑅𝑅� = 𝜌𝜌�𝑉𝑉�𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿� и температурного фактора 𝑡𝑡� =
𝑇𝑇�𝐿𝑇𝑇� , где ( )0 0Tμ = μ  – коэффициент вязкости, вычисляемый по температуре 
торможения; 𝑇𝑇� = 𝑇𝑇��1 + 𝑆𝑆�(𝛾𝛾 𝛾 1)𝐿𝛾𝛾�, 𝑇𝑇� – температура торможения и темпе-
ратура элемента поверхности, соответственно; 𝑆𝑆 = �𝛾𝛾𝐿𝛾  𝑀𝑀� –скоростное отно-
шение; 𝑀𝑀� – число Маха набегающего потока; 𝛾𝛾 𝛾 отношение удельных теплоём-
костей; 𝐿𝐿 – характерный размер тела. В соответствие с гипотезой локальности 
предполагается, что для аэродинамических коэффициентов давления и трения 
(отнесённых к скоростному напору  𝜌𝜌� 𝑉𝑉��𝐿𝛾) справедливы соотношения [5; 6]:  

 
𝐶𝐶� = 𝑝𝑝� sin� 𝜃𝜃  + 𝑝𝑝�   sin 𝜃𝜃 𝜃 𝐶𝐶� =  𝜏𝜏�    sin 𝜃𝜃 𝜃𝜃s 𝜃𝜃 𝜃                          (1) 

 
Коэффициенты 𝑝𝑝�𝜃  𝑝𝑝�𝜃 𝜏𝜏�  являются функциями от числа 𝑅𝑅𝑅𝑅�, температурного 
фактора 𝑡𝑡� и показателя степени адиабаты 𝛾𝛾. 
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Отличительной особенностью данной модели (кроме простоты) является то, 
что в предельных случаях изменения числа Рейнольдса она соответствует либо 
свободномолекулярной модели, либо модели Ньютона. 

Так в свободномолекулярном случае (𝑅𝑅𝑅𝑅� → 0)  [7]: 

𝑝𝑝� = 𝜏𝜏� = 2,    𝑝𝑝� = �𝜋𝜋 𝜋𝜋� �𝛾𝛾 𝛾 𝛾
𝛾𝛾 �,                                     (2) 

а в случае невязкого высокоскоростного газа (𝑅𝑅𝑅𝑅� → ∞)  имеет место формула 
Ньютона [8]: 

𝑝𝑝� = 2,    𝑝𝑝� = 0, 𝜏𝜏� = 0.                                             (3) 
В промежуточной области коэффициенты 𝑝𝑝�,  𝑝𝑝�, 𝜏𝜏� аппроксимируются сле-

дующими формулами [5; 6]:  

  𝑝𝑝� = 2,   𝑝𝑝� =  �𝜋𝜋 𝜋𝜋� �𝛾𝛾 𝛾 𝛾
𝛾𝛾 �   𝑅𝑅𝑒𝑒𝑝𝑝�𝛾(0.𝛾25 + 0,078 𝜋𝜋�) 𝑅𝑅𝑅𝑅��, 

𝜏𝜏� = 5.2326 
�𝑅𝑅𝑅𝑅 + 6.88 ���(0.0072 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝛾 0.0000𝛾6 𝑅𝑅𝑅𝑅�),                      (4)  

  𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅𝑅��0,25 + 0.75 𝜋𝜋����𝑥�   
 

Тела вращения со степенной образующей 
Образующая линия степенного тела вращения имеет вид: 
 

𝑅𝑅(𝑒𝑒) = 𝑅𝑅�(𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥)�, 
где 0 ≤ 𝑒𝑒 ≤ 𝑥𝑥,   𝑅𝑅� – радиус основания тела, а 𝑥𝑥 – его длина. Удлинением тела 
будем называть величину 𝜆𝜆 = 𝑥𝑥𝑥𝑅𝑅�, понятно, что тела с одинаковыми удлине-
нием 𝜆𝜆 и степенью 𝛽𝛽 подобны и при равных числах Рейнольдса и температурного 
фактора имеют одинаковые аэродинамические коэффициенты. Примеры обра-
зующих с удлинением 𝜆𝜆 = 𝛾 для разных степеней 𝛽𝛽 приведены на рис. 1. 

Рис. 1 / Fig. 1. Примеры образующих для степенных тел вращения /  
Examples of generators for power-law bodies of revolution 

Источник: составлено авторами 
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Схема обтекания тела потоком с углом атаки 𝛼𝛼 приведена на рис. 2, а примеры 
триангулированных тел вращения приведены на рис. 3. 

 

Рис. 2 / Fig. 2. Схема обтекания тела, 𝜶𝜶 – угол атаки, 𝑽𝑽� − скорость набегающего 
потока / Scheme of flow around the body;  𝜶𝜶 is the angle of attack, and 𝑽𝑽� is the velocity of 

the oncoming flow 
Источник: составлено авторами 

Рис. 3 / Fig. 3. Примеры степенных тел вращения для 𝜷𝜷 𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷 соответственно 
/ Examples of power-law bodies of revolution for 𝜷𝜷 𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷𝜷 𝜷𝜷  

Источник: составлено авторами 
 

Эффект Галкина. Критическое удлинение 
Таким образом рассматривается обтекание степенного тела вращения с удли-

нением 𝜆𝜆 и углом атаки 0 ≤  𝛼𝛼 ≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼 . Эффект Галкина состоит в том, что суще-
ствует такое критическое значение удлинения  𝜆𝜆�� , что при 𝜆𝜆 ≤ 𝜆𝜆��  коэффициент 
подъёмной силы тела 𝐶𝐶� ≤ 0 , и 0 ≤  𝛼𝛼 ≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼 , а при 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆��  имеем 𝐶𝐶� 𝜆 0 в 
некотором интервале значений угла атаки 𝛼𝛼 из множества 0 ≤  𝛼𝛼 ≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼. На 
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рис. 4 показан пример проведения функции 𝐶𝐶�(𝛼𝛼𝛼 при разных 𝜆𝜆𝜆 в окрестности 
𝜆𝜆��   для степенного тела вращения  

 

Рис. 4 / Fig. 4. Поведение коэффициента подъёмной силы 𝑪𝑪𝒚𝒚 при удлинениях тела 
вблизи критического. При 𝝀𝝀𝜆 𝝀 𝜆𝝀𝝀𝒄𝒄𝒄𝒄 коэффициент отрицателен при всех углах атаки / 
Behavior of the lifting force coefficient 𝑪𝑪𝒚𝒚 upon elongations of a body near the critical one. 

For 𝝀𝝀𝜆 𝝀 𝜆𝝀𝝀𝒄𝒄𝒄𝒄  the coefficient is negative for all angles of attack 
Источник: составлено авторами 

 
Значение 𝜆𝜆𝜆��  для тела с заданной степенью образующей 𝛽𝛽 и при заданных па-

раметрах 𝑅𝑅𝑅𝑅� и 𝑡𝑡� определяется с помощью следующей процедуры. Функция 
𝐶𝐶�(𝛼𝛼𝛼 вычисляется на отрезке 0𝜆 ≤ 𝜆𝛼𝛼 ≤ 𝛼𝛼��� в некотором количестве точек 𝑁𝑁. 
Вычисление состоит в суммировании проекций на заданную ось сил давления и 
трения (1) по всем тем треугольникам триангуляции, которые пересекаются по-
током молекул потока. Треугольники, попадающие в тень потока, вклад в сумму 
не дают. После получения, таким способом 𝑁𝑁 значений функции 𝐶𝐶�(𝛼𝛼𝛼, эта 
функция интерполируется сплайном. Используя этот сплайн, мгновенно нахо-
дится максимум этой функции на отрезке 0𝜆 ≤ 𝜆𝛼𝛼 ≤ 𝛼𝛼���.  

Таким образом получаем функцию 𝐶𝐶�(���𝛼(𝜆𝜆𝛼. Численное исследование этой 
функции позволяет определить максимальное значение переменной 𝜆𝜆, при ко-
торой 𝐶𝐶�(���𝛼(𝜆𝜆𝛼 ≤ 0. Это максимальное значение и есть 𝜆𝜆�� , так как при 𝜆𝜆 𝜆
𝜆𝜆��𝜆𝜆𝜆имеем 𝐶𝐶�(���𝛼(𝜆𝜆𝛼 𝜆 0. Проведённое исследование показало, что описанная 
процедура надёжно определяет критическое значение 𝜆𝜆��  при 𝛼𝛼��� = 10𝜆град, 
𝑁𝑁 = 𝑁. Процедура была проверена на устойчивость относительно увеличения 
числа треугольников в триангуляции. Так увеличение количества треугольников 
вдвое изменяет значение 𝜆𝜆��  в четвёртом знаке. 

С помощью описанной процедуры получены результаты, которые представ-
лены на рис. 5 и 6. На рис. 5 представлена зависимость критического удлинения 
𝜆𝜆��  от степени образующей 𝛽𝛽. Анализируя эти результаты, можно отметить не 
сильную зависимость 𝜆𝜆��  от температурного фактора 𝑡𝑡�. Кроме того, существует 
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точка на графике с координатами 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 𝛽𝛽�� 𝛽 𝛽𝛽89 в окрестности которой 
проходят все линии зависимостей.  

 

Рис. 5 / Fig. 5. Критическое удлинение степенного тела вращения как функция степени 
𝜷𝜷 при разных числах Рейнольдса (𝑹𝑹𝑹𝑹𝟎𝟎) и температурном факторе 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽 𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎𝟎𝟎 и 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽
𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎 / Critical elongation of a power-law body of revolution as a function of the degree 𝜷𝜷 at 

different Reynolds numbers 𝑹𝑹𝑹𝑹𝟎𝟎 and temperature factors 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽 𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎𝟎𝟎 and 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽 𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎 
Источник: составлено авторами 

 
Чтобы подробно рассмотреть это явление, на рис. 6 представлены зависимо-

сти 𝛽𝛽��  от числа Рейнольдса 𝑅𝑅𝑅𝑅� при разных показателях степени 𝛽𝛽 в интервале 
𝛽𝛽𝛽8 ≤ 𝛽𝛽 ≤ 𝛽𝛽𝛽𝛽 . 

 

 
Рис. 6 / Fig. 6. Критическое удлинение степенного тела вращения как функция числа 

𝑹𝑹𝑹𝑹𝟎𝟎 при степенях β равных 0.18–0.26 и температурном факторе 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽 𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎 / Critical elon-
gation of a power-law body of revolution as a function of the number 𝑹𝑹𝑹𝑹𝟎𝟎 with powers of β 

equal to 0.18–0.26 and a temperature factor 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝛽 𝟎𝟎𝛽 𝟎𝟎 
Источник: составлено авторами 
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На рис. 6 можно видеть некоторый кроссовер поведения функции 𝜆𝜆��(𝑅𝑅𝑅𝑅�) 
при разных 𝛽𝛽. Она из возрастающей делается убывающей. Это происходит в 
окрестности 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽. При этом значении критическое удлинение степенного 
тела вращения почти не зависит от числа 𝑅𝑅𝑅𝑅�. И при переходе через это значение 
функция 𝜆𝜆��(𝑅𝑅𝑅𝑅�) из возрастающей превращается в убывающую. 

 
Заключение 

Для тел вращения со степенной образующей исследован эффект Галкина, ко-
торый состоит в том, что существует критическое удлинение тела 𝜆𝜆��  такое, что 
при всех 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆�� подъёмная сила отрицательна при всех углах атаки 𝛼𝛼 в интер-
вале (𝛽, 𝜋𝜋𝜋𝛽). Исследована зависимость 𝜆𝜆��  от степени образующей 𝛽𝛽, числа 
Рейнольдса 𝑅𝑅𝑅𝑅� и температурного фактора 𝑡𝑡�. Обнаружено явление кроссовера 
в поведения функции 𝜆𝜆��(𝑅𝑅𝑅𝑅�), при 𝛽𝛽с 𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽, так что при 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽с эта функция 
возрастающая, а при 𝛽𝛽 𝜆 𝛽𝛽с убывающая. 

Соответственно, при 𝛽𝛽 𝛽 𝛽𝛽с критическое удлинение не зависит от числа Рей-
нольдса. 

 
Статья поступила в редакцию 22.03.2022г. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Галкин В. С., Гладков А. А. О подъемной силе при гиперзвуковых скоростях // При-
кладная механика и математика. 1961. Т. 25. Вып. 6. С. 1138–1139. 

2. Галкин В. С. О подъемной силе в свободномолекулярном потоке // Прикладная меха-
ника и математика. 1962. Т. 26. Вып. 3. С. 567. 

3. Горелов С. Л., Могорычная А. В. О подъемной силе в потоке разреженного газа // 
Прикладная механика и математика. 2022. Т. 86. № 2. С. 216–222. 
DOI: 10.31857/S0032823522020060. 

4. Василенко Д. А., Дорофеев Ф. Е., Дорофеев Е. А. Построение нейросетевого аппрок-
симатора для определения критического угла полураствора в эффекте смены знака 
коэффициента подъемной силы для затупленных конических тел // Труды МАИ (се-
тевое научное издание). 2021. № 119. URL: https://trudymai.ru/pub-
lished.php?ID=159784# (дата обращения: 10.02.2022). DOI: 10.34759/TRD-2021-119-07. 

5. Галкин В. С., Ерофеев А. И., Толстых А. И. Приближенный метод расчета аэродина-
мических характеристик тел в гиперзвуковом разреженном газе // Труды ЦАГИ. 1977. 
Вып. 1833. С. 6–10. 

6. Теоретические и экспериментальные исследования обтекания тел простой формы ги-
перзвуковым потоком разреженного газа / Гусев В. Н., Ерофеев А. И., Климова Т. В. 
Перепухов В. А. Рябов В. В., Толстых А. И. // Труды ЦАГИ. 1977. Вып. 1855. С. 43. 

7. Коган М. Н. Динамика разреженного газа. М.: Наука, 1967. 440 с. 
8. Ньютон И. Математические начала натуральной философии. М.: Наука, 1989. 688 с. 

 
REFERENCES 

1. Galkin V. S., Gladkov A. A. [On the lifting force at hypersonic speeds]. In: Prikladnaya mek-
hanika i matematika [Journal of Applied Mathematics and Mechanics], 1961, vol. 25, iss. 6, 
pp. 1138–1139.  



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

49

2. Galkin V. S. [On the lifting force in a free molecular flow]. In: Prikladnaya mekhanika i 
matematika [Journal of Applied Mathematics and Mechanics], 1962, vol. 26, iss. 3, p. 567.  

3. Gorelov S. L., Mogorychnaya A. V. [On the lifting force in a rarefied gas flow]. In: Priklad-
naya mekhanika i matematika [Journal of Applied Mathematics and Mechanics], 2022, 
vol. 86, no. 2, pp. 216–222. DOI: 10.31857/S0032823522020060. 

4. Vasilenko D. A., Dorofeev F. Ye., Dorofeev Ye. A. [Construction of a neural network ap-
proximator to determine the critical half-angle in the effect of sign reversal of the lift coef-
ficient for blunt conical bodies]. In: Trudy MAI (setevoe nauchnoe izdanie) [Proceedings of 
Moscow Aviation Institute (network scientific publication)], 2021, no. 119. Available at: 
https://trudymai.ru/published.php?ID=159784# (accessed: 10.02.2022). 
DOI: 10.34759/TRD-2021-119-07.  

5. Galkin V. S., Erofeev A. I., Tolstykh A. I. [An approximate method for calculating the aer-
odynamic characteristics of bodies in a hypersonic rarefied gas]. In: Trudy TsAGI [Proceed-
ings of Central Aerohydrodynamic Institute], 1977, iss. 1833, pp. 6–10.  

6. Gusev V.  N., Erofeev A. I., Klimova T. V. Perepukhov V. A. Ryabov V. V., Tolstykh A. I. 
[Theoretical and experimental studies of a hypersonic flow of rarefied gas around bodies of 
a simple shape]. In: Trudy TsAGI [Proceedings of Central Aerohydrodynamic Institute], 
1977, iss. 1855, S. 43.  

7. Kogan M. N. Dinamika razrezhennogo gaza [Dynamics of a rarefied gas]. Moscow, Nauka 
Publ., 1967. 440 p.  

8. Newton I. The mathematical principles of natural philosophy. London, Flame Tree Publ., 
202. 480 p. 

 
ИНФОРМАЦИЯ ОБ АВТОРАХ 

Горелов Сергей Львович – доктор физико-математических наук, профессор кафедры ком-
пьютерного моделирования Московского физико-технического института (националь-
ного исследовательского университета); 
e-mail: gorelovsl@yandex.ru; 
 
Дорофеев Федор Евгеньевич – аспирант кафедры компьютерного моделирования Мос-
ковского физико-технического института (национального исследовательского универ-
ситета); 
e-mail: feodor.dorofeev@gmail.com, dorofeev.fe@phystech.edu. 
 

INFORMATION ABOUT THE AUTHORS 
Sergey L. Gorelov – Dr. Sci. (Phys.-Math.), Prof., Department of Computer Modeling, Moscow 
Institute of Physics and Technology; 
e-mail: gorelovsl@yandex.ru; 
 
Fedor E. Dorofeev – Postgraduate Student, Department of Computer Modeling, Moscow Insti-
tute of Physics and Technology; 
e-mail: feodor.dorofeev@gmail.com, dorofeev.fe@phystech.edu. 
  



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

50

ПРАВИЛЬНАЯ ССЫЛКА НА СТАТЬЮ 
Горелов С. Л., Дорофеев Ф. Е. Эффект изменения знака подъёмной силы для степенных 
тел вращения // Вестник Московского государственного областного университета. 
Серия: Физика-математика. 2022. № 2. С. 42–50. 
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-2-42-50. 
 

FOR CITATION 
Gorelov S. V., Dorofeev F. E. Effect of a change in the sign of the lifting force for power-law 
bodies of revolution. In: Bulletin of the Moscow Region State University. Series: Physics and 
Mathematics, 2022, no. 2, pp. 42–50.  
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-2-42-50. 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

51

УДК 530.1 
DOI: 10.18384/2310-7251-2022-2-51-55 

ÏÐÈÍÖÈÏ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ 

Камалов Т. Ф. 1 
Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет) 
141700, Московская область, г. Долгопрудный, Институтский пер., д. 9, Российская Федерация 
Московский государственный областной университет  
141014, Московская обл., г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24, Российская Федерация 

Аннотация 
Цель данной работы заключается в доказательстве того, что из принципа устойчивости 
следует принцип наименьшего действия. 
Процедура и методы. В статье предложена формулировка принципа устойчивости физи-
ческих систем, позволяющая подменить принцип наименьшего действия, т. к. из прин-
ципа устойчивости следует принцип наименьшего действия. 
Результаты. В работе были доказаны две теоремы для достижения указанных целей.  
Теоретическая и/или практическая значимость. Работа разъясняет происхождение одного 
из основных физических законов – принципа наименьшего действия – и позволяет дру-
гую формулировку устойчивости.  
Ключевые слова: аксиоматика физики, принцип устойчивости 
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Abstract  
Aim. The purpose of the paper is to prove that the principle of least action follows from the 
principle of stability. 
Methodology. The paper proposes a formulation of the principle of stability of physical systems, 
which makes it possible to replace the principle of least action, since from the principle of sta-
bility follows the principle of least action. 
Results. Two theorems are proved to achieve these goals. 
Research implications. The work clarifies the origin of one of the basic physical laws, the prin-
ciple of least action, and allows a different formulation of stability. 
Keywords: axiomatics of physics, stability principle 
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Введение 

В работе доказывается, что из принципа устойчивости следует принцип 
наименьшего действия. Это означает, что основные известные законы физики 
можно получить из требования устойчивости физической системы. Аксиома 
устойчивости устраняет необходимость введения сразу нескольких аксиом в фи-
зике. Это относится в механике, электромагнетизму, теории относительности, 
квантовой физике и др. 

Согласно теоремы австрийского математика Гёделя, в любой теории суще-
ствуют положения (аксиомы или постулаты), которые нельзя доказать в рамках 
данной теории, они угадываются из экспериментального и наблюдательного 
опыта и их должно быть минимальное количество для построения теории.  

Принцип устойчивости может не только обобщать, но и логически объяснять 
основные законы природы. Принцип устойчивости позволяет использовать 
устойчивость физических объектов и их состояний для объяснения и обобще-
ния таких фундаментальных законов природы, как принцип наименьшего дей-
ствия, устойчивость атомов, стационарность возможных траекторий и др. Его 
можно использовать как обобщённый закон, объясняющий такой основной за-
кон природы, как принцип наименьшего действия, а значит – он может быть 
распространён на все другие законы, вытекающие из принципа наименьшего 
действия, такие как законы Ньютона, уравнения Эйлера-Лагранжа, законы рас-
пространения света, электромагнитных волн и т. д. 

Из устойчивости следуют основные законы физики. 
Устойчивость по Ляпунову 
Если дифференциальные уравнения возмущённого движения таковы, что можно 

найти знакоопределённую функцию 𝑉𝑉, производная которой 𝑉𝑉𝑉 в силу этих уравне-
ний была бы либо знакопостоянной функцией противоположного знака относи-
тельно 𝑉𝑉, либо постоянной – знаковая функция противоположного знака с 𝑉𝑉, или 
тождественно равна нулю, то невозмущённое движение устойчиво [1]. 

Устойчивость по Пуанкаре 
Пуанкаре ввёл коэффициенты устойчивости 𝛿𝛿 𝛿 ���

���  . При 𝛿𝛿 𝛿 𝛿𝛿состояние 
системы устойчиво. В противном случае он нестабилен [2]. 

Устойчивость по Лагранжу 
Если в положении равновесия потенциальная энергия 𝑉𝑉 имеет изолирован-

ный минимум, то это положение равновесия устойчиво. 
 

Принцип устойчивости 
Применительно к нашему случаю сформулируем принцип устойчивости сле-

дующим образом: физическая система сохраняет состояние устойчивого посту-
пательного, колебательного, вращательного движения в отсутствии внешнего 
возмущения. 
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Уравнения Эйлера-Лагранжа описывают устойчивые состояния физической 
системы. Уравнения Остроградского с высшими производными – это уравнения 
Эйлера-Лагранжа с дополнительными слагаемыми с высшими производными, 
описывающие также неустойчивые состояния этой физической системы. 

Заметим, что законы Ньютона, описывающие устойчивую динамику физиче-
ских систем, являются дифференциальными уравнениями второго порядка. До-
полнительные слагаемые к классической механике в виде высших производных 
описывают неустойчивые реальные движения с учётом случайных воздействий. 

 
Теорема 1 
Если физическая система устойчива в инерциальной системе отсчёта, то для 

неё справедлив принцип наименьшего действия. 
Доказательство теоремы 
Согласно устойчивости по Лагранжу, физическая система устойчива тогда, ко-

гда потенциальная энергия 𝑉𝑉 имеет изолированный минимум, т. е. 𝑉𝑉�̇�(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
0, 𝑉𝑉𝑉̈(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 0𝑞 

В инерциальной системе отсчёта для изолированной физической системы без 
действия внешних сил скорость постоянна �̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞 𝑞 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞, что следует из первого 
закона Ньютона. Это означает, что его кинетическая энергия также постоянна 
𝑇𝑇(�̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞, потому что кинетическая энергия является квадратичной 
функцией скорости. 

Тогда функция Лагранжа 𝐿𝐿(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, �̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 𝑇𝑇(�̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 − 𝑉𝑉(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, равная разности 
между потенциальной энергией 𝑉𝑉(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑉и кинетической энергией 𝑇𝑇(𝑞𝑞�̇�(𝑞𝑞𝑞𝑞, 
также имеет изолированный минимум 𝐿𝐿𝑉̇(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, 𝑞𝑞�̇�(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 0, 𝐿𝐿�̈�(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, 𝑞𝑞�̇�(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 0𝑞 

Функция действия определяется как: 

𝑆𝑆 𝑞 �𝐿𝐿(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, �̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑𝑞𝑞 𝑞 �(𝑇𝑇(�̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 − 𝑉𝑉(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑𝑞𝑞 
Тогда вариация функции действия равна нулю, а это выражает принцип 

наименьшего действия: 
𝛿𝛿𝑆𝑆(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, �̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 0. 

Теорема доказана. 
Теорема 2 
Если состояние физической системы неустойчиво в неинерциальной системе 

отсчёта, то вариация функции действия этой системы не равно нулю. 
Доказательство 
Если физическая система неустойчива, значит, она не имеет изолированного 

минимума потенциальной энергии. Тогда функция Лагранжа, а следовательно и 
функция действия этой системы также не имеет изолированного минимума, т. к. 
кинетическая энергия в инерциальной системе постоянна𝑉𝑇𝑇(�̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞. То-
гда вариация функции действия не равна нулю 𝛿𝛿𝑆𝑆(𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞, �̇�𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 ≠ 0. 

Теорема доказана. 
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Заключение 
Доказано, что из требования устойчивости следует принцип наименьшего 

действия. Это ставит устойчивость в ряд первоопределяющих принципов фи-
зики [3]. 

 
Статья поступила в редакцию 11.04.2022г. 
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Î ÔÎÐÌÓËÅ, ÏÐÈÅÌËÅÌÎÉ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÂÐÅÌÅÍÈ  
ÏÎËÍÎÃÎ ÈÑÏÀÐÅÍÈß ÊÀÊ ÌÅËÊÈÕ, ÒÀÊ È ÊÐÓÏÍÛÕ  
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÀÏÅËÜ ÂÎÄÛ 

Кузнецов М. M., Кузьмин М. К., Кулешова Ю. Д. 1 
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141014, Московская обл., г. Мытищи, ул. Веры Волошиной, д. 24,  
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Аннотация 
Цель. В работе ставится и решается задача получения аналитических формул для 
вычисления времени испарения мелких и крупных капель сферической формы. 
Процедура и методы. В работе использованы аналитические методы математической 
физики при решении задачи о нестационарном испарении капель. Использованы также 
численные композитные методы для составления общей формулы для всех режимов 
испарения капель. 
Результаты. Получено единое аналитическое выражение, связывающее времена жизни 
как мелких, так и крупных сферических капель воды. Упомянутые случаи больших и 
малых капель соответствуют различным асимптотикам. Найдены отдельные формулы 
для вычисления времени испарения мелких и крупных аэрозольных капель 
сферической формы. В результате численного анализа этих формул в нестационарном 
процессе испарения капель воды построена одна более простая формула, приемлемая 
для вычисления времени жизни как мелких, так и крупных сферических капель воды. 
Проведено сравнение построенных по этой формуле графиков зависимости времени 
жизни капли от её начального радиуса при различных значениях температуры среды с 
результатами, полученными другими авторами. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Статья представляет большой интерес 
как для теории нестационарного испарения капель, так и для использования полученных 
результатов в многочисленных практических приложениях. 
Ключевые слова: нестационарный процесс испарения аэрозольных капель, мелкие и 
крупные капли воды, время полного испарения, учёт кривизны поверхности капли, 
анализ формул, графиков 
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ON THE FORMULA ACCEPTABLE FOR CALCULATING THE TIME  
OF COMPLETE EVAPORATION OF BOTH SMALL AND LARGE  
SPHERICAL WATER DROPLETS 

M. Kuznetsov, M. Kuzmin 

Moscow Region State University 
ul. Very Voloshinoi 24, Mytishchi 141014, Moscow Region, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The paper formulates and solves the problem of obtaining analytical formulae for 
calculating the evaporation time of small and large droplets of spherical shape. 
Methodology. The paper relies on analytical methods of mathematical physics in solving the 
problem of non-stationary evaporation of droplets. Use is also made of numerical composite 
methods to construct a general formula for all regimes of evaporation of droplets. 
Results. A unified analytical expression linking the lifetimes of both small and large spherical 
water droplets is obtained. The mentioned cases of large and small droplets correspond to 
different asymptotics. Separate formulae for calculating the evaporation time of small and 
large spherical aerosol droplets are found. As a result of the numerical analysis of these 
formulae in the non-stationary process of evaporation of water droplets, a simpler formula 
acceptable for calculating the lifetime of both small and large spherical water droplets is 
derived. Formula-built graphs of the dependence of the lifetime of the drop on its initial radius 
at different values of the ambient temperature are compared with those obtained by other 
authors. 
Research implications. The paper is of great interest both for the theory of non-stationary 
evaporation of droplets, and for the use of the obtained results in numerous practical 
applications. 
Keywords: non-stationary process of evaporation of aerosol droplets, small and large drops of 
water, time of complete evaporation, accounting for the curvature of the surface of the droplet, 
analysis of formulas, graphs 
 

Введение 
Теоретические и экспериментальные исследования процесса испарения и 

конденсационного роста аэрозольных капель имеют давнюю историю [1; 2] и 
различные аспекты этой тематики продолжают интересовать учёных по сей 
день [3–12]. В связи с широким применением капельных аэрозолей во многих 
областях науки и техники часто возникает необходимость оценить время 
образования или полного испарения такого аэрозоля. Весьма подробный 
анализ большого числа факторов по-разному, влияющих на скорость 
протекания процесса испарения единичной капли жидкости, проведён в работе 
[3], при этом отмечены и недостатки хорошо известной в теории испарения 
капель формулы Максвелла [1]. Задача максимально полно охватить основные 
факторы, влияющие на скорость процесса испарения капельных аэрозолей, и 
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при этом получить наиболее простую и удобную для инженерных расчётов 
формулу для времени жизни таких капель до сих пор остаётся актуальной. 

В предлагаемой статье для получения указанной в её названии формулы 
будут использованы результаты работы [13]. В ней рассмотрен нестационарный 
процесс испарения неподвижной аэрозольной капли сферической формы, 
находящейся в бинарной газовой смеси, первый компонент которой образован 
молекулами вещества капли, а второй компонент – молекулами несущего газа, 
то есть парогазовой смеси. При этом имеет место диффузионный режим [1; 2] 
испарения. 

Как известно, к числу важнейших характеристик нестационарного процесса 
испарения сферических капель относятся: скорость изменения их радиуса, 
время полного испарения (по-другому – «время высыхания» или «время 
жизни») капли при учёте существенных факторов, влияющих на процесс. В 
работе [13], учитывая влияние слоя Кнудсена [1; 2] вокруг капли в виде скачков 
концентрации и температуры у её поверхности, а также кривизну поверхности, 
коэффициент поверхностного натяжения, найдены начальное и конечное 
предельные выражения для скорости изменения радиуса R аэрозольной капли. 
В обозначениях указанной работы они имеют вид: 

 
���

�� �
�

= ��������
����

  (𝑡𝑡 𝑡 𝑡), (1) 

���
�� �

�
= ��������

�������������� �  (𝑡𝑡 𝑡 𝑡). (2) 

 
Настоящая статья посвящена получению формул для времени полного 

испарения аэрозольных капель, исходя из соотношений (1) и (2). На основе 
численного анализа двух полученных формул в применении к 
нестационарному процессу испарения капель воды в воздушную среду 
определённой влажности составлена одна формула, приемлемая для 
вычисления времени жизни как мелких, так и крупных сферических капель 
воды. Проведено сравнение построенных по этой формуле графиков 
зависимости времени жизни капли от её начального радиуса с результатами, 
полученными авторами работы [3]. 

 
Формулы для вычисления времени полного испарения  

сферической аэрозольной капли 
Выбор системы координат, относительно которой записаны основные 

уравнение поставленной в [13] задачи, был определён тем, что процесс 
испарения протекает сферически симметрично. Такому процессу наилучшим 
образом подходит сферическая система координат с началом в центре 
испаряющейся капли.  

Из принятых в работе [13] обозначений приведём необходимые для 
понимания дальнейшего изложения. 𝑐𝑐�(𝑟𝑟𝑟 𝑡𝑡) , 𝑇𝑇(𝑟𝑟𝑟 𝑡𝑡) обозначают 
соответственно распределение относительной концентрации пара и поля 
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температуры парогазовой смеси вне слоя Кнудсена, где r – радиальная 
координата сферической системы координат (здесь 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟𝑟, t – время. Приведём 
для них начальные и граничные условия:  

𝑐𝑐�(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟|��� =  𝑐𝑐�(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟|��� = 𝑐𝑐��,  𝑇𝑇(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟|��� =  T(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟|��� = 𝑇𝑇�. 
Далее, 𝑐𝑐��(𝑟𝑟𝑟 = 𝑐𝑐�(𝑇𝑇�𝑟 – относительная концентрация насыщенных паров 
вещества капли при температуре её поверхности 𝑇𝑇�(𝑟𝑟𝑟,  

𝑐𝑐��(𝑟𝑟𝑟|��� = 𝑐𝑐���, 𝑇𝑇�(𝑟𝑟𝑟|��� = 𝑇𝑇��. 
Для обозначения относительной концентрации насыщенных паров вещества 

капли при температуре её поверхности, имеющей пренебрежимо малую 
кривизну, используем черту над буквой; например,  𝑐𝑐��(𝑟𝑟𝑟|��� =  𝑐𝑐���. В 
выражения (1) и (2) входят 𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷�𝐷𝐷��/𝜌𝜌�, где 𝐷𝐷�� – коэффициент взаимной 
диффузии компонентов бинарной (парогазовой) смеси; 𝐷𝐷 = 𝐷𝐷� + 𝐷𝐷�; 𝐷𝐷�𝑟 𝐷𝐷� и 
𝐷𝐷�𝑟 𝐷𝐷� – концентрация и масса молекул первого и второго компонентов 
соответственно; 𝜅𝜅 𝜅  коэффициент теплопроводности парогазовой смеси. 𝜌𝜌�  и 
 𝜌𝜌�  – соответственно плотности вещества капли и бинарной смеси. 

Для описания оставшихся величин 𝜀𝜀��𝑟 𝑘𝑘��𝑟 𝑔𝑔�, входящих в выражения (1) и 
(2), использованы обозначения: k – постоянная Больцмана, q – удельная 
теплота испарения вещества капли,  𝜎𝜎 𝜅 коэффициент поверхностного 
натяжения и 𝜒𝜒� , 𝜒𝜒� – составные коэффициенты скачков концентрации и 
температуры [14]. Имеют место соотношения: 

𝜀𝜀�� = 𝜀𝜀� 𝜅 𝑐𝑐���𝑘𝑘�𝜀𝜀�𝑟 𝑔𝑔� = 𝑘𝑘��𝜒𝜒� + 𝜅𝜅𝜒𝜒� 𝑟 𝑘𝑘�� =  𝛾𝛾𝑘𝑘�𝑐𝑐��� �1 + ��
� � , 

𝜀𝜀� = 𝑐𝑐�� 𝜅 𝑐𝑐��� �1 + ��
� � 𝑟   𝜀𝜀� = 𝑇𝑇� 𝜅 𝑇𝑇�� , 𝑘𝑘� = ��������

�����
 , 

𝑘𝑘� = ����
������

 , 𝛾𝛾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷�𝑞𝑞 . 
Будем рассматривать соотношения (1), (2) как обыкновенные 

дифференциальные уравнения, в которых только радиус капли R зависит от 
времени t. Такое допущение правомерно в предположении, что 
рассматривается процесс медленного испарения, концентрация молекул пара 
вещества капли остаётся много меньше концентрации молекул несущей 
газовой среды и характерное время изменения радиуса капли намного больше 
отношения квадрата радиуса к коэффициенту диффузии среды. Как отмечено в 
[3], эти предположения хорошо отражают реальную ситуацию для давлений 
газа порядка атмосферного. 

Итак, в соотношениях (1) и (2) 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟(𝑟𝑟𝑟 выступает в качестве искомой 
функции. Разделением переменных 𝑟𝑟 и 𝑟𝑟 уравнения (1) и (2) приводятся к виду: 

(𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟� =  𝜅 ���
� �1 + �����

��� � 𝑑𝑑𝑟𝑟,   (3) 

(𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟� = 𝜅 ���
� �𝑟𝑟 + 𝑅𝑅�� 𝜅 𝑐𝑐 + �����(�����𝑟

��� � 𝑑𝑑𝑟𝑟,  (4) 
где 

𝑅𝑅�� = ��������
�������

, 𝜅𝜅� = 𝛾𝛾𝑘𝑘�𝑐𝑐���, 𝑐𝑐�� = 𝑐𝑐���(1 + 𝑘𝑘�𝜀𝜀�𝑟; 

𝑅𝑅�� = ������
��������

, 𝑏𝑏 = �����
��

, 𝑐𝑐 = �����
�������

; 
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𝑎𝑎�� = ����
�������

, 𝑎𝑎�� = ������𝑅�����)
����

, 𝑎𝑎�� = ������
����

. 

Проинтегрируем уравнения (3) и (4) при выполнении начального условия 
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅)|��� = 𝑅𝑅�. 

Опуская несложные преобразования, приведём вытекающие из этих 
уравнений формулы для вычисления времени 𝜃𝜃 полного испарения 
аэрозольных капель: 

𝜃𝜃� = ���
� �𝑅𝑅� + 𝑅𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐)ln |1 + ��

� |�,  (5) 
 

𝜃𝜃� = ���
� ����

� + 𝑅𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐)𝑅𝑅� +  �𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑅𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐)ln |1 + ��
� |��. (6) 

Заметим, что используемые в обозначении времени полного испарения 
капли индексы 0 и ∞ указывают не только на то, что их правые части получены 
из соотношений (3) и (4), снабжённых соответствующими индексами, они 
указывают и на «малое» и «большое» значения времени полного испарения 
соответственно «мелких» и «крупных» капель. 

 
Анализ формул для вычисления времени полного испарения 

аэрозольных капель 
Обратим внимание на то, что выражение (5) и часть выражения (6) состоят 

из членов, линейно зависящих от 𝑅𝑅� и ln |1 + ��
� |. Выделив эту часть, формулу 

(6) представим в виде 
𝜃𝜃� = 𝑅𝑅�� + 𝑅𝑅��, (7) 

где 
𝑅𝑅�� = ���𝑅�����)

� �𝑅𝑅� + � ���
����� − 𝑐𝑐� ln |1 + ��

� |�, (8) 
 

𝑅𝑅�� = ���
�� 𝑅𝑅��. (9) 

Формула (5), полученная для малых значений времени, служит для 
вычисления времени полного испарения более мелких аэрозольных капель. 
Можно предположить, что имеющая аналогичное с ней строение формула (8) 
пригодна для той же цели, а слагаемое (9) будет вносить наиболее 
существенную часть времени полного испарения для более крупных капель. 

Если такое предположение верно, то заменив в формуле (7) довольно 
громоздкое выражение (8) более простым выражением (5), получим более 
удобную для инженерных расчётов формулу, приемлемую для вычисления 
времени жизни аэрозольных капель с широким диапазоном начальных 
радиусов. 

Выясним правомерность замены в формуле (7) выражения (8) на более 
простое выражение (5). Коэффициенты при 𝑅𝑅� и ln |1 + ��

� | в этих выражениях 
зависят как от физических свойств вещества испаряющейся капли, так и от 
условий окружающей ее среды. Рассмотрим наиболее часто встречающийся 
случай нестационарного испарения капель воды в воздушную среду 50% 
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влажности, когда давление этой среды P = 0,1 МПа. Для сравнения возьмём два 
различных значения температуры среды 293 К, 323 К, которым, как известно 
[13], соответствуют значения коэффициента испарения воды 𝛼𝛼, равные 0,034 и 
0,026. 

Поскольку мы рассматриваем процесс только испарения капель, то при 𝜀𝜀� �
0 величина 𝜀𝜀�� = 𝜀𝜀� − 𝑐𝑐���𝑘𝑘�𝜀𝜀� , входящая в выражения (1) и (2), должна быть 
отрицательной, а это возможно только при выполнении условия: 

𝜀𝜀� � −𝑘𝑘��� �1 − ���
��
���.  (10) 

Откуда получаем [13], что если за основу брать фиксированную температуру 
среды, то температура поверхности капли не может быть намного выше 
температуры среды. Для простоты ограничиваемся случаем, когда температура 
поверхности испаряющейся капли 

𝑇𝑇�(𝑡𝑡𝑡 = 𝑇𝑇�(𝑡𝑡𝑡���� = 𝑇𝑇�� = 𝑇𝑇�. 
В таком случае обеспечивается выполнение условия (10) на все время жизни 

испаряющейся капли. 
Рассматриваемые выражения (5) и (8) включают в себя один и тот же 

множитель 𝑏𝑏��, поэтому для их сравнения достаточно знать численные 
значения пар величин: 

𝑎𝑎��, 𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡,  (11) 
и 

𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡, 𝑎𝑎��[𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡].  (12) 
Вычислив их при двух указанных выше значениях температуры среды, 
представим для наглядности таблицей. 

 
Таблица 1 / Table 1  
Численные значения величин (11) и (12) в зависимости от температуры среды 𝑻𝑻𝟎𝟎 / 
Numerical values of quantities (11) and (12) depending on the medium temperature 𝑻𝑻𝟎𝟎 

𝑻𝑻𝟎𝟎 293 К 323 К 

𝑎𝑎�� 
 𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡 

1,2074∙ 10�� 
1,2062∙ 10�� 

0,5593∙ 10�� 
0,5587∙ 10�� 

𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡 
𝑎𝑎��[𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑡] 

-2,4848∙ 10��� 
-2,4828∙ 10��� 

-0,9189∙ 10��� 
-0,9178∙ 10��� 

 
Источник: составлено авторами 

 
Полученные численные значения в табл. 1 показывают, что как выражения 

(11), так и выражения (12) при обоих значениях температуры среды являются 
величинами одного порядка, то есть 
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𝑎𝑎��~ 𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑐, 𝑎𝑎��(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑐~ 𝑎𝑎��[𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐(𝑎𝑎�� − 𝑐𝑐𝑐], 
причём относительная погрешность при замене одного числа на другое из 
одной и той же клетки табл. 1 не превышает 0,0012 для всех четырёх пар чисел. 

Таким образом, замена в формуле (7) выражения (8) на более простое 
выражение (5) вполне допустима, в рассматриваемых нами условиях эта 
процедура не приводит к большим ошибкам. В результате такой замены 
приходим к следующей формуле для вычисления времени полного испарения 
капель воды при указанных выше указанных условиях окружающей среды 

𝜃𝜃��(𝑅𝑅�𝑐 = 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐 + 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐 + 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐, (13) 
где 

𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐 = ���
� 𝑅𝑅�,  (14) 

𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐 = ���(�����𝑐
� ln |1 + ��

� |, (15) 
𝑡𝑡��(𝑅𝑅�𝑐 = ���

�� 𝑅𝑅��. (16) 
Численные значения выражения (13) зависят не только от начального 

радиуса 𝑅𝑅� испаряющейся капли, но и большого числа учитываемых в 
рассматриваемом процессе факторов. Легко заметить, что в выражении (13) 
имеется множитель 𝑏𝑏�� = 𝜌𝜌� (𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷�𝜅𝜅𝑐��. Отметим, что учёт скачков 
концентрации и температуры вблизи поверхности испаряющейся капли может 
сказываться лишь на величину выражений (14) и (15), а в выражение (16) 
коэффициенты скачков концентрации и температуры не входят. Учёт 
кривизны испаряющейся капли и коэффициента поверхностного натяжения 
может сказываться только на значения выражения (15). 

Для оценки вклада каждого из выражений (14) – (16) на время жизни 
испаряющейся капли 𝜃𝜃��(𝑅𝑅�𝑐 в зависимости от её начального радиуса 
вычислим их значения для капель воды с начальными радиусами: 10��   м, 
10��   м, 10��   м, 10��   м, 10��   м. Выбор таких значений 𝑅𝑅� продиктован тем, 
чтобы капли воды имели сферическую форму и при этом охватить часто 
рассматриваемые классы аэрозольных частиц (мелкие частицы, частицы с 
промежуточными размерами, умеренно крупные частицы, крупные частицы 
[15]). Полученные при двух различных значениях температуры 𝑇𝑇� окружающей 
среды 293 К, 323 К численные значения выражений (14) – (16) и (12) 
представим в табл. 2 и 3. 

 
Таблица 2 / Table 2 
Численные значения выражений (14)–(16) и (12) (в секундах) в зависимости от 𝑹𝑹𝟎𝟎 
при температуре окружающей среды 𝑻𝑻𝟎𝟎 = 293 К /  
Numerical values of expressions (14)–(16) and (12) (in seconds) depending on 𝑹𝑹𝟎𝟎 at ambient 
temperature 𝑻𝑻𝟎𝟎 = 293 К 

𝑹𝑹𝟎𝟎, м 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎𝑐 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎𝑐 𝒕𝒕�𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎𝑐 𝜽𝜽𝟎𝟎�(𝑹𝑹𝟎𝟎𝑐 

10�� 
10�� 

2,4479∙ 10�� 
2,4479∙ 10�� 

-0,8702∙ 10�� 
-1,9425∙ 10�� 

0,7873∙ 10�� 
0,7873∙ 10�� 

1,5856∙ 10�� 
2,3323∙ 10�� 
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𝑹𝑹𝟎𝟎, м 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝒕𝒕�𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝜽𝜽𝟎𝟎�(𝑹𝑹𝟎𝟎) 

10�� 
10�� 
10�� 

2,4479∙ 10�� 
2,4479∙ 10�� 
2,4479 

-3,0928∙ 10�� 
-4,2518∙ 10�� 
-5,4117∙ 10�� 

0,7873∙ 10�� 
0,7873 
0,7873∙ 10� 

3,2043∙ 10�� 
10,3171∙ 10�� 
81,1823 

Источник: составлено авторами 
 

Таблица 3 / Table 3  
Численные значения выражений (14)–(16) и (12) (в секундах) в зависимости от 𝑹𝑹𝟎𝟎 
при температуре окружающей среды 𝑻𝑻𝟎𝟎 = 323 К /  
Numerical values of expressions (14)–(16) and (12) (in seconds) depending on 𝑹𝑹𝟎𝟎 at ambient 
temperature 𝑻𝑻𝟎𝟎 = 323 К 

𝑹𝑹𝟎𝟎, м 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝒕𝒕𝟎𝟎𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝒕𝒕�𝟎𝟎(𝑹𝑹𝟎𝟎) 𝜽𝜽𝟎𝟎�(𝑹𝑹𝟎𝟎) 
10�� 
10�� 
10�� 
10�� 
10�� 

0,8271 ∙ 10�� 
0,8271 ∙ 10�� 
0,8271 ∙ 10�� 
0,8271 ∙ 10�� 

0,8271 

-0,2528∙ 10�� 
-0,5452∙ 10�� 
-0,8559∙ 10�� 
-1,1684∙ 10�� 
-1,4814∙ 10�� 

0,4234∙ 10�� 
0,4234∙ 10�� 
0,4234∙ 10�� 
0,4234 
0,4234∙ 10� 

0,5785∙ 10�� 
0,8149∙ 10�� 
1,2419∙ 10�� 
5,0598∙ 10�� 
43,1658 

Источник: составлено авторами 
 
Обратим внимание на то, что выражение (15) принимает только 

отрицательные значения, а значения выражений (14) и (16) положительны. 
Следовательно, выражение (15) служит уменьшению времени жизни 
испаряющейся капли. Это объясняется тем, что появление выражения (15) 
связано с учётом кривизны поверхности капли, которая приводит к 
повышению величины давления насыщенных паров у поверхности капли, тем 
самым увеличивается скорость испарения капли. 

Приведённые в табл. 2 и 3 численные значения выражений 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) и 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) 
для нестационарного процесса испарения сферических капель воды вполне 
согласуются с выводами, сделанными авторами работы [3] по полученными 
ими выражению для вычисления времени жизни капли: «в пределе больших 
капель наблюдается хорошо известная зависимость времени испарения капли 
от квадрата радиуса, а в пределе малых капель время испарения линейно 
зависит от начального радиуса» [3, с. 770]. К этому в рассматриваемом нами 
случае можно добавить, что выражения (14) и (16) при 𝑅𝑅� � 10��  м являются 
величинами одного порядка, а для мелких и крупных капель их порядки могут 
отличаться почти на две единицы. 

Численные значения выражения 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) этих таблиц дают и количественную 
характеристику вклада на время жизни капли, вызванного с учётом кривизны 
её поверхности. При 𝑅𝑅� ≥ 10��  м |𝑡𝑡��(𝑅𝑅�)| является величиной меньшего 
порядка чем 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) , а при 𝑅𝑅� ≥ 10��  м они окажутся величинами одного 
порядка. Следовательно, для мелких капель при вычислении времени их 
полного испарения важен учёт кривизны поверхности таких капель. 
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Сравнением соответствующих численных значений табл. 2 и 3 нетрудно 
оценить влияние температуры окружающей среды на время жизни капли. 
Сравним сначала соответствующие численные значения выражений (14)–(16). 
Для окружающей среды с более высокой температурой значения 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) и 
𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) меньше соответствующих значений в 2,96 и 1,86 раза (независимо от 
значения 𝑅𝑅�). Значения выражения |𝑡𝑡��(𝑅𝑅�)| не имеют столь определённый 
характер изменения. Можно лишь сказать, что они возрастают с увеличением 
размера рассматриваемых капель и повышение температуры окружающей 
среды приводит к уменьшению соответствующих его значений. 

Отмеченные свойства функций 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) , 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�), |𝑡𝑡��(𝑅𝑅�)| недостаточны для 
установления характера изменения значений функции 𝜃𝜃��(𝑅𝑅�), особенно, если 
учесть, что 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) � 0. Естественно, что функция 𝜃𝜃��(𝑅𝑅�) убывает на 
промежутке [10��   м, 10��   м] и для окружающей среды с более высокой 
температурой имеет соответствующие меньшие значения. 

Интересно отметить, что по полученным в табл. 2 и 3 значениям функции 
𝜃𝜃��(𝑅𝑅�) можно обнаружить эффект учёта кривизны поверхности 
испаряющейся капли. Для этого достаточно изучить характер изменения 
значений выражения 

𝜏𝜏(𝑅𝑅�) = [𝜃𝜃��(𝑅𝑅�)]|������ �/[𝜃𝜃��(𝑅𝑅�)]|������ �  (17) 
в зависимости от 𝑅𝑅�. По численным значениям последних столбцов табл. 2 и 3 
получаем следующую табл. 4. 

 
Таблица 4 / Table 4 
Значения функции (17) (в секундах) в зависимости от начального радиуса 𝑹𝑹𝟎𝟎./  
Function values (17) (in seconds) depending on the initial radius 𝑹𝑹𝟎𝟎 

𝑹𝑹𝟎𝟎, м 𝟏𝟏𝟎𝟎�� 𝟏𝟏𝟎𝟎�� 𝟏𝟏𝟎𝟎�� 𝟏𝟏𝟎𝟎�� 𝟏𝟏𝟎𝟎�� 
𝜏𝜏(𝑅𝑅�) 2,74 2,86 2,58 2,04 1,88 

Источник: составлено авторами 
 
В этой таблице особняком стоит значение, соответствующее начальному 

радиусу    𝑅𝑅� =   10��   м, а далее значения 𝜏𝜏(𝑅𝑅�) убывают на промежутке 
[10��   м, 10��   м]. Причина того, что значение функции 𝜏𝜏(𝑅𝑅�) при 𝑅𝑅� =
  10��  м оказалось меньше её значения при 𝑅𝑅� =   10��   м, состоит в 
относительно особом характере возрастающего влияния значений 𝑡𝑡��(𝑅𝑅�) на 
время полного испарения более мелких капель. 

Перейдём от численного анализа значений составленной в этой статье 
функции (13), позволяющей вычислять время жизни капель воды, начальный 
радиус которых находится в диапазоне от 10��  м до 10��   м, к её 
графическому изображению. Приведём более развёрнутое выражение этой 
функции: 

𝜃𝜃��(𝑅𝑅�) = 𝑏𝑏���𝑎𝑎��[𝑅𝑅� − (𝑐𝑐 − 𝑎𝑎��)ln |1 + 𝑐𝑐��𝑅𝑅�|] + 2��𝑎𝑎��𝑅𝑅���. (18) 
При построении графика функции (18) в целях наглядности используем 

удобную для изображения полученных численных значений так называемую 
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«логарифмическую бумагу». На осях прямоугольной системы координат (см. 
рис. 1) будем откладывать 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑅𝑅� ∙ 10�) (ось абсцисс), y𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥[𝜃𝜃��(𝑅𝑅�) ∙ 10�] 
(ось ординат). На одном и том же рисунке будем строить графики функции (18) 
при 𝑇𝑇� 𝑥293 К и 𝑇𝑇� 𝑥323 К. Туда же перенесём график зависимости времени 
полного испарения водяных капель от начального радиуса, построенный 
авторами статьи [7], когда испарение происходит в среду 50% влажности при 
температуре 300 K, коэффициент испарения воды  𝛼𝛼 при этом считается 
равным 0,04. 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Графики зависимости времени полного испарения капель воды от 

начального радиуса: 1 – по формуле (18) при 𝑻𝑻𝟎𝟎 𝑥 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐 𝑥 𝟎𝟎𝟐 𝟎𝟎𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐  2 – по формуле 
(18) при 𝑻𝑻𝟎𝟎 𝑥 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐 𝑥 𝟎𝟎𝟐 𝟎𝟎𝟐𝟐𝟑𝟑𝟐  3 – по формуле, полученной в работе [3] при 𝑻𝑻𝟎𝟎 𝑥

𝟐𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐 𝑥 𝟎𝟎𝟐 𝟎𝟎𝟐𝟐 /  
Graphs of the dependence of the time of complete evaporation of water drops on the initial 

radius: 1 - according to formula (18) at T_(0)=293 K,α=0.034; 2 – according to formula (18) at 
T_(0)=323 K,α=0.026; 3 - according to the formula obtained in [3] at T_(0)=300 K,α=0.04 

Источник: составлено авторами 
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Заключение 
Проведённый численный анализ различных выражений при составлении 

формулы (18) и сходство графиков этой функции с графиком функции, 
полученной авторами работы [3] для вычисления времени жизни капель, 
позволяет считать, что предложенная нами формула (18) пригодна для 
вычисления времени полного испарения неподвижных сферических капель 
воды, начальные радиусы которых 𝑅𝑅� ∈[10��   м, 10��   м] и температура 
окружающей среды 𝑇𝑇� ∈ [293 𝐾𝐾𝐾 323 𝐾𝐾]. 
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