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Аннотация 1 
Цель. Решение задачи о распределении температурного поля по толщине тонкого 
металлического слоя с граничными условиями первого рода вследствие выделения 
джоулевой теплоты при прохождении электрического тока с учётом коэффициентов 
зеркальности поверхностей проводника.  
Процедура и методы. В работе представлено математическое описание распределения 
температурного поля внутри тонкого металлического слоя на основе кинетического подхода.  
Результаты. Вариация коэффициентов зеркальности при отражении электронов от 
поверхностей тонкого металлического слоя в случае прохождения высокочастотного тока 
через него, вызывает неравномерный нагрев слоя, что существенно отличается от 
классических результатов.  
Теоретическая и практическая значимость заключается в расчёте температурных режимов 
интегральных схем в процессе их эксплуатации.  
Ключевые слова: коэффициент теплопроводности, коэффициенты зеркальности тонкого 
металлического слоя, локальная проводимость, тонкий металлический слой, уравнение 
температурного поля  
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Abstract 
Aim. Solving the problem of the distribution of the temperature field over the thickness of a thin metal 
layer with boundary conditions of the first kind due to the release of Joule heat during the passage 
of an electric current, taking into account the coefficients of specularity of the conductor surfaces.  
Methodology. The paper presents a mathematical description of the temperature field distribution 
inside a thin metal layer based on a kinetic approach.  
Results. The variation of the specularity coefficients when electrons are reflected from the surfaces 
of a thin metal layer in the case of a high-frequency current passing through it causes uneven heating 
of the layer, which differs significantly from the classical results.  
Research implications. The theoretical and practical significance lies in calculating the temperature 
conditions of integrated circuits during their operation.  
Keywords: thermal conductivity coefficient, specularity coefficients of a thin metal layer, local 
conductivity, thin metal layer, temperature field equation. 
For citation: 
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metal layer. In: Bulletin of the Federal State University of Education. Series: Physics and Mathematics, 
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Введение 

В настоящее время тонкоплёночные технологии стали неотъемлемой 
составляющей многих отраслей промышленного производства. Благодаря своим 
особым физическим свойствам, тонкие плёнки находят широкое применение, 
например, при изготовлении различных (защитных, оптических, 
электропроводящих и т. п.) покрытий [1–3]. Поэтому теоретическое изучение 
таких объектов является важным с научной и прикладной точек зрения. 

При расчёте коэффициента электропроводности тонкого металлического 
слоя реализуется ситуация, когда его толщина и средняя длина свободного 
пробега электронов оказываются величинами одного порядка [4]. Это означает, 
что, из-за взаимодействия электронов с поверхностями слоя, нарушаются 
границы применимости локальных законов классической электродинамики 
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(Ома, Джоуля – Ленца и Видемана – Франца). Возникшее противоречие 
устранимо при переходе к кинетическому решению поставленной задачи с 
помощью уравнения Больцмана [5–9].  

В настоящей работе на основе кинетического подхода впервые установлено 
распределение температуры внутри тонкого металлического слоя, в том числе в 
зависимости от коэффициентов зеркальности его поверхностей.  

 
Постановка задачи  

Рассматривается тонкий слой из металла толщиной b, к концам которого 
приложено переменное электрическое напряжение частоты ω. Будем считать, 
что электрическое поле параллельно слою и направлено вдоль координатной оси 
Z (координатная ось X направлена вглубь слоя):  

 
0 exp( ω ). zE E i t     (1) 

 
Распределение температуры внутри слоя может быть установлено с помощью 

стационарного уравнения теплопроводности [10; 11]  
 

( )
λ

   wT x ,     (2) 

где T(x) – уравнение температурного поля (x – текущее расстояние от одной из 
поверхности слоя), w – плотность объёмного тепловыделения,  – коэффициент 
теплопроводности материала слоя. 

 
Расчёт распределения температуры внутри тонкого металлического слоя 

Исходя из физического смысла, средняя плотность объёмного 
тепловыделения w представляет собой приходящуюся на единицу объёма 
диссипируемую мощность внутри слоя. Для расчёта w применим закон 
Джоуля – Ленца в дифференциальной форме [12] 

 

 201 Re σ
2

w E ,    (3) 

где σ – коэффициент удельной электропроводности слоя. 
Приведём уравнение теплопроводности (2) с учётом (3) в безразмерную 

форму (ξ = x/b, dξ = dx/b) 
 

 
2 2

2
02 Re σ

ξ 2λ
  

T b E .    (4) 

Для получения аналитического решения уравнения (4) удобно использовать 
выражение для коэффициента электропроводности, полученное в работе [13] 
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0 1 2
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           

    
D D ,  (5) 

где  

1 1 2

1

1 2

16χ( 1) ( 1)exp( )
5

16χ 16χ2exp( ) 2 exp( )
5 5

   


 

q q q
D

q q
, 2 1 2

2

1 2

16χ( 1) ( 1) exp( )
5

16χ 16χ2exp( ) 2 exp( )
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  


 

q q q
D

q q
, 

σ0 = ne2b/mvF  – статическая удельная проводимость металла, n – концентрация 
электронов, e – заряд электрона,  – время релаксации электрона, m – 
эффективная масса электрона, vF – скорость Ферми, Δ = b/Λ (Λ = vFτ), Ω = bω/vF, 
χ = Δ – iΩ, q1, q2 – коэффициенты зеркальности поверхностей слоя.  

Запишем уравнение (4) в виде  
 

2

0 1 22
1 16χ 16χRe 1 exp ξ exp ξ

ξ χ 5 5
                    

T T D D . 

Здесь введено обозначение 
2 3 2

0
0 2 λv
 

F

ne b E
m

T . 

Тогда, интегрируя по ξ, имеем 
 

2

0 1 2 0 1 23
ξ 25 16χ 16χξ Re exp ξ exp ξ
2 256χ 5 5

                   
       

T T D C C T D D ,    (6) 

где D = Re(1/χ)=Δ/(Δ2+Ω2). 
Коэффициенты С1 и С2 найдём из граничных условий первого рода на 

поверхностях слоя  
 

1 20 1(ξ) , (ξ) ,
 
 T T T T 

.   (7) 

1 2
1 0 22 2

25 251(0) Re
χ 256χ 256χ
  

     
  

D DT T T C ,  

1 2
2 0 1 22 2

25 251 1 16χ 16χ(1) Re exp exp
χ 2 256χ 5 256χ 5
                

     

D DT T T C C , 

откуда имеем 

1 1 2
2 3

0

1 25 Re
256 χ

     
  

T D DC
D T

.   (8) 
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2 1 1 2
1 1 23 3

0

1 1 25 1 16χ 16χRe Re exp exp
2 256 χ χ 5 5

                         
          

T T D DC D D
D T

 (9) 

Пусть 2 1T kT , где коэффициент пропорциональности k – произвольное 
положительное число, тогда подставляя (8) и (9) в (6), получим 

 
2 1 2

1 0 3
25(ξ 1)(1 ξ( 1)) ξ ξ Re

2 2 256 χ
          
  

D DD DT T k T  

1 23
25 1 16χξ 16χξRe exp exp
256 χ 5 5

               
      

D D  

1 23
1 16χ 16χξRe exp exp
χ 5 5

              
       

D D  .  (10) 

Рассмотрим случай, когда толщина слоя много больше длины свободного 
пробега электронов (b >> Λ) (макроскопическая асимптотика). Тогда константы 
D1, D2 из (5) стремятся к нулю (D1 = D2 → 0). В этом случае из (10) получаем 
выражение для распределения температуры внутри слоя, совпадающее с 
решением классической задачи о теплопроводности тонкой пластины [10; 11]:  

 

 22 1
1 2λ

   T T wT T x bx x
b

.    (11) 

Рассмотрим случай, когда толщина слоя много меньше длины свободного 
пробега электронов (b << Λ) (q1 ≠ 1, q2 ≠ 1) и частота электрического поля ω = 0 
(свободно-электронный режим). В этом случае движение электронов 
характеризуется отсутствием столкновений с узлами кристаллической решётки 
и распределение температуры внутри слоя обусловлено чисто кинетическими 
эффектами. Разложив экспоненты в формуле (10) в ряд Тейлора, имеем:  

2

1 1 0 1 2
ξ ξ 1ξ( 1) ( )(ξ 1)ξ
2 2 2

 
           

T T T k T D D ,  (12) 

где 
1

1
1 2

1 16
2 2(1 ) 5

 

qD
qq ,  2

2
1 2

11 16
2 2(1 ) 5

  

qD
qq . 

Тогда (12) примет вид 
2 2

0 0 1 2
1 1

1 2

2σ 1ξ( 1) (1 ξ)ξ
5λ 1

     


b E q qT T T k
q q

.  (13) 
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Далее выполним численное моделирование полученных результатов. Пусть 
слой толщиной b = 30 нм будет изготовлен из золота, для которого 
vF = 1.4⋅106 м/с, n = 5.9⋅1028 м-3, и  = 318 Вт/(м⋅K). Приняв длину слоя L = 1 мкм и 
напряжение, приложенное к его концам U = 1 В, имеем E0 = 106 В/м. Будем 
считать, что температура одной из поверхности слоя составляет T1 = 353 K.  

Указанные значения напряжения и температуры соответствуют, например, 
рабочим характеристикам современных процессоров (U = 1 В, ω = 25⋅109 с-1, 
T = 353 K). 

Тогда конкретная оценка проводит к σ0 = 1.2⋅1015 b. Взяв также усреднённое 
значение коэффициента зеркальности золота, можно построить графики 
зависимости температуры внутри слоя от параметров задачи. 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Зависимость распределения температурного поля T от безразмерной 

координаты внутри тонкого слоя ξ. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.1;  
кривая 2: Δ = 0.5; кривая 3: Δ = 1. Для всех кривых: k = 1.05, Ω = 0.001, q1 = q2 = 0.5 / 

Dependence of the distribution of the temperature field T on the dimensionless coordinate 
inside a thin layer ξ. Curve 1 corresponds to the values: Δ = 0.1; curve 2: Δ = 0.5; 

curve 3: Δ = 1. For all curves: k = 1.05, Ω = 0.001, q1 = q2 = 0.5 

Источник: подготовлено авторами 

На рис. 1 приведены зависимости распределения температурного поля T от 
безразмерной координаты внутри слоя ξ для случая, когда все кривые построены 
при одинаковых значениях безразмерной частоты электрического поля Ω и 
коэффициентов зеркальности q1 = q2. При этом безразмерная обратная длина 
свободного пробега электронов Δ принимает различные значения. 
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Из хода кривых на рис. 1 видно, что температура внутри слоя в значительной 
степени зависит от безразмерной обратной длины свободного пробега 
электронов, уменьшаясь по мере увеличения толщины слоя.  

На рис. 2 представлены графики зависимости распределения температурного 
поля T от безразмерной обратной длины свободного пробега электронов Δ. Все 
кривые построены для середины слоя (ξ = 0.5) при фиксированных значениях 
коэффициента зеркальности q2 и безразмерной частоты электрического поля Ω, 
при этом коэффициент зеркальности q1 варьируется для каждой кривой.  

Анализируя ход кривых, можно сделать вывод о том, что наибольшее 
различие температур в центре слоя, которое определяется величиной 
коэффициента зеркальности q1, характерно для случая, когда практически 
отсутствуют столкновения электронов в объёме металла. При дальнейшем 
увеличении толщины слоя данные зависимости выходят на асимптотическое 
значение. 

 

 
Рис. 2 / Fig. 2. Зависимость распределения температурного поля T от безразмерной 

частоты объёмных столкновений электронов Δ. Кривая 1 отвечает значениям: q1 = 0.1; 
кривая 2: q1 = 0.5; кривая 3: q1 = 0.9. Для всех кривых: k = 1.15, ξ = 0.5, Ω = 0.001, q2 = 0.5 / 
Dependence of the distribution of the temperature field T on the dimensionless frequency of 

volumetric electron collisions Δ. Curve 1 corresponds to the values: q1 = 0.1;  
curve 2: q1 = 0.5; curve 3: q1 = 0.9. For all curves: k = 1.15, ξ = 0.5, Ω = 0.001, q2 = 0.5 

Источник: подготовлено авторами 
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Рис. 3 / Fig. 3. Зависимость распределения производной температурного поля T от 

безразмерной частоты электрического поля Ω. Кривая 1 отвечает значениям: q2 = 0.1; 
кривая 2: q2 = 0.5; кривая 3: q2 = 0.9. Для всех кривых: k = 1.15, ξ = 0.5, Δ = 0.1, q1 = 0.1 / 

Dependence of the distribution of the derivative of the temperature field T on the 
dimensionless frequency of the electric field Ω. Curve 1 corresponds to the values: q2 = 0.1; 

curve 2: q2 = 0.5; curve 3: q2 = 0.9. For all curves: k = 1.15, ξ = 0.5, Δ = 0.1, q1 = 0.1 

Источник: подготовлено авторами 

На рис. 3 построены графики зависимости распределения производной 
температурного поля T от безразмерной частоты электрического поля Ω в 
центре слоя (ξ = 0.5). При этом коэффициент зеркальности одной из 
поверхностей слоя принимает различные значения. 

Из хода кривых на рис. 3 видно, что значение производной температуры у всех 
кривых уменьшается по мере возрастания безразмерной частоты 
электрического поля. Следует обратить внимание на то, что для указанного 
выше диапазона частот характерна достаточно малая скорость изменения 
температурного поля, которая определяется коэффициентами зеркальности 
поверхностей слоя.  

На рис. 4 изображены зависимости распределения температурного поля T от 
коэффициента зеркальности q1 на изотермической поверхности в середине слоя 
(ξ = 0.5) при фиксированном значении безразмерной частоты электрического 
поля Ω и различных значениях безразмерной обратной длины свободного 
пробега электронов Δ.  
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Рис. 4 / Fig. 4. Зависимость распределения температурного поля T от коэффициента 

зеркальности поверхности тонкого слоя q1. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.1; 
кривая 2: Δ = 0.5; кривая 3: Δ = 1. Для всех кривых: k = 1.15, ξ = 0.5, Ω = 0.001, q2 = 0.5 / 

Dependence of the distribution of the temperature field T on the reflectivity coefficient of the 
surface of a thin layer q1. Curve 1 corresponds to the values: Δ = 0.1; curve 2: Δ = 0.5; 

curve 3: Δ = 1. For all curves: k = 1.15, ξ = 0.5, Ω = 0.001, q2 = 0.5 

Источник: подготовлено авторами 

Как следует из рисунка, наибольшее влияние коэффициента зеркальности 
одной из поверхностей проявляется в отношении более тонкого слоя и 
постепенно нивелируется по мере возрастания его толщины так, что на 
распределение температуры практически перестают оказывать влияние 
кинетические эффекты.  

 
Заключение 

Таким образом, исследование показывает, что прохождение 
высокочастотного тока через тонкий металлический слой с учётом зеркально-
диффузного отражения электронов от границ поверхностей вызывает 
неравномерный нагрев проводника, который значительно отличается от 
классического результата. Построенная теория имеет прямое отношение к 
практическим и техническим приложениям, например, таким как производство 
и эксплуатация электронных компонентов интегральных схем и 
микропроцессоров. 
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