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Аннотация 1 
Цель: модифицировать известную аналитическую бимодальную модель ударной волны 
Тамма – Мотт-Смита на случай ударного сжатия бинарной смеси газов. 
Методы. Применялись асимптотические и аппроксимационные методы математической физики.  
Результаты. Разработана аналитическая нелинейная однопараметрическая модель для 
структуры ударно-сжатой бинарной смеси газов, где, в частности, в качестве параметра 
используется параметр классического распределения Тамма – Мотт-Смита.  
Теоретическая и практическая значимость. Предложенное обобщение классической 
бимодальной модели ударной волны на случай бинарной смеси газов сохраняет её простоту 
и удобство для применения в решении теоретических вопросов, а также в газодинамическом 
эксперименте. 
Ключевые слова: асимптотическая модель, эффект перехлёста, рэлеевская смесь, 
неравновесность. 
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Abstract 
Aim: to modify the well-known analytical bimodal model of the Tamm – Mott-Smith shock wave for 
the case of shock compression of a binary gas mixture. 
Methods. Asymptotic and approximation methods of mathematical physics were used. 
Results. An analytical nonlinear single-parameter model has been developed for the structure of a 
shock-compressed binary gas mixture, where, in particular, the classical Tamm-Mott-Smith 
distribution parameter is used as a parameter. 
Research implications: The proposed generalization of the classical bimodal shock wave model to 
the case of a binary gas mixture retains its simplicity and convenience for use in solving theoretical 
problems and in gas-dynamic experiments. 
Keywords: asymptotic model, overshoot effect, Rayleigh mixture, nonequilibrium 
For citation: 
Kuznetsov, M. M., Satyukov, D. G., Kuleshova, Yu. D., Vladimirova, E. Ya., Kuznetsov, G. V. & Kha- 
likov, R. F. (2026). Generalization of the bimodal impact wave model to shock compression of gas 
mixtures. In: Bulletin of the State University of Education, 1, 38–45. https://doi.org/10.18384/2949-
5067-2026-1-38-45 

Введение 
Радикальность предлагаемой в данной работе модификации классической 

бимодальной модели ударной волны Тамма – Мотт-Смита заключается в том, 
что благодаря этой модификации удаётся сохранить все преимущества 
классической модели не только для однокомпонентного газа, но и для смеси 
ударно-сжатых газов. 

В ранее известных модификациях [1–3] не удавалось преодолеть главный 
недостаток классической бимодальной модели в применении к ударно-
сжимаемым смесям, заключающийся в невыполнении законов сохранения 
потоков массы, импульса и энергии в структуре фронта ударной волны. Их 
выполнение осуществлялось только на входе и выходе ударной волны в т. н. 
условиях Рэнкина-Гюгонио. В силу этого для выполнения законов сохранения 
в известных модификациях приходилось считать парциальные макроскорости 
и парциальные температуры (содержащиеся в максвелловских распределениях) 
переменными по всей ширине фронта ударной волны. 

0днако, как показало дальнейшее исследование структуры фронтов ударных 
волн в газовых смесях, применение таких модификаций приводило к 
невозможности получения аналитических решений соответствующих 
моментных уравнений, что было преимуществом классической бимодальной 
модели Тамма – Мотт-Смита.  

Предлагаемая модификация классической модели преодолевает эту 
фундаментальную трудность и сохраняет, как и в классической модели, 
постоянство частичных макроскоростей и температур в апроксимационных 
максвеллианах по всей ширине фронта ударной волны в газовых смесях. 

Для начала представим в безразмерном виде распределения молекул по их 
тепловым скоростям внутри фронтов ударных волн.  
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Модифицированные вероятностные распределения молекул  
в ударно-сжатых смесях газов 

Для многокомпонентной смеси газов размерные функции распределения 
молекул по тепловым скоростям имеют вид [4–6]: 

 
 ��(��, �) � �� � �(�)]���(��) + �(�)��

�(��) + �
� ∑���� �����(�)���

�(��) � ���(��)�    (1) 

 
Здесь  �, � � �,2, � , �, ���=mj /mi  , ���  и   ��

� – поступательно равновесные 
максвелловские распределения,  

 

���(��) � ��� .��
�
�(2����)����exp[-��(�� � ��)��2���]            (2) 

 

��
�(��) � ��� .��

�
�(2����)����exp[-��(�� � ��)��2���]             (3) 

 
Индексы «-» и «+» в формулах (1)–(3) относятся к максвелловским функциям 

распределения по собственным тепловым скоростям молекул и 
макроскопическим параметрам этих функций соответственно на входе («-») и 
выходе («+») ударной волны, mi – масса молекулы i-го компонента. Для 
компонента j формулы для максвелловских функций распределения 
аналогичные (2), (3) получаются формальной заменой в них индекса i на индекс 
j, причём ���  равно ��/�� . N – число компонентов смеси. 

Заметим ещё раз, что, как и в классической модели, частичные 
макроскорости, температуры и концентрации �� и ��, �� � ��, ��� и ��

� 
остаются постоянными по всей ширине фронта ударной волны в смесях газов. 

Переменность модифицированных функций распределения (1) по ширине 
фронта ударной волны (как и в классической модели для одного компонента, 
когда i=j=1) связана только с двумя весовыми множителями �(x) и ��(�). В 
классической же модели таких множителей будет только один. 

Таким образом, проблема сведения двухпараметрических функций 
распределения (1) к однопараметрическим функциям в классической модели 
N-компонентной смеси газов с N-модифицированными распределениями (1) 
требует ещё одной дополнительной модификации.  

Ниже в следующем разделе мы представим пример такого сведения. 
Основная часть новой модификации была фактически разработана в 
предыдущих работах авторов статьи [4–6]. Однако не было показано, что 
классическая бимодальная модель может быть непосредственно включена в 
структуру модифицированных бимодальных функций распределения для 
молекул компонентов в смеси газов. 
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Сведение двупараметрической модификации  
к однопараметрической 

Функции �(x) и ��(�) определяются из системы моментных уравнений, 
следующих из системы кинетических уравнений Больцмана для N-ком- 
понентов, и удовлетворяют следующим граничным условиям:  

 
�(−∞) = 0, �(+∞) = 1,  ��(−∞) = ��(+∞) = 0                    (4) 

 
Далее в целях снижения громоздкости формул остановимся только на случае 

бинарной смеси. 
В бинарной смеси газов, когда i=1, j=2 или иначе i=1,2 формулы (2), (3) 

примут более простой вид. 
При i=1, j=2 получим: 
 

��(�, �) = [1 − �(�)]���(�) − �����(�)���(�) + �����(�)���(�) + �(�)���(�)     (5) 
 
Аналогично для второго компонента при j=2 будет: 
 

��(�, �) = [1 − �(�)[���(�) + �(�)���(�) + �����(�)[���(�) − ���(�)],    (6) 
 
Числовую плотность частиц каждого из компонентов бинарной смеси после 

интегрирования в пространстве тепловых скоростей молекул можно записать в 
безразмерном виде:  

 
��(�)= �(�) + [1 − �(�)]� + ��(�)[1 − �]�21                     (7) 

 
��(�)= �(�) + [1 − �(�)]� + ��(�)[1 − �]�12                     (8) 

 
Здесь: 
 

���/���= ε = ���/��� , �12 =  �2 /�1 =  m2���/ m1 ��� = 1/�21 
 
Представим также в безразмерном виде выражения (1–3) для случая 

бинарной смеси газов N=2: 
 

F1(c,x)= �
��(�){���(�) − �(�) Δ1+ ��(x) �12 Δ2}                    (9) 

 
F2(c,x)= �

��(�){���(�) − �(�) Δ2+ ��(x) �21 Δ1},                 (10) 
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где ������������ ��������  ���, ���  получаются делением функций ���, ��� 
соответственно  на концентрации ���, ���, � ������������ �������� ���, ��� – 
делением функций ���, ��� на величину ���, ���.  

Функции Δ1 и Δ2 зависят только от тепловых скоростей молекул, причём: 
 

Δ1(�)=���(�) − ε���(�),   Δ2(�)=���(�) − ε���(�)                (11) 
 
Вследствие проведённых выше процедур обезразмеривания все функции 

распределения: F1(c,x), F2(c,x),  ���, ��� ,  ���, ��� нормированы на единицу и 
имеют смысл соответствующих плотностей вероятностей. 

Действительно, как было показано ранее [4–6], четырёхмодальная 
суперпозиция функций распределения смеси газов (1) допускает 
однопараметрическое представление: 

 
�� = �m(1- �)n f(�)                                         (12) 

 
Здесь степени m или n – целые или дробные положительные числа (в 

зависимости от исследования особенностей на входе в ударную волну при � = 0 
и выходе из неё при � = 1), f(�) – некоторая гладкая аналитическая функция.  

Формулы (1, 12) дают замкнутое аналитическое однопараметрическое 
представление по параметру � во всей области его изменения от � = 0 до � = 1. 

В частности, в качестве равенства (12) может быть выбрано наиболее 
простое: 

 
�� = �(1- �)                                               (13) 

 
Нетрудно видеть, что равенство (13) полностью удовлетворяет граничным 

условиям (4). Параметр � будет также удовлетворять этим условиям, если его 
выбрать в соответствии с классическим решением Тамма – Мотт-Смита. Эта 
модификация решает проблему сведения двухпараметрических функций 
распределения (1) к однопараметрическим функциям в классической модели 
N-компонентной смеси газов с N-модифицированными распределениями, 
сохраняя все преимущества классического метода Тамма – Мотт-Смита для 
решения задач динамики газов [7–8].  

 
О единственности однопараметрической модификации  

классического распределения ударно-сжатой смеси газов 
Известно, что моментный метод Мотт-Смита уступает в строгости решения 

задачи о структуре ударной волны методу Тамма, поскольку в последнем 
единственность выбора системы моментных уравнений обеспечивается 
применением вариационного метода. Такая же ситуация возникает и при 
использовании рассмотренной выше однопараметрической модификации.  
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Заключение 
Найдено однопараметрическое модифицированное бимодальное 

представление функции распределений по тепловым скоростям молекул в 
ударно-сжатой смеси газов, позволяющее распространить все преимущества 
использования классического аналитического метода Тамма – Мотт-Смита в 
однокомпонентном газе и на смесь газов. 
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