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Аннотация1 
Цель. Исследование применимости классических макроскопических приближений для 
получения неравновесной локальной функции распределения внутри структуры сильной 
ударной волны. 
Процедура и методы. В настоящей работе рассматриваются возможности аппроксимации 
неравновесной молекулярной функции распределения с помощью различных 
макроскопических моделей (уравнения Навье – Стокса – Фурье, уравнения Барнетта, 
оригинальные и регуляризированные 13-моментные уравнения Грэда). 
Результаты. Результаты восстановления локальной функции распределения по 
макропараметрам течения для рассматриваемых моделей сравниваются друг с другом и с 
эталонным решением в различных точках структуры плоской ударной волны. В качестве 
эталонного решения используется метод прямого статистического моделирования (ПСМ) 
Монте-Карло, который обеспечивает макропараметры потока, необходимые для 
восстановления функции распределения.  
Теоретическая значимость. Сделаны выводы, что все рассмотренные классические модели 
довольно плохо предсказывают функцию распределения в сверхзвуковой части структуры 
ударной волны, где наблюдаются сильные осцилляции и нефизичные отрицательные 
значения. 
Ключевые слова: метод Чепмена – Энскога; метод ПСМ; моментный метод Грэда; 
неравновесность; динамика разреженного газа; ударная волна; функция распределения 
молекул 
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Abstract 
Aim. The investigation into the applicability of classical macroscopic approximations to obtain the 
nonequilibrium local distribution function inside the structure of a strong shock wave. 
Methodology. This paper examines the capability of various macroscopic models (the 
Navier – Stokes – Fourier equations, the Burnett equations, and the original and regularized 13-
moment Grad equations) to approximate a nonequilibrium molecular velocity distribution function. 
Results. The locally reconstructed distribution functions obtained from the flow macro-parameters 
for the considered models are compared with each other and with a benchmark solution at different 
locations within the structure of a planar shock wave. The benchmark solution is provided by the 
Direct Simulation Monte Carlo (DSMC) method, which supplies the flow macro-parameters required 
for the reconstruction of the distribution function.  
Research implications. All considered models predict the distribution function rather poorly in the 
supersonic part of the shock-wave structure, where strong oscillations and nonphysical negative 
values are observed. 
Keywords: Chapman-Enskog method; DSMC method; Grad moment method; kinetic theory of gases; 
rarefied gas dynamics; shock wave; velocity distribution function. 
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Введение 
Кинетическое уравнение Больцмана является центральной математической 

моделью динамики разреженных газов и кинетической теории газов [1]. 
Разреженные течения идеального газа могут быть с высокой точностью 
смоделированы либо путём непосредственного решения уравнения Больцмана 
[2; 3], либо методом прямого статистического моделирования Монте-Карло 
(ПСМ, DSMC) [4; 5]. Обычно такой подход к численному моделированию 
газовых течений называют «кинетическим». Искомым решением уравнения 
является функция распределения молекул в фазовом пространстве. Все 
локальные макропараметры течения газа в данной точке могут быть получены 
как моменты функции распределения путём усреднения молекулярных 
характеристик (функций скорости) по пространству скоростей. 

Когда локальная средняя длина свободного пробега молекул мала по 
сравнению с характерным масштабом задачи, кинетический подход становится 
вычислительно затратным [6]. С другой стороны, для таких течений отклонение 
от равновесия можно считать малым. Для подобных близких к континуальному 
режимов может быть применён «континуальный» подход, основанный на 
различных макроскопических моделях газовой динамики, требующий 
существенно меньших вычислительных ресурсов по сравнению с кинетическим 
подходом [7; 8]. Эти модели описывают течение конечным числом 
макропараметров и строятся так, чтобы аппроксимировать решение уравнения 
Больцмана в условиях близости к равновесию [7; 9]. 

Для вывода макроскопических моделей используются различные методы. 
Метод Чепмена – Энскога позволяет получить уравнения Эйлера, 
Навье – Стокса – Фурье (НСФ, NSF), Барнетта и супер-Барнетта 
непосредственно из кинетического уравнения Больцмана [1; 7; 9; 10]. Различные 
системы моментных уравнений могут быть получены с помощью разложения 
функции распределения по полиномам Эрмита методом Грэда [11] с возможной 
последующей регуляризацией (например, [7]). Эти макроскопические модели 
обеспечивают удовлетворительное согласие с решениями уравнения Больцмана 
в ряде задач динамики разреженных газов, особенно для близких к 
континуальному режимов, с точки зрения пространственных распределений 
макропараметров (см., например, [12–17]). 

Важно отметить, что упомянутые выше модели основаны на определённых 
предположениях о том, как локальная неравновесная функция распределения 
по скоростям зависит от локальных макропараметров и, в некоторых случаях, от 
их градиентов. Это означает, что для каждой модели можно восстановить 
функцию распределения по известным полям соответствующих 
макропараметров. Представляет существенный интерес сравнить 
аппроксимации неравновесной функции распределения, задаваемые 
макроскопическими моделями, с решением уравнения Больцмана. 

Цель настоящей работы – выполнить такое сравнение для иерархии 
макроскопических моделей в условиях заметного теплового неравновесия. 
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Реконструкции функций распределения по скоростям выполняются по полям 
макропараметров, полученным методом ПСМ, а функция распределения, 
вычисленная методом ПСМ, рассматривается как эталонное решение уравнения 
Больцмана. 

Для анализа качества получаемых приближений используется классическая 
задача о структуре плоской ударной волны. В работе исследуются 
аппроксимации функции распределения по скоростям, соответствующие 
уравнениям Эйлера, НСФ, Барнетта, исходной 13-моментной системе Грэда 
(G13) и регуляризированной 13-моментной системе (R13). 

 
Аппроксимации функции распределения молекул по скоростям 

Метод Чепмена – Энскога позволяет вывести уравнения Эйлера, НСФ и 
Барнетта непосредственно из кинетического уравнения Больцмана [7; 9]. 
Равновесная максвелловская функция распределения молекул по скоростям Mf  
принимается в качестве нулевого приближения; поэтому уравнения Эйлера, 
получаемые при максвелловской фазовой плотности, имеют нулевой порядок  
( 0Kn ). Следующий шаг ( 1Kn ) соответствует уравнениям 
Навье – Стокса – Фурье первого порядка с фазовой плотностью 
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NSF
2 51 ,
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где  C c v  – тепловая молекулярная скорость, p  – давление, 
k T
m

   – 

температура в энергетических единицах, k  – постоянная Больцмана, m  – масса 
молекулы, а T  – температура газа в кельвинах. Угловые скобки в индексах 
означают безследовую симметричную часть тензора. Компоненты тензора 
напряжений NSF

ij  и теплового потока NSF
iq  в модели НСФ вычисляются 

соответственно по градиентам скорости и температуры: 
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 (1.2) 

где μ – локальная вязкость. 
Приближение Барнетта имеет второй порядок (Kn2). В настоящей работе 

рассматривается «ограниченная» функция распределения Барнетта Burnettf  
[10; 17], в которой учитываются вклады Барнетта только в компоненты 
теплового потока и тензора напряжений. Таким образом, Burnettf  в данном 
исследовании совпадает с NSFf , заданной формулой (1.1), если заменить NSF

ij  на 
Burnett
ij , а NSF

iq  – на Burnett
iq . Компоненты тензора напряжений и теплового потока 

Барнетта можно представить следующим образом (см., например, [7; 9]): 
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где iF  – компоненты вектора внешней силы. Значения коэффициентов iK  и iB  
зависят от закона межмолекулярного взаимодействия. Здесь они взяты для 
максвелловских молекул (см. [9]). 

Метод Грэда позволяет получить 13- и 26-моментные системы уравнений с 
использованием разложения по полиномам Эрмита [7; 9]. 13-моментная функция 
распределения Грэда (G13), подобно функции распределения Барнетта, приводит к 
уравнениям второго порядка (Kn2). Функция распределения G13 G13f  аналогична

NSFf , заданной формулой (1.1), но величины NSF
ij  и NSF

iq  заменяются значениями 
тензора напряжений и теплового потока, полученными из точного решения 
уравнения Больцмана, представленного фазовой плотностью f : 
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Регуляризированная система R13 [7] вместе с соответствующей функцией 
распределения является примером приближения третьего порядка. Функция 
распределения R13 может быть записана следующим образом [7]: 
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Моменты более высокого порядка mijk, Rij и   могут быть вычислены через первые 
13 моментов (плотность, температура, тензор напряжений и тепловой поток). 
Существует несколько нелинейных вариантов уравнений R13, различающихся 
соотношениями для моментов более высокого порядка [7; 18]. В линейном варианте 
уравнений R13 (градиентный механизм переноса [19]), используемом в настоящем 
исследовании [20], моменты более высокого порядка имеют вид 
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Результаты 
Как уже отмечалось выше, метод ПСМ используется здесь для получения 

решения уравнения Больцмана (эталонной функции распределения 
молекулярных скоростей и различных макропараметров). Межмолекулярное 
взаимодействие моделируется в рамках модели переменных твёрдых сфер 
(Variable Hard Spheres, VHS) [4]. Шаг по времени в расчётах выбирался 
достаточно малым (меньше среднего времени между столкновениями), что 
обеспечивало высокую точность результатов. Настоящие вычисления 
выполнены с использованием двух различных ПСМ-кодов: SMILE и SMILE++ 
[21; 22]. Заметных различий между результатами не выявлено.  

Одномерная структура плоской ударной волны в одноатомном газе является 
классической задачей динамики разреженных газов. Множество публикаций 
посвящено аналитическому (см., например, [23–25]), численному (см., 
например, [3; 7; 18; 26]) и экспериментальному (см., например, [27–30]) 
исследованию этой задачи. 

Обычно рассматривают систему отсчёта, связанную с фронтом ударной 
волны. Тогда граничные условия задаются следующим образом: ρ1, u1 и θ1 – 
значения плотности, скорости и температуры на входной границе (в 
набегающем потоке), а ρ2, u2 и θ2 – соответствующие значения на выходной 
границе (за ударной волной), которые могут быть определены из соотношений 
Рэнкина – Гюгонио [31]. 
 

  

а б в 

Рис. 1 / Fig. 1. Профили плотности и температуры в структуре плоской ударной 
волны (а), результаты ПСМ для функций распределения в различных точках для 

параллельной (б) и перпендикулярной (в) компонент молекулярной скорости / Density 
and temperature profiles in the structure of a plane shock wave (а), DSMC results for 

distribution functions at different points for parallel (б) and perpendicular (в) components of 
molecular velocity 

Источник: составлено авторами 

 
Рис. 1 (а) демонстрирует профили плотности и температуры, полученные 

методом ПСМ, для числа Маха 8.0Ma  . Пространственная координата 
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нормирована на длину свободного пробега в набегающем потоке. Плотность и 
температура нормированы следующим образом: 

1 1

2 1 2 1

ˆˆ , .    
   
  
 

  (1.8) 

Начало координат помещено в точку, где нормированная плотность равна 0.5. 
Число Кнудсена для данной задачи нельзя определить однозначно из-за 
отсутствия явного характерного масштаба длины. Однако можно определить 
локальное число Кнудсена через градиенты макропараметров либо по 
отклонению неравновесных макропараметров от приближения НСФ [18; 32]. 
Структура ударной волны при 8.0Ma   является весьма экстремальным 
случаем для макроскопических моделей течения вследствие высокой степени 
неравновесности. В этом случае локальное число Кнудсена изменяется в 
широком диапазоне – от 0 до 0.5 – в различных областях течения [18]. 

Локальная функция распределения молекул была получена в расчётах ПСМ в 
различных точках структуры плоской ударной волны. Функции распределения 
для рассматриваемых макроскопических моделей были восстановлены в тех же 
точках с использованием данных ПСМ по макропараметрам. Примеры 
локальных функций распределения скоростей, полученных в расчётах ПСМ, 
представлены на рис. 1 (б, в). Функция распределения компоненты 
молекулярной скорости xc  в направлении x  и безразмерная молекулярная 
скорость ˆxc  определяются следующим образом (определения для направлений 
y  и z  аналогичны): 

1

ˆ( ) ( , , ) , .
2

i
i i j k j k i

cf c f c c c dc dc c


 

 

    (1.9) 

Функции распределения ПСМ внутри ударной волны имеют типичную 
бимодальную форму, обусловленную вкладом набегающего и уходящего 
максвеллианов, центрированных соответственно на скорости набегающего 
потока 1U  и скорости потока за ударной волной 2U . 

Функции распределения для различных макроскопических моделей были 
сопоставлены между собой и с результатами ПСМ. Примеры некоторых точек 
представлены на рис. 2-4. Первый ряд представляет результаты для ( )xf c , а 
второй – для ( )yf c . Наиболее трудной для описания макроскопическими 
методами областью структуры ударной волны является сверхзвуковая часть [13]. 
Как видно из рис. 2-4, уже в первой рассматриваемой точке ударной волны  
( / 1.175x    , ˆ 0.006  ) локальная функция распределения начинает заметно 
отличаться от максвелловской. Появляется хвост распределения, формируемый 
медленными молекулами. Иными словами, начинает возрастать мода 
распределения, соответствующая равновесным значениям справа от ударной 
волны (см. рис. 1 (а)). 
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/ 1.175x    , ˆ 0.006   

 

  
5/ 0.47x    , ˆ 0.091   

 

 
5/ 0.27x    , ˆ 0.214   

Рис. 2 / Fig. 2. Примеры сопоставления функций распределения для различных макроско-
пических моделей между собой и с результатами ПСМ / Examples of comparison of distribu-
tion functions for various macroscopic models with each other and with the results of the DSMC 

Источник: составлено авторами
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5/ 0.17x    , ˆ 0.319   

 

5/ 0.12x    , ˆ 0.384   

 

 
5/ 0.02x    , ˆ 0.528   

Рис. 3 / Fig. 3. Примеры сопоставления функций распределения для различных макроско-
пических моделей между собой и с результатами ПСМ / Examples of comparison of distribu-
tion functions for various macroscopic models with each other and with the results of the DSMC 

Источник: составлено авторами
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0.075/x   , ˆ 0.676   

 
0.325/x   , ˆ 0.912   

Рис. 4 / Fig. 4. Примеры сопоставления функций распределения для различных 
макроскопических моделей между собой и с результатами ПСМ / Examples of 

comparison of distribution functions for various macroscopic models with each other and 
with the results of the DSMC  

Источник: составлено авторами 

 
Функция распределения продольной компоненты скорости (x-скорости) в 

моделях G13 и R13 демонстрирует крайне сильные осцилляции и оказывается 
существенно отрицательной на некоторых скоростях. Хорошо известно, что 
даже распространённые макроскопические модели, такие как уравнения НСФ, 
могут давать нефизические отрицательные значения фазовой плотности 
[1; 7; 11; 33]. Здесь проявляется ограничение на распределение 
высокоскоростных молекул, обсуждаемое в работе [34]. В рассматриваемой 
иерархии в этом случае сходимость отсутствует. Для структуры ударной волны с 
числом Маха набегающего потока 8.0Ma  , рассматриваемой в настоящей 
работе, сходимость континуальных приближений наблюдается при локальном 
числе Маха 1.4Ma  . Результаты для всех остальных моделей по продольной 
молекулярной скорости значительно ближе к предсказаниям ПСМ. 
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Продвижение дальше вниз по течению (при уменьшении локального числа 
Маха) приводит к более выраженному хвосту распределения ПСМ в области 
малых скоростей. Для второй точки ( / 0.475x    , ˆ 0.091  ) модели G13 и R13 
предсказывают распределения по продольной скорости, существенно более 
близкие к результатам ПСМ, чем в первой точке; при этом модель G13 уже не 
демонстрирует отрицательных значений. С другой стороны, приближения НСФ 
и Барнетта показывают значительно более сильные осцилляции, чем в первой 
точке; в случае Барнетта распределение достигает наибольших отрицательных 
значений среди всех моделей. В целом все макроскопические модели в данном 
исследовании дают качественно сходные распределения с двумя локальными 
максимумами и двумя локальными минимумами. Распределения по поперечной 
скорости для всех моделей в обеих точках выглядят более типично и 
напоминают гауссов «колокол». 

Распределения в третьей точке ( / 0.275x    , ˆ 0.214  ) качественно похожи, 
но менее экстремальны: интервалы отрицательных значений в распределении 
продольной молекулярной скорости появляются лишь в модели Барнетта. Далее 
в трёх следующих точках (в координатах / 0.175x    , / 0.125x     и 

5/ 0.02x    ) мода малых скоростей начинает оформляться, и распределение 
ПСМ для продольной компоненты молекулярной скорости приобретает 
отчётливо бимодальный характер. Все распределения макроскопических 
моделей становятся значительно менее осциллирующими, имеют лишь один 
максимум и не содержат отрицательных участков. Примеры двух последних 
точек ( / 0.075x    и 0.325/x   ), расположенные ниже по течению 
относительно центра ударной волны, распределения ПСМ близки к 
равновесным и имеют лишь небольшой «бугорок» как в продольном, так и в 
поперечном распределении скорости, напоминающий вклад высокоскоростного 
максвеллиана. В этой точке распределения всех макроскопических моделей 
практически совпадают друг с другом. 

Можно заключить, что все рассмотренные макроскопические модели 
довольно плохо предсказывают функцию распределения по скоростям в области 
малого значения плотности на ведущем фронте ударной волны. Для 
количественной оценки этого расхождения была вычислена интегральная 
ошибка всех приближений функции распределения для каждой из компонент: 

1
22

DSMC( ) ( ) ( ) .( )i i i if c f c f c dc



       (1.10) 

Зависимость этой величины от локальной нормированной плотности 
приведена на рис. 5. Отметим, что данное определение ошибки не является 
инвариантным относительно поворотов, поскольку сравниваемые фазовые 
плотности f  и DSMCf  – это интегралы, заданные формулой (1.9), а значит, они 
зависят от выбора системы отсчёта. Более того, сами уравнения Барнетта не 
инвариантны относительно поворотов [1; 7]. Поэтому приведённые данные по 
ошибке следует рассматривать лишь в качестве качественной характеристики 
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макроскопических моделей. В то же время, значительно большие значения 
ошибок для аппроксимаций продольной компоненты молекулярной скорости, 
нежели поперечной, объясняется существенно значительно большей 
неравновесностью продольного направления. 

 

а б 

Рис. 5 / Fig. 5. Погрешности аппроксимации для ( )xf c  и ( )yf c  различными 
макроскопическими моделями для структуры плоской ударной волны / Approximation 

errors for ( )xf c  and ( )yf c  by various macroscopic models for the structure of a plane 
shock wave 

Источник: составлено авторами 

 
Результаты подтверждают, что наибольшая ошибка при малой плотности 

наблюдается для моделей, основанных на методе Града: G13 и R13. С другой 
стороны, при промежуточных плотностях порядка 0.05 ошибка этих моделей 
становится меньше, чем у уравнений Барнетта. Интересно отметить, что 
равновесное максвелловское распределение имеет заведомо большую ошибку по 
сравнению со всеми остальными рассмотренными неравновесными моделями 
лишь при плотностях выше 0.1. 

 
Заключение 

Функции распределения молекулярных скоростей, предсказанные 
различными макроскопическими моделями течения одноатомного газа, были 
сопоставлены с эталонным решением ПСМ для плоской ударной волны и задачи 
стационарного регулярного отражения ударной волны. Для обеих задач 
рассматривались сильные ударные волны с числом Маха 8, что обеспечивало 
существенную степень неравновесности течения и немаксвелловскую, 
многомодальную форму функции распределения скоростей по ПСМ. Можно 
заключить, что все макроскопические модели довольно плохо предсказывают 
функцию распределения скоростей в верхней по потоку области низкой 
плотности, где течение по сути является неравновесным. Наблюдается не только 
высокая ошибка аппроксимации, но и нефизические осцилляции фазовой 
плотности со значительно отрицательными значениями. Примечательно, но 
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наиболее сложная и точная модель (в смысле предсказания распределений 
макропараметров) – система уравнений R13 – оказывается худшей при 
предсказании неравновесных распределений. По мере продвижения вниз по 
потоку, в сторону более высокой плотности и более локально равновесных 
условий, все осцилляции и расхождения между моделями постепенно исчезают. 
В нижней по потоку части течения в обеих задачах все макроскопические модели 
предсказывают картину достаточно хорошо. 
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