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Аннотация 
Цель: найти точные решения краевой задачи для бигармонического уравнения в 
бесконечном n-мерном слое с граничными условиями Навье. 
Процедура и методы. В статье рассмотрена краевая задача для бигармонического 
уравнения в бесконечном n-мерном слое 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦 с граничными условиями 
Навье. Эта задача сводится к последовательному решению двух задач Дирихле для 
уравнения Пуассона, явные решения которых получены авторами ранее с помощью 
преобразования Фурье обобщённых функций медленного роста.  
Результаты. Получены точные решения краевой задачи Навье для бигармонического 
уравнения, правая часть которого является полигармонической функцией по 𝑥𝑥, в 
частности полиномом. В этом случае решение также является полигармонической 
функцией по 𝑥𝑥, в частности полиномом. 
Теоретическая и/или практическая значимость заключается в получении точных решений 
краевой задачи Навье для бигармонического уравнения в бесконечном n-мерном слое.  
Ключевые слова: бигармоническое уравнение, уравнение Пуассона, задача Дирихле, 
функция Грина1 
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EXACT SOLUTIONS OF THE NAVIER BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR A BIHARMONIC EQUATION WITH A SPECIAL RIGHT-HAND SIDE 
IN AN INFINITE LAYER 

O. Algazin, A. Kopaev 

Bauman Moscow State Technical University 

ulitsa Vtoraya Baumanskay 5 build. 1, Moscow 105005, Russian Federation 

Abstract 
Aim. Purpose is to find exact solutions of the boundary value problem for the biharmonic 
equation in an infinite 𝑛𝑛-dimensional layer with Navier boundary conditions  
Methodology. The paper considers a boundary value problem for a biharmonic equation in an 
infinite n-dimensional layer. The paper considers a boundary value problem for a biharmonic 
equation in an infinite n-dimensional layer 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦 with Navier boundary 
conditions. This problem reduces to the sequential solution of two Dirichlet problems for the 
Poisson equation, the explicit solutions of which were obtained earlier by the authors using the 
Fourier transform of generalized functions of slow growth.  
Results. Exact solutions of the Navier boundary value problem are obtained for a biharmonic 
equation whose right-hand side is a polyharmonic function in 𝑥𝑥, in particular a polynomial. In 
this case, the solution is also a polyharmonic function in 𝑥𝑥, in particular a polynomial. 
Research implications. They consist in obtaining exact solutions of the Navier boundary value 
problem for a biharmonic equation in an infinite 𝑛𝑛-dimensional layer. 
Keywords: biharmonic equation, Poisson equation, Dirichlet problem, Green's function 

 
Введение 

Бигармоническое уравнение Δ�𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢 используется для описания 
стационарных процессов различной физической природы. Например, в плоских 
задачах теории упругости решение 𝑢𝑢 даёт прогиб пластины или балки под 
действием нагрузки 𝑓𝑓. В зависимости от способа закрепления краёв пластины 
или балки задаются различные граничные условия. Если, например, края 
пластины шарнирно закреплены, то получаем на границе Γ условия: 

𝑢𝑢|� = 0, Δ𝑢𝑢|� = 0. 
Краевая задача для бигармонического уравнения с такими граничными 

условиями называется задачей Навье. Обзор граничных условий для 
бигармонического уравнения см. в [1].  

Бигармоническое уравнение также используется в гидродинамике для 
описания медленных течений вязкой несжимаемой жидкости. 

Решению различных краевых задач для бигармонического уравнения 
посвящено много работ, см. например [2–6]. 

Точные решения краевых задач для бигармонического уравнения можно 
получить только для некоторых областей, например для слоя в пространстве 
произвольной размерности. В случае плоскости это будет полоса. 
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Мы рассматриваем краевую задачу для неоднородного бигармонического  
уравнения в слое 

          Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 
с граничными условиями 

                                      𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0,           (2) 
которые можно записать в виде 

                                        𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦                                        (3)  
𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦      𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

В случае 𝑛𝑛𝑛𝑛   решение задачи 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  даёт прогиб упругой полосы под 
действием нагрузки 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  при условии, что края полосы шарнирно 
закреплены.  

Задача (1), (3) сводится к последовательному решению двух задач Дирихле для 
уравнения Пуассона:  

                       Δ𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0, 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0,                     (4) 
и 

                                  Δ𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥),       𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0,𝑣𝑣 (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0.             (5) 
Задача Дирихле для уравнения Пуассона (с неоднородными граничными 

условиями) рассмотрена нами в [7]. В случае полиномиальных данных решение 
является полиномом [8]. 

Далее мы приводим решение задачи (1), (2) в классе функций медленного 
роста по 𝑥𝑥 для правой части 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) являющейся функцией медленного роста по 
𝑥𝑥𝑥 Это решение в данном классе функций является единственным. Для правой 
части, являющейся полигармонической функцией по 𝑥𝑥 (в частности – 
полиномом), мы даём алгоритм получения точного решения задачи. Это 
решение также является полигармонической функцией по 𝑥𝑥 (в частности – 
полиномом).    

 
1. Постановка и решение задачи 

Пусть правая часть уравнения (1) является функцией медленного роста по 𝑥𝑥, 
то есть 

      � |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
ℝ�

(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� + ⋯ + 𝑥𝑥�� ,                 (6)  
для некоторого 𝑚𝑚 𝑚𝑚  и для каждого 𝑦𝑦𝑦  (0,𝑎𝑎 ). 

Решение задачи (1), (2) также будем искать в этом классе функций. Тогда 
задачи (4) и (5) имеют единственные решения [7] и решением задачи (1), (2) будет 
функция 

                            𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣
 

ℝ�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

где 

                                𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 )
 

ℝ�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

Здесь 𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − функция Грина задачи Дирихле. 
Для 𝑛𝑛𝑛𝑛  , то есть для случая полосы на плоскости, (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ℝ �, 
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             𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
4𝜋𝜋 ln ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  )/𝑎𝑎𝑎

ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋(𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)/𝑎𝑎𝑎.                         (9) 
Для 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, то есть для случая слоя в трёхмерном пространстве, (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ�, 

𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 � �exp (−𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉   

ch (𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉   
�

�

− exp (−𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉   
ch (𝜋𝜋|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥| ch(𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉     � 𝑑𝑑𝜉𝜉. 

Для слоя в пространстве чётной размерности (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ��, 
𝐺𝐺����(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺����∗ (|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥|,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  ) = 𝐺𝐺����∗ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) = 

= (−1)���

(2𝜋𝜋)���  �1
𝑟𝑟  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
���

� 1
4𝜋𝜋 ln ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋�𝜋𝜋(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  )�

ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋) 𝜋 c𝜋𝜋�𝜋𝜋(𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)��. 
Для слоя в пространстве нечётной размерности (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ����, 

𝐺𝐺��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐺𝐺��∗ (|𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥|,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  ) = 𝐺𝐺��∗ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) = 

= (−1)���

(2𝜋𝜋)���  �1
𝑟𝑟  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
���

� 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 � �exp (−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

ch (𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
�

�

− exp (−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋𝜋
ch (𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋𝜋 � 𝑑𝑑𝜉𝜉�. 

Рассмотрим правую часть 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)  специального вида, удовлетворяющую 
условию 

Δ��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 
для некоторого 𝑘𝑘, то есть являющуюся по переменным 𝑥𝑥 полигармонической 
функцией, в частности полиномом. Обозначим 

Δ = Δ� + 𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕� = 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵 

𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = � (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  )
�

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑦𝑦

𝑎𝑎 � (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  )
�

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

Легко проверить, что решением задачи Дирихле (5) 
Δ𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣 (𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0,            𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 

будет функция 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(−1)�
���

���
𝐴𝐴����𝐵𝐵�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(−1)�

���

���
𝐴𝐴����Δ�

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 

которая также является полигармонической по 𝑥𝑥𝑥 𝑥��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. 
Тогда решением задачи (1), (2) будет функция  

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �(−1)�
���

���
𝐴𝐴����Δ�

� 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). 

Если 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  является полиномом по 𝑥𝑥, то решение задачи 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  также является 
полиномом по 𝑥𝑥 и это решение единственно в классе функций медленного роста 
по 𝑥𝑥𝑥 
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2. Примеры 
Пример 1. 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. 

Поскольку 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1,    Δ�𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓  то 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = � (𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)
�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑦𝑦

𝑎𝑎 � (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  )
�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑦𝑦�

2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦
2 . 

В силу единственности решения в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥 это 
решение даётся интегралом по формуле (8). То есть, например, при 𝑛𝑛 𝑛𝑛   

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �  � 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)
 

ℝ�  

�

�
𝐺𝐺�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  

= 1
4𝜋𝜋 �  �  

�

��

�

�
ln ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋(𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)/𝑎𝑎𝑎

ch(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋  𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋(𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦)/𝑎𝑎𝑎  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑦𝑦�

2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦
2 . 

Теперь найдём 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). Поскольку Δ�𝑣𝑣 𝑣𝑣 , то единственное в классе функций 
медленного роста по 𝑥𝑥 решение задачи даётся формулой 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑦𝑦�

24 − 𝑦𝑦�𝑎𝑎
12 + 𝑦𝑦𝑦𝑦�

24 .  
Если не ограничивать рост искомого решения по 𝑥𝑥, то к найденному решению 

можно добавить любое решение однородной задачи 
Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. 
Например, при 𝑛𝑛 𝑛𝑛  можно добавить 

� �𝑐𝑐�ch �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 � + 𝑐𝑐�𝑥𝑥𝑥𝑥 �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 � + 𝑐𝑐�sh �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 � + 𝑐𝑐�𝑥𝑥𝑥𝑥 �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 �� 𝜋�n �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 � .

�

���
 

 
Пример 2. 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑒𝑒�, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0. 

Поскольку 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑒𝑒�, Δ� = 𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕� , Δ�� 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓  
то  𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  и 
 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). 

Эти вычисления легко выполняются в Maple или в Mathematica. 
Единственное в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥 решение задачи  

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 4 + 1
6 𝑦𝑦� − 1

30 𝑦𝑦� + 1
6 𝑥𝑥�𝑦𝑦� + 1

30 𝑒𝑒𝑒𝑒� + 307
90 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  5

9 𝑒𝑒𝑒𝑒� − 8
9 𝑦𝑦� − 

− 5
6 𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑦𝑦 𝑦 1

6 𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑦𝑦� + 2𝑦𝑦� + 4
3 𝑥𝑥�𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦𝑦� − 𝑥𝑥� − 1

2 𝑥𝑥�𝑦𝑦� + 𝑥𝑥�𝑒𝑒� − 236
45 𝑦𝑦𝑦 

Пример 3.  
Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥� cos (𝑥𝑥�)𝑒𝑒��𝑦𝑦�, 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�) ∈ℝ �, 0 < 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0. 
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Поскольку 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥� cos (𝑥𝑥�)𝑒𝑒��𝑦𝑦�, Δ�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 

то 
𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴��𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝐴𝐴��Δ�𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= − 239
75600 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒�� + 1

210 sin(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑦𝑦� − 1
600 sin(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑦𝑦� + 

+ 1
15120 sin(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑦𝑦� + 1

140 𝑦𝑦𝑦𝑦� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒�� − 1
120 𝑥𝑥� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑦𝑦� + 

+ 1
840 𝑥𝑥� cos(𝑥𝑥�) 𝑒𝑒��𝑦𝑦�. 

Здесь правая часть уравнения 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  и найденное решение 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  не 
являются функциями медленного роста по 𝑥𝑥𝑥 Если не накладывать никаких 
ограничений на рост искомого решения по 𝑥𝑥, то к найденному решению можно 
добавить любое решение однородной задачи 

Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0. 

Замечание. Аналогично изложенному в статье получается решение задачи для 
бигармонического уравнения (1) со смешанными граничными условиями 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0, 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 0, 
𝑢𝑢�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 𝑢𝑢���(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0, 

которое сводится к последовательному решению двух смешанных краевых задач 
Дирихле-Неймана для уравнения Пуассона [9]. 

Отметим, что к смешанной задаче Дирихле – Неймана для уравнения Лапласа 
сводится смешанная краевая задача для системы Моисила – Теодореску [10]. 

 
Заключение 

В работе получены точные решения краевой задачи Навье для 
бигармонического уравнения в многомерном бесконечном слое, ограниченном 
двумя гиперплоскостями 

                             Δ�𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   𝑦𝑦 𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 
     𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑢𝑢��(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0,       

при условии, что правая часть является полигармонической функцией по 𝑥𝑥, 
Δ��𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 0. Это решение единственно в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥𝑥  

      � |𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
ℝ�

(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� + ⋯ + 𝑥𝑥�� ,                  
для некоторого 𝑚𝑚 𝑚𝑚  и для каждого 𝑦𝑦𝑦  (0,𝑎𝑎 ). 

Согласно приведённому алгоритму получения решения соответствующие 
вычисления легко выполняются в Maple или в Mathematica. Эти точные решения 
могут быть использованы для проверки точности численных методов решения 
краевых задач для бигармонического уравнения, возникающих в прикладных 
задачах теории упругости и гидромеханики. 

 

Статья поступила в редакцию 22.08.2023 г. 
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