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Аннотация1 
Цель: на основе асимптотических и приближенных теоретических методов решения 
системы кинетических уравнений Больцмана для ударно сжатой бинарной смеси газов 
найти аналитические представления функций распределения компонентов смеси.  
Методы. Применялись асимптотические и вариационные методы математической 
физики.  
Результаты. Найдены асимптотические и приближенные аналитические выражения для 
функций распределения компонентов ударно-сжатой бинарной смеси газов. Для 
известной в литературе модификации метода Тамма – Мотт-Смита впервые доказано 
выполнение законов сохранения потоков массы, импульса и энергии в произвольном 
сечении внутри ударной волны. Ранее подобное доказательство в литературе 
отсутствовало. Важность подобного доказательства обусловлена тем, что при 
применении классического метода Тамма – Мотт-Смита к бинарным смесям газов 
невозможно обеспечить выполнение законов сохранения внутри фронта ударной волны. 
Теоретическая и практическая значимость. Полученные аналитические результаты 
имеют существенное значение как для выяснения условий ускорения скоростей 
кинетических процессов в структуре ударных волн, так и для определения оптимальных 
условий проведения соответствующих экспериментов в ударных трубах. 
Ключевые слова: асимптотическая модель, эффект перехлёста, рэлеевская смесь, 
неравновесность 
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Abstract 
Aim. On the basis of asymptotic and approximate theoretical methods for solving the system 
of kinetic Boltzmann equations for a shock compressed binary mixture of gases, analytical 
representations of the distribution functions of the components of the mixture are found. 
Methods. Asymptotic and variational methods of mathematical physics were used. 
Results. Asymptotic and approximate analytical expressions are found for the distribution 
functions of components of a shock-compressed binary mixture of gases. For a modification 
of the Tamm–Mott-Smith method known in the literature, the laws of conservation of mass, 
momentum and energy fluxes in an arbitrary section inside a shock wave are proved for the 
first time. Previously, there was no such proof in the literature. The importance of such a proof 
is due to the fact that when applying the classical Tamm–Mott-Smith method to binary 
mixtures of gases, it is impossible to ensure compliance with the conservation laws inside the 
shock wave front. 
Research implications. The obtained analytical results are essential both for elucidating the 
conditions for accelerating the velocities of kinetic processes in the structure of shock waves, 
and for determining the optimal conditions for conducting appropriate experiments in shock 
tubes. 
Keywords: asymptotic model, overlap effect, Rayleigh mixture, disequilibrium 

 
Введение 

В настоящей работе рассматриваются бинарные смеси газов с 
произвольными величинами концентраций её компонентов в ударной волне.  

В случае сильно диспергированных смесей рассматривается предельный 
переход по двум параметрам: относительной плотности и относительной 
молекулярной массе компонентов смеси. При этом сами функции 
распределения в принципе являются асимптотически точными 
аналитическими решениями системы уравнений Больцмана. 

В работах [1; 2] авторам удалось отказаться от обычно постулируемого вида 
функций распределения в пространстве молекулярных скоростей [3] и 
заменить его асимптотическим представлением этих функций. Конкретный вид 
этих функций находится из аналитического решения системы асимптотически 
упрощённых уравнений Больцмана для компонентов рэлеевской смеси газов.  

В данной работе, как и в [1; 2], использовался следующий предельный 
переход по относительным величинам концентраций и молекулярных масс 
компонентов этой смеси.  
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= 𝜈𝜈 𝜈 𝜈𝜈𝜈  𝜈𝜈� = ��𝑛𝑛�� ≪ �,                 (1) 
где 𝑛𝑛�, 𝑛𝑛�, 𝑚𝑚�, 𝑚𝑚�  – соответственно концентрации и молекулярные массы 

компонентов.  
Нетрудно видеть, что предельный переход (1) соответствует следующему 

соотношению  
𝐿𝐿�� ≪ 𝐿𝐿�� ≪ 𝐿𝐿�� ,                                                                 (2) 

где 𝐿𝐿�� , 𝐿𝐿��, 𝐿𝐿�� – длины свободного пробега соответственно лёгкого-лёгкого, 
лёгкого-тяжёлого, тяжёлого-тяжёлого компонентов.  

В силу предельного перехода (1) и неравенств (2) неоднородная релаксация 
лёгкого и тяжёлого компонентов разбивается в первом приближении по 
малому параметру 𝜌𝜌� на два независимых этапа.  

На первом этапе в силу 𝜈𝜈 𝜈 𝜈 релаксирует к состоянию равновесия только 
лёгкий компонент, поскольку влияние тяжёлого компонента на релаксацию 
лёгкого мало, и им можно пренебречь с точностью до величин порядка 𝜌𝜌� ≪ �.  

Тяжёлый компонент, проходя через фронт ударной волны шириной 𝐿𝐿��  в 
лёгком газе, не претерпевает существенных изменений, поскольку рассеяние 
тяжёлых молекул на лёгкие является чрезвычайно малым при ��

��
→0  [4]. Ввиду 

этого макроскопические параметры максвелловского распределения тяжёлого 
компонента: плотность 𝑛𝑛�, скорость 𝑢𝑢� и температура 𝑇𝑇�, остаются 
неизменными на протяжении всей длины зоны релаксации лёгкого компонента 
𝐿𝐿�� . Они, таким образом, совпадают с параметрами «холодного равновесного 
состояния» вверх по потоку вдали от переднего фронта скачка в лёгком газе. 

В силу асимптотической постановки рассматриваемая задача сильно 
упрощается по сравнению со случаем сравнимых по величине концентраций 
обоих компонентов. Известно, что в случае сравнимых концентраций 
релаксация обоих компонентов происходит параллельно, а не 
последовательно [5]. 

Следует также отметить, что качественное различие поступательной 
релаксации в смесях со сравнимыми величинами концентраций и 
молекулярных масс лёгкого и тяжёлого компонентов и в сильно 
диспергированных таких смесях сопровождается и сильным различием в 
практическом использовании этой релаксации. Как показали численные 
расчёты фронтов ударных волн [6], эффекты поступательной неравновесности 
в недиспергированных смесях наиболее интересны в задачах спуска 
космических аппаратов в атмосферах планет Солнечной системы. Было 
показано, что учёт поступательной неравновесности особенно важен при 
расчёте скоростей обменных химических реакций.  

Эффекты поступательной неравновесности в сильно диспергированных 
смесях интересны для практического использования в лабораторных земных 
условиях (например, при эффективном вкладывании энергии в тяжёлый 
компонент смеси в схемах управляемого термоядерного синтеза) [7]. 
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1. Релаксация тяжёлого компонента рэлеевской смеси 
Как указывалось во Введении, равновесное состояние лёгкого компонента 

непрерывно сохраняется на масштабе релаксации тяжёлого компонента 𝐿𝐿��, 
являясь искомым решением для этого компонента.  

Таким образом, для лёгкого компонента асимптотическое решение 
(обозначим его 𝑓𝑓�,���) совпадает с максвелловским распределением 𝐹𝐹�

(�) для 
лёгкого компонента в конце зоны его релаксации 

𝑓𝑓�,��� = 𝐹𝐹�
(�)                                                                   (1.1) 

где 

𝐹𝐹�
(�) = 𝑛𝑛�,��� �𝛽𝛽�

𝜋𝜋 �
�
� exp �−𝛽𝛽��𝜉𝜉� − 𝑢𝑢�,������ exp�−𝛽𝛽�𝜂𝜂��� exp�−𝛽𝛽�𝜍𝜍���        (1.�) 

причём 𝑛𝑛�,���, 𝑇𝑇�,���, 𝑢𝑢�,��� – соответственно парциальная числовая 
плотность, температура и макроскорость лёгкого компонента в конце его зоны 
релаксации,  𝛽𝛽� = ��

����,���
. 

Начальное условие для релаксации тяжёлого компонента естественно задать 
в конце зоны релаксации лёгкого компонента на длине 𝛿𝛿�, причём 𝛿𝛿� ≈  𝐿𝐿�� . 
Численно в качестве 𝛿𝛿� можно взять, например, длину, на которой величина 
плотности 𝑛𝑛� меняется от половины до полного значения 𝑛𝑛�,��� в конце зоны 
релаксации лёгкого компонента. 

Как отмечалось выше, ввиду «замороженности» поступательной релаксации 
тяжёлого компонента на масштабе 𝐿𝐿��  начальное условие для 
«размороженности» релаксации тяжёлого компонента на масштабе 𝐿𝐿�� будет 
совпадать с «холодным» распределением тяжёлого компонента 𝐹𝐹�,��

(�)  перед 
фронтом скачка в лёгком газе.  

Заметим, что перед фронтом скачка оба компонента находятся в «холодном» 
поступательном равновесии и все макропараметры их парциальных 
максвелловских распределений будут одинаковыми. Это касается 
среднемассовых скоростей  

𝑢𝑢�,�� = 𝑢𝑢�,�� ≡ 𝑢𝑢��                                           (1.3) 
и парциальных температур 

𝑇𝑇�,�� = 𝑇𝑇�,�� ≡ 𝑇𝑇��.                                             (1.4) 
При этом различными остаются молекулярные массы компонентов 𝑚𝑚� ≠ 𝑚𝑚�,

𝑚𝑚� ≪ 𝑚𝑚� и концентрации 𝑛𝑛� ≠ 𝑛𝑛�, 𝑛𝑛� ≪ 𝑛𝑛� . 
Обозначим это «холодное» распределение как 𝐹𝐹�,�

(�), где 

𝐹𝐹�,�
(�) = 𝑛𝑛�,� �𝛽𝛽�

𝜋𝜋 �
�
� exp(−𝛽𝛽�(𝜉𝜉� − 𝑢𝑢 ��)�) exp�−𝛽𝛽�𝜂𝜂��� exp�−𝛽𝛽�𝜍𝜍���         (1.�) 

Здесь параметры  𝑛𝑛�,� , 𝑇𝑇�,� , 𝑢𝑢�,��– соответственно парциальная числовая 
плотность, температура и макроскорость тяжелого компонента в начале его 
зоны релаксации, 𝛽𝛽� = ��

����,�
.  

Зона релаксации тяжёлого компонента завершается на распределении 𝐹𝐹�,�
(�), 

которое равно 
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𝐹𝐹�,�
(�) = 𝑛𝑛�,� �𝛽𝛽�

𝜋𝜋 �
�
� exp �−𝛽𝛽��𝜉𝜉� − 𝑢𝑢�,���� exp�−𝛽𝛽�𝜂𝜂��� exp�−𝛽𝛽�𝜍𝜍���,         (1.�) 

где оба распределения имеют одинаковые средние парциальные скорости  
𝑢𝑢�,� = 𝑢𝑢�,��� ≡ 𝑢𝑢�,                                                                   (1.7) 

и средние парциальные температуры 
𝑇𝑇�,� = 𝑇𝑇�,��� ≡ 𝑇𝑇�.                                                                 (1.8) 

Как мы видим, определение функции распределения для тяжёлого 
компонента 𝑓𝑓� сводится в главном приближении по малому параметру 𝜌𝜌� к 
решению одного кинетического уравнения Больцмана с перекрёстным 
интегралом столкновений. Для дальнейшего изложения уравнение Больцмана 
будет удобно записать в следующем виде [8]: 

𝑑𝑑𝑑𝑑�
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � � � 𝑔𝑔���𝑓𝑓�′𝑓𝑓�

� − 𝑓𝑓�𝑓𝑓��𝑏𝑏𝑑𝑑𝑏𝑏𝑑𝑑𝜀𝜀𝑑𝑑�Ξ�
������⃗

��

�

�

�
,                                    (1.9) 

где левая часть равенства (11) является, так называемой, полной 
производной [МСС], Ξ����⃗  и Ξ�����⃗  – скорости молекул до столкновения, Ξ����⃗ ′ и Ξ�����⃗ ′ – 
после столкновения, причём 𝑓𝑓�′ = 𝑓𝑓�′(Ξ����⃗ �, 𝑡𝑡𝑡; 𝑓𝑓�′ = 𝑓𝑓�′(Ξ�����⃗ �, 𝑡𝑡𝑡; 𝑓𝑓� = 𝑓𝑓�(Ξ����⃗ , 𝑡𝑡𝑡; 𝑓𝑓� =
𝑓𝑓�(Ξ�����⃗ , 𝑡𝑡𝑡, 𝑏𝑏 – прицельное расстояние; 𝜀𝜀 – угловой (азимутальный) параметр 
столкновения, 𝑔𝑔�� = �Ξ����⃗ − Ξ�����⃗ � – модуль относительной скорости лёгкой и 
тяжёлой молекул [9], 𝑑𝑑�Ξ� = 𝑑𝑑𝑑��𝑑𝑑𝑑��𝑑𝑑𝑑��.  

Как указано в работе [8]: «уравнение Больцмана описывает процесс 
превращения произвольного начального распределения в равновесное 
максвелловское распределение. Время релаксации такого процесса 
определяется интенсивностью диссипативных процессов (интегралом 
столкновений), т. е. эффективностью столкновений как механизма, 
формирующего максвелловское распределение. Для оценки 𝜏𝜏 по порядку 
величины можно считать, что»: 

𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓
� � � 𝑔𝑔���𝑓𝑓�′𝑓𝑓�

� − 𝑓𝑓�𝑓𝑓��𝑏𝑏𝑑𝑑𝑏𝑏𝑑𝑑𝜀𝜀𝑑𝑑Ξ����⃗������⃗
��

�
�

�
~ 1

𝑟𝑟��𝑣𝑣�� 𝑛𝑛�
                        (1.10) 

где 𝑟𝑟� – радиус молекулы модели газа из «твёрдых сфер» [3]; 𝑣𝑣�� , 𝑛𝑛�  – 
соответственно средняя тепловая скорость и плотность газа из молекул лёгкого 
компонента.  

Далее будет рассмотрен случай стационарного решения для функции 
распределения 𝑓𝑓�, 𝑓𝑓�. Поэтому уравнение (1.9) запишется в виде: 

𝜉𝜉��
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑓𝑓�(𝑥𝑥) =     � � � � � 𝑔𝑔�� �𝐹𝐹�
(�)�𝑓𝑓�

�
�

��

�

��

�

��

��

�

�

�
− 𝐹𝐹�

(�)𝑓𝑓�� 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�                                                            (1.11) 
Причём в формуле (1.9) интеграл по трёхмерному пространству Ξ����⃗  

соответствует трём однократным: 
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� … 𝑑𝑑�Ξ�
������⃗

= � � � … 𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�

�

��

�

��

�

��
                                             (1.12) 

 
*** 

Изменение функции распределения тяжёлого компонента 𝑓𝑓� удобно 
представить в виде суммы: 

𝑓𝑓��Ξ�⃗ , 𝑥𝑥� = 𝐹𝐹�,�
(�)(Ξ�⃗ ) − Δ𝑓𝑓�(𝑥𝑥),                                               (1.13) 

где 𝑥𝑥 – координата вдоль потока в ударной волне.  
Нетрудно показать, что для добавки Δ𝑓𝑓�(𝑥𝑥) справедливо линейное 

дифференциальное уравнение первого порядка: 
𝜉𝜉��

�
�� Δ𝑓𝑓�(𝑥𝑥) = Δ𝑓𝑓�(𝑥𝑥) � ��Ξ�����⃗ �,                                                  (1.14) 

где ��Ξ�����⃗ � – интегральное сечение взаимодействия молекул тяжёлого и 
лёгкого компонентов, причём в силу равенства (11) величина ��Ξ�����⃗ � равна 𝜏𝜏��, 
т. е. 

��Ξ�����⃗ � = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
�
�� � � � � �𝐹𝐹�

(�)� − 𝐹𝐹�
(�)� 𝐵𝐵(𝑔𝑔��, 𝜒𝜒)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�.�

��
�

��
�

��
��

�   (1.15)  
Множитель 𝐵𝐵(𝑔𝑔��, 𝜒𝜒) в формуле (1.15) пропорционален дифференциальному 

сечению рассеяния [9]. Рассмотрим в качестве примера две наиболее простых 
модели молекулярных соударений, для которых функция 𝐵𝐵(𝑔𝑔��, 𝜒𝜒) принимает 
наиболее простой вид:  

1) модель молекул из «твёрдых сфер» 
𝐵𝐵(𝑔𝑔��, 𝜒𝜒) = 𝑔𝑔��𝜎𝜎��� sin 𝜒𝜒 𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 ,                              (1.16) 

где 𝜎𝜎�� = �����
� , 𝜎𝜎�, 𝜎𝜎� – соответственно диаметры молекул – «твёрдых сфер» 

лёгкого и тяжёлого компонентов; 
2) модель «псевдомаксвелловских» молекул 

B(g��, χ) = φ�� sin χ cos χ  ,                                         (1.17) 
где величина φ�� – имеет размерность удельного потока скорости 

сталкивающихся молекул через единицу площади сферы соударений 
единичного радиуса, причём φ�� = const.  

На основе решения уравнения (1.14) искомая функция распределения 
тяжёлого компонента f�  будет иметь следующий вид: 

𝑓𝑓�(𝑐𝑐����⃗ , 𝑥𝑥) = 𝐹𝐹�,�
(�) − �𝐹𝐹�,�

(�) − 𝐹𝐹�,�
(�)� exp �− ���������⃗ �(����)

���
�,                    (1.18) 

где 𝐹𝐹�,�
(�) и 𝐹𝐹�,�

(�) – максвелловские распределения молекул тяжёлого 
компонента соответственно в начале его зоны релаксации и в её конце. 

На основе равенства (1.18) можно построить решение для 𝑓𝑓� в следующей 
безразмерной форме: 

𝐹𝐹�,�
(�) − 𝑓𝑓�(𝑐𝑐����⃗ , 𝑥𝑥)
�𝐹𝐹�,�

(�) − 𝐹𝐹�,�
(�)�

= exp(−Γ),                                                  (1.19) 
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где 

Γ = − ��������⃗ �(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥�)
𝑐𝑐��

                                                              (1.20) 

Решение (1.19) имеет чрезвычайно простой и универсальный вид и обычно 
характерно для модельного кинетического уравнения Бхатнагара–Гросса–
Крука [3]. 

Однако, в отличие от заранее постулированного упрощённого вида 
модельного оператора столкновений, в рассматриваемом кинетическом 
уравнении (1.14) такое эквивалентное упрощение не постулируется, а 
достигается в силу приведённого выше асимптотического анализа задачи. 

Дальнейшие строгие асимптотические преобразования интеграла 
столкновений в правой части уравнения (1.11) связаны с приведением его к 
дифференциальной форме, совпадающей в ряде случаев с интегралом 
столкновений в правой части кинетического уравнения Фоккер – Планка [10].  

Ранее подобный метод был развит в работах [11; 12]. Целью этих работ было 
обоснование применение метода Чепмена – Энскога для вывода уравнения 
движения сильнодиспергированных смесей газов.  

Как оказалось, наиболее адекватным методом аналитического исследования 
течений сильнодиспергированных газов является метод приведения интеграла 
столкновений к дифференциальной форме, впервые предложенный 
Г. А. Лорентцом [4; 11].  

Преимуществом метода Лорентца по сравнению с методом Чепмена –
 Энскога является его большая область применимости к описанию движения 
газа, включая как режимы сплошной среды, так и переходные режимы по 
параметру разреженности (числу Кнудсена). Метод Лорентца применим также 
и для исследования структуры ударной волны в диспергированных средах.  

Упрощение интеграла столкновений в методе Лорентца можно начать уже с 
интеграла столкновений в кинетическом уравнении (1.9) при неизвестном виде 
обоих искомых функций 𝑓𝑓� и 𝑓𝑓�.  

В рассматриваемой задаче, как уже отмечалось ранее, функция 𝑓𝑓� известна и 
совпадает с равновесным распределением Максвелла 𝐹𝐹�

(�) с 
макроскопическими параметрами (6), (7), постоянными по всей зоне 
релаксации тяжёлого компонента. 

 
2. Модифицированный метод Тамма – Мотт-Смита 

Известно, что для аналитического исследования задачи о структуре ударной 
волны в однокомпонентных газах в смысле простоты решения кинетического 
уравнения Больцмана и его практического использования наиболее 
эффективным оказался метод Тамма – Мотт-Смита [3].  

Однако непосредственное использование этого метода в бинарных смесях 
газов оказалось невозможным из-за невыполнения законов сохранения 
потоков массы, импульса и энергии в произвольном сечении внутри фронта 
ударной волны [13].  
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В работе [14] был предложен модифицированный метод Тамма – Мотт-
Смита, сохраняющий все его преимущества и для смесей газов без 
доказательства законов сохранения. Ниже в нашей работе приводится 
соответствующее доказательство. 

Суть модификации метода Тамма – Мотт-Смита проще всего пояснить на 
примере бинарной смеси газов. Согласно этой модификации, представление 
функции распределения для молекул какого-либо компонента содержало две 
различные части. Первая часть совпадала с представлением функций 
распределения для этого компонента по методу Тамма – Мотт-Смита. Вторая 
часть (в виде добавки к первой) представляла собой произведение разности 
между распределениями Максвелла другого компонента, умноженной на 
весовой множитель. В работе [14] эта модификация была распространена на 
многокомпонентную смесь, причём функция распределения имела вид: 

𝑓𝑓�(𝒄𝒄𝒄 𝒄𝒄) = ���(�)
� 𝑓𝑓��(𝒄𝒄) + ���(�)

� 𝑓𝑓�
�(𝒄𝒄) + �

� ∑ 𝛽𝛽��ℎ�(𝑥𝑥)[𝑓𝑓�
�(𝒄𝒄) − 𝑓𝑓��(𝒄𝒄)]�

���
���  , 𝑖𝑖 𝑖

1,2, … , 𝑁𝑁𝑁                                                                                     ( 2.1) 
Здесь 𝑓𝑓�� и 𝑓𝑓�

� – поступательно равновесные максвелловские распределения  

𝑓𝑓��(𝑐𝑐) = 𝑛𝑛�� .𝑚𝑚�
�
�(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�)��/�exp[-𝑚𝑚�(𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐�)�/2𝑘𝑘𝑘𝑘�]                     (2.2) 

𝑓𝑓�
�(𝑐𝑐) = 𝑛𝑛�� .𝑚𝑚�

�
�(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�)��/�exp[-𝑚𝑚�(𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐�)�/2𝑘𝑘𝑘𝑘�]                     (2.3) 

 
Индексы «-» и «+» в формулах (2.1)–(2.3) относятся к максвелловским 

функциям распределениям по собственным тепловым скоростям молекул и 
макроскопическим параметрам этих функций соответственно на входе («-») и 
выходе («+») ударной волны, mi – масса молекулы i-го компонента. Для 
компонента j формулы для максвелловских функций распределения, 
аналогичные (2.2), (2.3), получаются формальной заменой в них индекса i  на 
индекс j, причём 𝛽𝛽��  равно 𝑚𝑚�/𝑚𝑚� .  

В равенстве (2.1) функции ℎ(x) и ℎ�(𝑥𝑥𝑥 удовлетворяют следующим граничным 
условиям:  

ℎ(−∞) = −1, ℎ(+∞) = 1, ℎ�(−∞) = ℎ�(+∞) = 0                  (2.4) 
Соотношения (2.1)–(2.4) и представляют, собственно, модифицированную 

формулировку метода Тамма – Мотт-Смита. Главное в этой модификации – 
добавление к первым двум слагаемым, представляющим обычную 
формулировку метода, т. н. «Анзаца», третьего, содержащего функцию   ℎ�(𝑥𝑥𝑥. 

Добавление этого слагаемого и является главным достижением в 
формулировке модифицированного метода, поскольку благодаря ему 
автоматически выполняется обязательное требование выполнения законов 
сохранения переноса парциальных масс, суммарного импульса и суммарной 
энергии смеси газов в любом сечении внутри ударной волны. Замечательным 
достоинством модифицированного подхода является также и то, что при 
переходе к бинарной смеси газов число неизвестных функций остаётся тем же, 
что и в простом газе, т. е. две: 
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ℎ(x) и ℎ�(𝑥𝑥𝑥     (2.5) 
В связи с этим заметим также, что использование обычной формулировки 

метода Тамма – Мотт-Смита, как было показано в работе [13], невозможно при 
определении структуры изменения макропараметров внутри ударной волны, 
ввиду невыполнения законов сохранения. Для их выполнения обычно 
используют другую, менее совершенную модификацию «Анзац», 
использованную, например, в работе [15], где помимо функций (2.5) 
приходится считать переменными и параметры: 𝑇𝑇�, 𝑣𝑣�.  

Это обстоятельство делает практически невозможным получение 
аналитического решения с помощью бимодальной аппроксимации функций 
распределения в ударной волне [15; 16].  

В работе [14] утверждение об автоматическом выполнении законов 
сохранение не было проверено. Ниже мы дадим проверку этого утверждения. 

 
3. Проверка выполнения законов сохранения потоков массы, импульсов 

и энергии при произвольном значении координаты x внутри волны 
 

3.1. Сохранение потока массы каждого компонента «i» 
Поток массы каждого компонента «i» при произвольном значении 

координаты х 
< 𝑐𝑐�𝑚𝑚�𝑓𝑓� >                                                         (3.1.1) 

вычисляется интегрированием по фазовому пространству скоростей молекул 
𝑐𝑐 с использованием равенств (2.1)–(2.3):   

< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓� > = 1
2 [< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > +< 𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >]

+ ℎ(𝑥𝑥)
2 [< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > −< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >] + 

+ℎ�(𝑥𝑥) ∑ �
�

�
���
��� �< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > −< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >��   (3.1.2) 

 
3.2. Сохранение суммарного потока импульсов компонентов смеси 

Как известно [4], в смесях газов сохраняется суммарный поток импульсов 
компонентов смеси  

< ∑�
��� 𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓� >                                                (3.2.1) 

Как в предыдущем подпункте 3.1. используем соотношения (2.1)–(2.3). Тогда 
для выражения (3.2.1) получим следующее представление: 

< � 𝑚𝑚�

�

���
𝑐𝑐��𝑓𝑓� > = 1

2 �< �
�

���
𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > + < �
�

���
𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >� + 

+ℎ(𝑥𝑥) 1
2 �< �

�

���
𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > − < �
�

���
𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >� + 
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+ℎ�(𝑥𝑥) �< ∑�
���

��
� 𝑐𝑐��𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > − < ∑�
���

��
� 𝑐𝑐��𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >�   (3.2.2) 

 
3.3. Сохранение суммарного потока энергии компонентов смеси 

Подобно сохранению суммарного импульса в смесях газов сохраняется 
суммарный поток энергии компонентов смеси [4]. 

< ∑�
��� (��   ��

�   + 𝐸𝐸�)𝑐𝑐�𝑓𝑓� > ,                                         (3.3.1) 
где 𝐸𝐸�  внутренняя энергия молекул смеси газов. 
Используя модифицированный «Анзац» (2.1) аналогично соотношениям 

(3.1.2) и (3.2.2), получим  
< ∑�

��� ���   ��

� + 𝐸𝐸�� 𝑐𝑐�𝑓𝑓� > =  �
� �< ∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸���
��� 𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > + <
∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸�� 𝑐𝑐��
��� 𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >� + �(�)

� �< ∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸���
��� 𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > − <
∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸�� 𝑐𝑐��
��� 𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >� + ��(�)

� �< ∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸���
��� 𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) > − <
∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸���
��� 𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >�     (3.3.2) 

 
Сохранение потоков макровеличин смеси газов, указанных в разделе 3, 

вытекает из равенств (3.1.1) – (3.3.2) следующим образом: 
Левые части указанных равенств основаны на интегрировании по всему 

фазовому пространству тепловых скоростей молекул 𝑐𝑐 и взяты при 
произвольном значении координаты x внутри ударной волны, поскольку эта 
координата входит в число аргументов функции распределения молекул 𝑓𝑓�, 
причём 

𝑓𝑓� = 𝑓𝑓�(𝑐𝑐, 𝑥𝑥𝑥               (3.3.3) 
1. В правой же части равенств расстояние x входит только в координатные 

функции (2.5). Такая факторизация фазового пространства, как известно [4], 
характерна вообще для моментных методов решения уравнения Больцмана и, в 
частности, для классического «Анзаца» Тамма – Мотт-Смита [3; 9] и 
рассматриваемой его модификации (2.1) [14]. 

Важно отметить, что каждая из координатных функций (2.5) умножается на 
квадратную скобку, в которой содержатся левые и правые части соотношений 
Рэнкина – Гюгонио в смесях газов. Левые и правые части этих соотношений 
относятся соответственно к левой (x→ −∞) и к правой (x → +∞) 
асимптотическим границам ударной волны. 

Покомпонентное сохранение (для каждого «i») потока массы 
< 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >   =   < 𝑚𝑚�𝑐𝑐�𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) >     (3.3.4) 
Сохранение суммарного потока импульсов компонентов смеси 

< ∑�
��� 𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >  =  < ∑�

��� 𝑚𝑚�𝑐𝑐��𝑓𝑓�
�(𝑐𝑐) >          (3.3.5) 

Сохранение суммарного потока энергии компонентов смеси 
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< � �𝑚𝑚�   𝑐𝑐�

2 + 𝐸𝐸��
�

���
𝑐𝑐�𝑓𝑓��(𝑐𝑐) >     = 

=    < ∑ ���   ��

� + 𝐸𝐸�� 𝑐𝑐��
��� 𝑓𝑓�

�(𝑐𝑐) >     (3.3.6) 
 
Проследим, какие изменения произойдут при учёте равенств (3.3.4) – (3.3.6) в 

правых частях формул (3.1.2), (3.2.2) и (3.3.2). 
Первые квадратные скобки в правых частях этих формул, умножаемые на 

множитель ½, содержат сумму одинаковых слагаемых. Вследствие этого первые 
квадратные скобки можно заменить на одно из этих слагаемых. 

Во вторых и третьих квадратных скобках содержатся разности равных друг 
другу левых и правых частей соотношений Рэнкина – Гюгонио в смесях газов. 
Поэтому не равные нулю внутри ударной волны координатные множители 
(2.5) будут умножаться на равные нулю вторые и третьи квадратные скобки.  

В силу этого законы сохранения потоков массы, импульсов и энергии при 
произвольном значении координаты x внутри волны будут выполняться 
автоматически. 

 
Заключение 

Для сильно диспергированных смесей газов рассмотрена строгая 
асимптотическая постановка задачи о структуре ударного фронта.  

Показано, что для рэлеевской смеси газов в случае асимптотического 
перехода типа (1) функция распределения лёгкого компонента остаётся 
неизменной на всей длине релаксации тяжёлого компонента. Эта функция 
равна максвелловскому распределению с макроскопическими параметрами, 
определяемыми по соотношениям Рэнкина – Гюгонио в ударной волне с одним 
лёгким компонентом. 

Найден асимптотический вид кинетического уравнения для релаксации 
тяжёлого компонента к общему состоянию поступательного равновесия с 
лёгким компонентом. 

Таким уравнением, как оказалось, является уравнение Больцмана для 
одномерной ударной волны с Фоккер – Планковским оператором 
столкновений. Приведён явный вид этого уравнения. Для применения 
модифицированного метода Тамма – Мотт-Смита, сохраняющего все 
преимущества его исходной классической редакции, доказаны законы 
сохранения потоков массы, импульса и энергии при произвольном значении 
координаты внутри фронта ударной волны. 

 
Статья поступила в редакцию 31.10.2023 г. 
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