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Аннотация 
Цель. Формулы для полей температуры и концентрации вокруг двух испаряющихся 
одинаковых аэрозольных капель в поле электромагнитного излучения обобщаются на 
случай двух капель с произвольными радиусами. 
Процедура и методы. Коэффициенты в разложениях полей температуры и концентрации 
по сферическим функциям рассматриваются как координаты векторов 
бесконечномерного линейного нормированного пространства, которые находятся из 
граничных условий операторными методами.  
Результаты. Формулы для полей температуры и концентрации вокруг двух одинаковых 
капель обобщены для двух капель с произвольными радиусами. Проведены расчёты по 
этим формулам и приведены графики профилей полей температуры и концентрации для 
двух капель с неодинаковыми радиусами для разных расстояний между центрами капель. 
Теоретическая и практическая значимость. Полученные теоретические формулы 
позволяют составить простые алгоритмы для практических расчётов. 
Ключевые слова: аэрозольные капли, испарение капель, взаимодействующие капли 
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Abstract 
Aim. Formulae for temperature and concentration fields around two evaporating identical aerosol 
drops in the electromagnetic radiation field are generalized to the case of two drops with 
arbitrary radii. 
Methodology. Coefficients in expansions of temperature and concentration fields by spherical 
functions are considered as coordinates of vectors of an infinite-dimensional linear normalized 
space, which are found from boundary conditions by means of linear operators. 
Results. Generalized formulae for temperature and concentration fields around two drops with 
arbitrary radii are obtained. Calculations are carried out using these formulae and graphs of 
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temperature and concentration field profiles for two unequal drops for different distances 
between drop centers are given. 
Research implications. The obtained theoretical formulae for temperature and concentration 
fields around two drops with arbitrary radii allow one to make simple algorithms for practical 
calculations. 
Keywords: aerosol drops, evaporation of drops, interacting drops 

 
Введение 

Задача об испарении одиночных капель в поле электромагнитного излучения 
решалась в работах [1–2]. Задача об испарении двух взаимодействующих капель 
рассматривалась в работах [3–6] с применением биполярной системы 
координат. Для понимания процесса испарения двух взаимодействующих 
испаряющихся капель важным является исследование полей температуры и 
концентрации вокруг этих капель. Наиболее сильно это взаимодействие 
выражено на линии центров капель. В работе [7] нами были получены формулы 
для этих профилей полей температуры и концентрации вокруг двух одинаковых 
капель методами теории линейных операторов. Этот метод достаточно прост и 
может быть использован при решении и других задач об аэрозольных частицах 
[8–11]. Задача об испарении аэрозольных капель с учётом различных эффектов 
остаётся актуальной [12–16]. Целью настоящей работы является обобщение 
результатов работы [7] на случай двух капель с произвольными радиусами.  

 
Методы 

В задаче рассматриваются две неподвижные капли чистого вещества, 
взвешенные в бинарной газовой смеси. Первый компонент смеси образован 
молекулами вещества капель, а второй компонент состоит из молекул несущего 
газа. На капли падает монохроматическое излучение, которое нагревает их. 
Предполагается, что коэффициент теплопроводности вещества капель 
значительно больше коэффициента теплопроводности несущего газа. В этих 
условиях распределение температуры вдоль поверхности любой из двух капель 
можно считать однородным. Молекулы вещества капель могут испаряться с 
поверхностей капель или конденсироваться на них. Молекулы несущего газа не 
испытывают фазового перехода на поверхностях капель. Радиусы капель будем 
считать достаточно большими по сравнению со средней длиной свободного 
пробега молекул бинарной смеси. В этом случае при записи граничных условий 
на поверхностях капель мы можем пренебречь влиянием скачков температуры 
и концентрации на процессы испарения и конденсации. При этом мы считаем, 
что радиусы капель достаточно малы, чтобы можно было пренебречь временами 
релаксаций полей температуры и концентрации. Это позволяет нам процессы 
испарения и конденсации описывать в квазистационарном приближении. Пусть 
𝑛𝑛� и 𝑛𝑛� – численные концентрации молекул первого и второго компонентов 
бинарной смеси и 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛� + 𝑛𝑛�. Тогда относительные концентрации этих 
компонентов определяются по формулам 𝑐𝑐� = ��

�  и 𝑐𝑐� = ��
� , где 𝑐𝑐� + 𝑐𝑐� = 1. 

Будем считать, что 𝑐𝑐� ≪ 1. В этом случае определяющим механизмом переноса 
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�  и 𝑐𝑐� = ��
� , где 𝑐𝑐� + 𝑐𝑐� = 1. 

Будем считать, что 𝑐𝑐� ≪ 1. В этом случае определяющим механизмом переноса 

молекул в бинарной смеси является диффузия, т. е. процессы испарения (или 
конденсации) происходят в диффузионном режиме.  

Пусть 𝑂𝑂� и 𝑂𝑂� – центры капель, 𝑅𝑅� и 𝑅𝑅� – радиусы капель (𝑅𝑅� ≤ 𝑅𝑅�). В 
декартовой системе координат 𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� направление оси 𝑂𝑂�𝑧𝑧� совпадает с 
направлением вектора 𝑂𝑂�𝑂𝑂�����������⃗ . Декартова система координат 𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� получена 
путем параллельного переноса системы координат O𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧�. Пусть 𝑃𝑃 – точка 
плоскости, проходящей через линию центров капель, 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, 𝜑𝜑� – сферические 
координаты этой точки в системе координат с началом в точке 𝑂𝑂�, а 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, 𝜑𝜑� – 
с центром в точке 𝑂𝑂�, где 𝑟𝑟� ≥ 𝑅𝑅� и 𝑟𝑟� ≥ 𝑅𝑅�. 
 

 

Рис. 1 / Fig. 1. Сферические координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� и 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� одной и той же точки P в 
бинарной смеси в сферических системах координат с началами в точках 𝑂𝑂� и 𝑂𝑂� / 

Spherical coordinates 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� and 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� of the same point P in a binary mixture in spherical 
coordinate systems with origins at points 𝑂𝑂� and 𝑂𝑂�. 

Источник: составлено автором. 
 
Пусть 𝑇𝑇 – распределение температуры в бинарной смеси. Прямая 𝑂𝑂�𝑂𝑂� 

является осью симметрии полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, следовательно, эти поля не зависят от 
сферической координаты 𝜑𝜑. Будем считать, что на большом удалении от капель 
величины 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐� равны постоянным величинам 𝑇𝑇� и 𝑐𝑐��. Предполагается, что 
процессы испарения и конденсации происходят при малых относительных 
перепадах температуры, т. е. �������

� ≪ 1. Пусть 𝑇𝑇��� и 𝑇𝑇��� – температуры 
поверхностей первой и второй капель. Эти величины являются неизвестными 
задачи и будут найдены из граничных условий. Относительные концентрации 
молекул насыщенных паров вещества капель при температурах 𝑇𝑇��� и 𝑇𝑇��� 
обозначим символами 𝑐𝑐��(𝑇𝑇���) и 𝑐𝑐��(𝑇𝑇���). При одновременном выполнении 
условий �������

� ≪ 1 и 𝑐𝑐� ≪ 1 мы приходим к следующей граничной задаче [6]:  
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∆𝑇𝑇 𝑇 𝑇,                                                            (1) 
∆𝑐𝑐� =0 ,                                                           (2) 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇�,�, 𝑐𝑐� = 𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) на поверхности первой капли,     (3) 
𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇�,�,  𝑐𝑐� = 𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) на поверхности второй капли,     (4) 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� на большом расстоянии от капель,                    (5) 
𝑐𝑐� = 𝑐𝑐�� на большом расстоянии от капель.                   (6) 

Решения уравнений (1) – (2) ищем в виде [17]: 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) � 𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+�𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�� �(−1)�𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅�

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
,              (7) 

𝑐𝑐� = с�� + (с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) � 𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) �(−1)�𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅�

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
,        (8) 

где 𝑎𝑎�
(�), 𝑎𝑎�

(�), 𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�) – неопределённые коэффициенты, 𝑃𝑃� – полином 
Лежандра. Пусть 𝐴𝐴� = (𝑎𝑎�

(�), 𝑎𝑎�
(�), … )�, 𝐴𝐴� = (𝑎𝑎�

(�), 𝑎𝑎�
(�), … )�, 𝐵𝐵� =

(𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�), … )�, 𝐵𝐵� = (𝑏𝑏�
(�), 𝑏𝑏�

(�), … )�. Из предположения об абсолютной 
сходимости рядов в разложениях (7)–(8) на поверхностях капель следует, что эти 
четыре вектора являются элементами линейного нормированного пространства 
𝑙𝑙� [18] бесконечномерных векторов 𝑋𝑋 𝑋 (𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�, … )� с нормой ‖𝑋𝑋‖ = ∑ |𝑥𝑥�|���� . 

В разложениях (7)–(8) уже учтены условия (5)–(6). При рассмотрении 
граничного условия (3) на поверхности первой капли, слагаемые в разложениях 
(7)–(8) полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, записанные через координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, записываются через 
координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� с использованием формулы [17] 

(−1)� � �
��

���� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�) = ∑ 𝐶𝐶���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)���� ,              (9)  

справедливой вблизи первой капли, где 𝐶𝐶����  – биномиальные коэффициенты, 
𝑙𝑙 – расстояние между центрами капель. Аналогично, при рассмотрении условия 
(4) на поверхности второй капли, слагаемые в разложениях (7)–(8), записанные 
через координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃�, записываются через координаты 𝑟𝑟�, 𝜃𝜃� с 
использованием формулы [17] 

  � �
��

���� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�) = ∑ (−1)�𝐶𝐶���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)���� ,              (10)  

справедливой вблизи второй капли. Так как ���
��

���� = � �
��

���� ���
� ����

, то 
формулы (7)–(8) вблизи первой капли могут быть записаны в виде 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) � 𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 
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� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� ,       (11) 

𝑐𝑐� = 𝑐𝑐�� + (𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) � 𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) ∑ ∑ 𝑏𝑏�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �� 𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� .     (12) 

Аналогично, так как ���
��

���� = � �
��

���� ���
� ����

, то вблизи второй капли 

𝑇𝑇 𝑇 𝑇𝑇� + (𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�) �(−1)�𝑎𝑎�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+�𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇�� ∑ ∑ (−1)�𝑎𝑎�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �

�
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� ,     (13) 

𝑐𝑐� = 𝑐𝑐�� + (𝑐𝑐��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) �(−1)�𝑏𝑏�
(�) �𝑅𝑅� 

𝑟𝑟�
�

���
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)

�

���
+ 

+(с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��) ∑ ∑ (−1)�𝑏𝑏�
(�)𝐶𝐶���� ���

� ���� ���
� �

�
𝑃𝑃�(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�)�������� .    (14) 

Запишем граничные условия (3)–(4) в виде матричных уравнений 
относительно четырёх неизвестных векторов 𝐴𝐴�, 𝐴𝐴�, 𝐵𝐵�, 𝐵𝐵�. Для этого введём 
матрицы 𝐶𝐶� и 𝐶𝐶� с бесконечным числом строк и столбцов, элементы которых с 
индексами 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 и 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 определяются по формулам: 

  (𝐶𝐶�)�� = 𝐶𝐶�����
��� ���

� ���� ���
� ��

,                                          (15) 

  (𝐶𝐶�)�� = 𝐶𝐶�����
��� ���

� ���� ���
� ��

.                                         (16) 
Можно доказать, что эти матрицы принадлежат линейному нормированному 

пространству 𝑀𝑀 матриц C c бесконечным числом строк и столбцов с нормой 
‖𝐶𝐶‖ = sup

�
∑ |𝑐𝑐��|���� . При этом, если 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋� и 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, то матричный оператор, 

определённый по формуле 𝑌𝑌 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌 , где 𝐶𝐶𝐶𝐶 – произведение матрицы 𝐶𝐶 на вектор 
𝑋𝑋, действует из 𝑙𝑙� в 𝑙𝑙�. В дальнейшем для матрицы и порождённого ею 
матричного оператора будем использовать одно и то же обозначение. Можно 
показать, что норма матричного оператора 𝐶𝐶, согласованная с нормой вектора 
𝑋𝑋, равна ‖𝐶𝐶‖ = sup

�
∑ |𝑐𝑐��|���� . После подстановки разложений (11)–(14) в 

граничные условия (3)–(4) и изменения порядка суммирования в двойных 
суммах, приравнивание коэффициентов при одинаковых многочленах 
Лежандра в правых и левых частях условий (3)–(4) приводит к следующим 
уравнениям, записанным в матричной форме: 

𝐴𝐴� + ��,����
��,����

𝐶𝐶�𝐴𝐴� = 𝐸𝐸�,   𝐵𝐵� + с��(��,�)����
с��(��,�)����

𝐶𝐶�𝐵𝐵� = 𝐸𝐸�, 

𝐴𝐴� + ��,����
��,����

𝐶𝐶�𝐴𝐴� = 𝐸𝐸�,   𝐵𝐵� + с��(��,�)����
с��(��,�)����

𝐶𝐶�𝐵𝐵� = 𝐸𝐸�, 

где 𝐸𝐸� = (1,0,0, … )� ∈ 𝑙𝑙�. Решение этой системы простым методом подстановки 
приводит к следующему ответу: 

𝐴𝐴� = (𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸 �𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − ��,����
��,����

(𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸 �𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�,                  (17) 
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𝐴𝐴� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − ��,����
��,����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�,                  (18) 

𝐵𝐵� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − с��(��,�)����
с��(��,�)����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�,           (19) 

𝐵𝐵� = (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − с��(��,�)����
с��(��,�)����

(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�,           (20) 

где 𝐸𝐸 – единичная матрица с бесконечным числом строк и столбцов. В нашей 
задаче предполагается, что капли не касаются друг друга, т. е. 𝑅𝑅� + 𝑅𝑅� < 𝑙𝑙. В этом 
случае простыми приёмами нахождения сумм числовых рядов можно доказать, 
что ‖𝐶𝐶�‖ < 1, ‖𝐶𝐶�‖ < 1. Ясно, что 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸, ‖𝐸𝐸‖ = 1, 𝐶𝐶�𝐶𝐶�𝜖𝜖𝜖𝜖, ‖𝐶𝐶�𝐶𝐶�‖ ≤ ‖𝐶𝐶�‖ ∙
‖𝐶𝐶�‖ < 1, 𝐶𝐶�𝐶𝐶�𝜖𝜖𝜖𝜖, ‖𝐶𝐶�𝐶𝐶�‖ ≤ ‖𝐶𝐶�‖ ∙ ‖𝐶𝐶�‖ < 1. Следовательно, (𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝜖𝜖𝜖𝜖, 
(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝜖𝜖𝜖𝜖 [18]. Таким образом, 𝐴𝐴�𝜖𝜖𝜖𝜖�, 𝐴𝐴�𝜖𝜖𝜖𝜖�, 𝐵𝐵�𝜖𝜖𝜖𝜖�, 𝐵𝐵�𝜖𝜖𝜖𝜖�.   

Для перехода от векторных величин к скалярным величинам введём линейное 
нормированное пространство ограниченных последовательностей 𝑚𝑚 [18]. Если 
𝑉𝑉 𝑉𝑉 𝑉𝑉�, 𝑣𝑣�, … )𝜖𝜖𝜖𝜖, то ‖𝑉𝑉‖ = sup

�
|𝑣𝑣�|. Если фиксированную последовательность 

𝑉𝑉 𝑉 𝑉𝑉 рассматривать как матрицу, состоящую из одной строки с бесконечным 
числом элементов, то по формуле 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  �, а 𝑉𝑉𝑉𝑉 – произведение 
матриц, можно определить матричный оператор (в данном случае это будет 
функционал), действующий из 𝑙𝑙� в (−∞, +∞). Этот функционал будем 
обозначать тоже буквой 𝑉𝑉. Его норма, согласованная с нормой вектора 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  �, 
совпадает с числом ‖𝑉𝑉‖ = sup

�
|𝑣𝑣�|. 

Определим в точке P бинарной смеси вектор-строку 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃𝑃𝑃
(𝑣𝑣�

(�), 𝑣𝑣�
(�), … )𝜖𝜖𝜖𝜖, где 

 𝑣𝑣�
(�) = ���

��
�� 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�).                                           (21) 

Аналогично определяется вектор-строка 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  �
(�), 𝑣𝑣�

(�), … )𝜖𝜖𝜖𝜖, где  

𝑣𝑣�
(�) = (−1)��� ���

��
�� 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�).                                (22) 

Из формул (11)–(14) и (17)–(20) получим следующие формулы для полей 𝑇𝑇 и 
𝑐𝑐�: 

𝑇𝑇(𝑃𝑃) = 𝑇𝑇� + 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − 
−(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�]+ 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − 

−(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�)𝐸𝐸�],         (23) 
𝑐𝑐�(𝑃𝑃) = 𝑐𝑐�� + 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(с1𝑠𝑠(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠) − 𝑐𝑐1∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐸𝐸� − 

−(с1𝑠𝑠(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠) − 𝑐𝑐1∞)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸�𝐶𝐶�)��𝐶𝐶�𝐸𝐸�]+ 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃)[(с1𝑠𝑠(𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠) − 
−𝑐𝑐��)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸2𝐶𝐶1)−1𝐸𝐸1 − (с��(𝑇𝑇�,�) − 𝑐𝑐��)(𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸2𝐶𝐶1)−1𝐶𝐶2)𝐸𝐸1].      (24) 

Путём предельного перехода при 𝑙𝑙 𝑙 𝑙 из формул (23)–(24) можно получить 
формулы для одиночной капли. При 𝑅𝑅� = 𝑅𝑅� мы получим формулы, 
приведённые в работе [7] для случая двух одинаковых капель. 

 
Поиск неизвестных температур 𝑻𝑻𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 и 𝑻𝑻𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 поверхностей капель 

Пусть 𝐻𝐻�,� и 𝐻𝐻�,� – тепло, выделяющееся в единицу времени в объёме первой 
и второй капель соответственно. Эти величины равны суммарной мощности 
тепловых источников, которые возникают вследствие поглощения каплями 
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монохроматического излучения. Величины 𝐻𝐻�,� и 𝐻𝐻�,�  могут быть найдены по 
формулам [6]   

𝐻𝐻�,� = 𝜋𝜋𝜋𝜋��𝐼𝐼𝐼𝐼�,�,                                                     (25) 
𝐻𝐻�,� = 𝜋𝜋𝜋𝜋��𝐼𝐼𝐼𝐼�,�,                                                     (26) 

где 𝐼𝐼 – интенсивность излучения, а 𝐾𝐾�,� и 𝐾𝐾�,� – факторы поглощения первой и 
второй капель. Пусть 𝐻𝐻� и 𝑄𝑄�,� – потоки тепла и первого компонента газовой 
смеси через поверхность первой капли. Аналогичные потоки через поверхность 
второй капли обозначим через 𝐻𝐻� и 𝑄𝑄�,�. Тогда 

𝐻𝐻�,� = 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑄𝑄�,� + 𝐻𝐻�,                                          (27) 
𝐻𝐻�,� = 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑄𝑄�,� + 𝐻𝐻�,                                          (28) 

где 𝐿𝐿� и 𝑚𝑚� – удельная теплота фазового перехода и масса молекул первого 
компонента бинарной смеси. На основе разложений (23)-(24) полей 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐�, 
величины 𝐻𝐻�, 𝐻𝐻�, 𝑄𝑄�,� и 𝑄𝑄�,� могут быть найдены путем простых вычислений 
соответствующих поверхностных интегралов. С учётом условия �����

��
� ≪ 1, из 

уравнений (27)–(28) могут быть выведены следующие уравнения относительно 
неизвестных температур 𝑇𝑇�,� и 𝑇𝑇�,� поверхностей капель. Для нахождения 
температуры 𝑇𝑇�,� получим уравнение 

𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇� + 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑛𝑛𝑛𝑛��
𝜅𝜅�

�����𝑇𝑇�,�� − 𝑐𝑐��� = 

= (�����,� ���⁄ )���(������)�����(�����,� ���⁄ )���(������)������
[���(������)����]∙[���(������)����]�[���(������)������]∙[���(������)������].      (29) 

Температуру 𝑇𝑇�,� можно найти из уравнения 

𝑇𝑇�,� − 𝑇𝑇� + 𝐿𝐿�𝑚𝑚�𝑛𝑛𝑛𝑛��
𝜅𝜅�

�����𝑇𝑇�,�� − 𝑐𝑐��� = 

= ������,� ���⁄ ����(������)�����(�����,� ���⁄ )���(������)������
[���(������)����]∙[���(������)����]�[���(������)������]∙[���(������)������],     (30) 

где 𝐷𝐷�� – коэффициент взаимной диффузии компонентов бинарной смеси, 𝜅𝜅� – 
коэффициент теплопроводности несущего газа, 𝐸𝐸�� = (1,0,0, … ) ∈ 𝑚𝑚. В случае 
капель воды величины 𝐾𝐾�,� и 𝐾𝐾�,� могут быть найдены по формулам [6] 

𝐾𝐾�,� = exp �−0,2 ��𝑛𝑛�
� + 𝑚𝑚�

� − 1�� ∙ [1 − exp �−8𝜋𝜋𝜋𝜋�
��
 � �],      (31) 

𝐾𝐾�,� = exp �−0,2 ��𝑛𝑛�
� + 𝑚𝑚�

� − 1�� ∙ [1 − exp �−8𝜋𝜋𝜋𝜋�
��
 � �],      (32) 

где 𝑛𝑛 �, 𝑚𝑚 � – действительная и мнимая части показателя преломления воды для 
длины волны 𝜆𝜆. Путём предельного перехода при 𝑙𝑙 𝑙 𝑙 из формулы (29) можно 
получить уравнение для одиночной капли. 

 
Расчёт профилей полей температуры и концентрации 

Так как наиболее сильное взаимодействие капель проявляется на линии их 
центров, то рассмотрим поля 𝑇𝑇 и 𝑐𝑐� на этой линии. Так мы получим профили 
температуры и концентрации. В этом случае координаты 𝜃𝜃� и 𝜃𝜃�, в зависимости 
от положения точки 𝑃𝑃 на линии центров, принимают только два значения 0 и 𝜋𝜋, 
а координаты 𝑟𝑟� и 𝑟𝑟� легко выражаются через координату 𝑧𝑧� системы координат 
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𝑂𝑂�𝑥𝑥�𝑦𝑦�𝑧𝑧� (см. рис. 1). Так как 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 1, 𝑃𝑃���(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = (−1)���, то 
формулы (21)–(22) приобретают вид: 

𝑣𝑣�
(�) = �

− ���
��

�� при 𝑧𝑧� ∈ (−∞, −𝑅𝑅�],                       

���
��

��  при 𝑧𝑧� ∈ [𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 �] ∪ [𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙�, +∞).
               (33) 

𝑣𝑣�
(�) = �

( ��
����

)� при 𝑧𝑧� ∈ (−∞, −𝑅𝑅�] ∪ [𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 �],

− � ��
����

��  при 𝑧𝑧� ∈ [𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙�, +∞).             
                 (34) 

Расчёты были проведены для капель воды в атмосфере [19] (при значении 
давления 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Па). Пусть, для определённости, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, 𝑎𝑎� =
2,5 мкм, 𝑎𝑎� = 5 мкм, λ=10,6 мкм, 𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼  вт

см�. Тогда [20] 𝑛𝑛 � = 1,1750 и 𝑚𝑚 � =
0,0802. Все расчёты можно выполнить в Excel с большой точностью, используя 
в расчётах урезанные матрицы. Для достижения высокой точности в матрицах 
нами были оставлены первые 52 строки и 52 столбца, а у вектор-строк 𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃𝑃, 
𝑉𝑉(�)(𝑃𝑃𝑃 были оставлены первые 52 элемента. Уравнения (29)–(30) при известном 
значении  𝑙𝑙𝑙 легко решить в Excel относительно температур 𝑇𝑇�,� и 𝑇𝑇�,� 
поверхностей капель. На рисунках 2–4 приведены профили полей температуры 
и концентрации для трёх значений расстояния 𝑙𝑙 между центрами капель: 𝑙𝑙 𝑙
24𝑅𝑅�, 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 �, 𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙� (по горизонтальной оси отложена величина 𝑧𝑧� 𝑅𝑅�⁄ , где 
𝑧𝑧� – координата точки 𝑃𝑃 на оси 𝑂𝑂�𝑧𝑧�). Результаты расчётов близки к 
соответствующим значениям, полученным в работе [6] с использованием 
биполярной системы координат.  

 
Заключение 

При 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 � на рис. 2 видно слабое влияние большей капли на процесс 
испарения меньшей капли (профили вблизи меньшей капли рассматриваемой 
пары капель незначительно отличаются от профилей вокруг одиночной 
меньшей капли). При 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 � на рис. 3 мы видим, что сближение капель 
приводит к повышению температуры поверхности меньшей капли, повышается 
и концентрация 𝑐𝑐� на её поверхности. Это происходит из-за затруднения отвода 
тепла и испаряющейся воды от поверхности меньшей капли. Этот эффект ещё 
сильнее заметен на рис. 4 при 𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙�. Сближение двух капель может привести 
к существенному увеличению времени испарения меньшей капли. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Па, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙� / Temperature and 
concentration profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 𝑎

5 𝜇𝜇𝜇  in air, heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝜇𝜇𝜇 and an intensity 𝐼𝐼 𝐼
1000 𝑤𝑤 𝑤𝑤𝑤�⁄  at 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Pa, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, and 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙�. 

Источник: составлено автором. 
 

 

Рис. 3 / Fig. 3. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Па, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 � / Temperature and 
concentration profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 𝑎

5 𝜇𝜇𝜇  in air, heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝜇𝜇𝜇 and an intensity 𝐼𝐼 𝐼
1000 𝑤𝑤 𝑤𝑤𝑤�⁄  at 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Pa, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, and 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 �. 

Источник: составлено автором. 
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Рис. 4 / Fig. 4. Профили полей температуры и концентрации в воздухе вокруг двух 
испаряющихся капель воды с радиусами 𝑎𝑎� = 2,5 мкм и 𝑎𝑎� = 5 мкм, нагреваемых 

излучением с длиной волны λ=10,6 мкм и с интенсивностью 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼 вт
см� при 

значениях 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝Па, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, 𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙� / Temperature and concentration 
profiles around two evaporating water droplets of radii 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 and 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  in air, 

heated by radiation with a wavelength λ=10,6 𝜇𝜇𝜇 and an intensity 𝐼𝐼 𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼�⁄  at 𝑝𝑝 𝑝
101325 Pa, 𝑇𝑇� = 20°С, 𝑐𝑐�� = 0, and 𝑙𝑙 𝑙 𝑙𝑙𝑙�. 

Источник: составлено автором 
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