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Аннотация 
Цель: продемонстрировать методику вывода уравнения Навье – Стокса с учётом неодно-
родностей любого порядка по оператору Лапласа с помощью кинетического уравнения 
Больцмана. 
Процедура и методы. Метод решения базируется на теории неравновесных явлений и ос-
нован на принципе роста энтропии. 
Результаты. После проведённых вычислений найдены дополнительные неоднородные 
слагаемые к правой части уравнения Навье – Стокса по оператору Лапласа. 
Теоретическая и практическая значимость. Спрогнозирован новый тип фундаментальных 
решений для стационарного уравнения параболического типа, имеющего существенное 
прикладное значение при решении ряда задач математической физики. 
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Abstract  
Aim. We demonstrate a method for deriving the Navier–Stokes equation taking into account 
inhomogeneities of any order according to the Laplace operator using the Boltzmann kinetic 
equation  
Methodology. The solution method is based on the theory of nonequilibrium phenomena and on 
the principle of entropy growth  
Results. After the calculations, additional heterogeneous terms are found to the right side of the 
Navier–Stokes equation according to the Laplace operator 
Research implications. A new type of fundamental solutions for a stationary equation of para-
bolic type is predicted, which has a significant applied value in solving a number of problems of 
mathematical physics.  
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Введение 
Согласно общим принципам классической гидродинамики (см. [1–12]) при 

решении прикладных и чисто теоретических задач принципиальное значение 
имеет физическая постановка конкретной задачи, на решение которой нацелена 
соответствующая методика вычислений. Например, при решении задачи о вы-
числении силы сопротивления, которую решал Стокс, необходимым условием 
было условие «залипания» потока жидкости к поверхности шара. В этом случае 
основной областью решения был пограничный к поверхности слой жидкости, 
для которого реализовалось условие малости числа Рейнольдса, позволяющее 
свести стационарное нелинейное уравнение Навье – Стокса к линейному, что 
сильно упрощало задачу.  

В нашей работе речь будет идти о выводе уравнения Навье – Стокса с учётом 
высших неоднородностей в его правой части по оператору Лапласа. Это оказы-
вается возможным сделать с помощью кинетического уравнения Больцмана, 
многократно применявшегося при решении подобного рода задач многими ав-

торами. Малым параметром при этом будет служить число Кнудсена 
2
lK
R

= , где 

l −  длина свободного пробега молекул, R−  радиус шара. 
Важность этого шага диктуется прежде всего возможностью использовать по-

лученное обобщённое уравнение Навье – Стокса к наночастицам, размер кото-
рых принадлежит диапазону 5 710 10 см− −− .. 

Стоит также обратить внимание и на следующий весьма важный момент. При 
решении поставленной задачи о вычислении силы сопротивления в постановке 
Стокса речь идёт о малом приграничном слое шириной δ , отсчитываемом в ра-
диальном направлении от поверхности шара. Именно в этой области δ  число 

Рейнольдса Re uδ=
ν

 представляет собой малую величину, что и позволяет пре-

небречь нелинейным слагаемым νΔv  по сравнению со слагаемым νΔv . Это 
означает, что стационарное уравнение Навье – Стокса упрощается и приводится 
к виду P∇ = ηΔv , которое и решал Стокс. Те же рассуждения справедливы и при 
решении нашей задачи.  

В силу малости скорости потока v  можно также в качестве граничного усло-
вия использовать условие «залипания» касательной и нормальной составляю-
щих скорости потока на поверхности шара, то есть v 0, v 0nτ Σ Σ

= = . Эти гранич-
ные условия сильно отличаются от граничного условия при потенциальном об-
текании, для которого справедливо равенство нулю только нормальной компо-
ненты скорости, то есть v 0n Σ

= .  
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В рамках решаемой ниже задачи роль итерационного параметра будет играть 

число Кнудсена lK
L

= , где L −  линейный размер тела, которое часто представ-

ляется через число Рейнольдса и число Маха 
s

uM
c

= , где sc −  скорость звука. 

Действительно, если представить число Рейнольдса в виде uLR =
ν

, то имеем:  

3 1 3Re 3
v v v

s s

T s T T

uL u c c M
l c K K

= = = .  (1)   

Если исходить из формального определения скорости звука (см. [1]), а именно:  

s

S

Pc  ∂=  ∂ρ 
,    (2) 

где P −  давление, ρ −  плотность, S −  энтропия, в переменных ,V T  её можно 
записать как  

2

s
V V T

T P V Pc
C T V

∂ ∂   = −   ρ ∂ ρ ∂   
.   (3) 

В случае использования уравнения состояния идеального газа PV NT= , отсюда 
следует, что   

P
s

V

C Tc
C m

= ,     (4) 

где m−  масса молекулы, VC −  изохорическая, а PC −  изобарическая теплоёмко-

сти. Так как средняя тепловая скорость молекулы 3vT
T

m
= , из (1) имеем 

3
Re

P

V

M CK
C

= .    (5) 

В задаче, о которой идёт речь ниже, мы рассматриваем пограничный слой δ , 
где число Рейнольдса мало Re 1 , как и число Маха 1M  . Это означает, что 
согласно (5) число Кнудсена может быть любым, как малым, так и большим. 

Заметим также, что формула (5) может быть отнесена и к жидкостям, хотя при 
её строгом получении и было использовано уравнение состояния идеального 
газа. Это объясняется тем, что в формуле (3) присутствуют частные производные 
от непрерывных функций, которые не подвержены резкому изменению. Дей-

ствительно, например, 0

0
~P P P P P

T T T T T
∂ Δ −≈ =
∂ Δ −

, аналогично и P
V

∂
∂

. В результате по 

порядку величины приходим к той же формуле (5).   
Для ответа на сформулированную проблему мы воспользуемся методом кине-

тического уравнения Больцмана [13; 14].  
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Уравнение Навье-Стокса с бигармоническим оператором 
Запишем уравнение Больцмана в виде (см. [13]): 

( )f f L f
t

∂ + ⋅∇ =
∂

v ,     (6) 

где ( ), ,f f t= −p r  функция распределения, −v  скорость молекул, а ( )L f −  ин-
теграл столкновений.  

Будем искать решение в виде ряда  
0 1 2 ...f f f f= + + +  ,    (7) 

где 
( )

0
1 p

Tf e
Z

ε −
−

=
pV

,                                                 (8) 

а нормировочный множитель  
( )p
TZ fd e d

ε
−

= Γ = Γ  ,                                       (9) 
3d d pdVΓ = −  фазовый объём. 

Функция  
0 0

f f
=

= V ,      

( )
2

2
pp
m

ε = −  кинетическая энергия частицы, m−  её масса.  

Вектор ( ),t=V V r  характеризует скорость гидродинамического потока.   
Запишем правую часть уравнения в приближении времен релаксации, то есть 

как: 

( ) 0 1 2 ...
p

f f fL f + + +≈ −
τ

,                                     (10) 

где pτ −  время между столкновениями молекул.  
Поскольку полная энергия потока жидкости имеет вид  

( )
21 V

2
mE p fd

Z
 = ε + Γ   , 

то её производная по времени будет   

( )1 mE p fd fd
Z Z

= ε Γ + Γ VV  .                                    (11) 

Диссипативная функция  
Q TS=  ,                                                         (12) 

где S −  энтропия.  
Согласно [15] энтропия неравновесного классического газа может быть запи-

сана в виде  
1 ln fS f d
Z e

 = − Γ 
  .                                              (13) 

Подставляя определение (13) в (12), получаем  
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lnTQ f fd
Z

= − Γ  .                                                (14) 

Вычитая (14) из соотношения (11), находим 

( )1 ln 0mp T f fd fd
Z Z

 ε + Γ + Γ =  VV  .                                  (15) 

Поэтому с учётом (10) имеем  

( ) ( ) ( )0 1 2
0 1 2

...1 ln ... 0
p

f f f mp T f f f d fd
Z Z

+ + +
 ε + + + + Γ + Γ =  τ VV .           (16) 

Согласно работе [16] рекуррентную формулу для определения поправки n-ого 
порядка к квазиравновесной функции распределения можно представить в виде   

( ) 01
n

n n
n pf f

t
∂ = − τ + ⋅∇ ∂ 

v .                                       (17) 

Поскольку   

( ) ( ) 1

1
ln 1 1

kk

k k

∞
+

=

λ+ λ = − ,                                           (18) 

то с точностью до 2n =  в формуле (17) имеем: 
( )1 0 0pf f f= −τ + ⋅∇v ,                                        (19) 

( )( )22
2 0 0 02pf f f f= τ + ⋅∇ + ⋅∇v v  ,                            (20) 

где точки означают частные производные по времени.  
Согласно (8) имеем   

( ) ( )
0

1 1 1 1
p p

T Tf e e f
Z Z T T

ε − ε
− − ⋅ ⋅   = ≈ + = +   

   

pV p V p V .                       (21) 

Поэтому  

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1

.

p

p

f f
T T

f
T T T

 ⋅τ
= ⋅ + ⋅∇ ⋅ + =  

 
 ⋅ ⋅τ  = ⋅ + ⋅∇ ⋅ + + ⋅∇ ⋅
 
 

p V
p V v p V

p V p V
p V v p V v p V




                        (22) 

Аналогично  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

22
2

0

2
2 v vp

i k
i k

f
f T T x x

 + ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅τ  = − ⋅ − ⋅∇ ⋅ −
 ∂ ∂
 

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

 


.(23) 
И, значит,  



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2023 / № 1

22

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
22

2

2

2
2 v v

2 v v .

p
i k

i k

i k
i k

f f
T T x x

x x T


+ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅τ ≈ − ⋅ − ⋅∇ ⋅ − − ∂ ∂


 ∂ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅∇ ⋅ +   ∂ ∂  

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

p V p V
p V v p V

 
 

 

    

(24) 
Тогда уравнение (15) можно записать как  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2

2

2

1

2
2 v v

2 v v 0.

p

p i k
i k

i k
i k

f
Z T T T

T x x

md fd
x x T Z




⋅ ⋅⋅τ  ⋅ + ⋅∇ ⋅ + + ⋅∇ ⋅ +





+ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∂ ⋅+τ − ⋅ − ⋅∇ ⋅ − − ∂ ∂


  ∂ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅∇ ⋅ + Γ + Γ =   ∂ ∂   





p V p Vp V
p V v p V v p V

pV v p V p V v p V p V
p V v p V

p V p V
p V v p V VV




 
 

 

   

(25) 
Возводя в квадрат выражение в фигурных скобках (25) и оставляя только 

квадратичные по импульсу слагаемые, имеем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2222 22 2

2 2
2

1 4 v v

2 v v 4 2 v v 0.

p
p i k

p i k

p i k p p i k
i k i k

f m
Z T x x

d
x x x x


   ∂ ⋅τ   + ⋅ + ⋅∇ ⋅ + τ ⋅ + ⋅∇ ⋅ + −   τ ∂ ∂    



  ∂ ⋅ ∂ ⋅ − τ ⋅ ⋅ + − τ ⋅∇ ⋅ ⋅∇ ⋅ + τ ⋅ Γ =    ∂ ∂ ∂ ∂    




p VVV p V v p V p V v p V

p V p V
p V p V v p V v p V p V

   

   

    

(26) 
Усредняя это выражение по направлениям импульсов молекул, находим 
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( ) ( )

( ) ( )

22 42 2

2

22 4 42

2 2

4

2

1 V V V
3 15

4 2V V V 2
15 15

4 V V
15

p i i k
p

p k k i

p pi i k

k k i

p i i

k k

f p pmT div
Z T m x x x

p pdiv graddiv
m x x x m

p div div
m x x




 τ ∂ ∂ ∂  + − τ + + + +   τ ∂ ∂ ∂    


  τ τ∂ ∂ ∂
 + + + − ⋅Δ + ⋅ − ∂ ∂ ∂   

τ ∂ ∂− + +
∂ ∂


VV V V V

V V V V V

V V

  

    

 ( )

( ) ( )

2 4

2

2 6 2 2 2 22 2 2
4

2V V 2
15

4 V V 1 1 0,
105 2 4

pi k

k i

p n k

i k i n i k i k

p graddiv
x x m

p graddiv graddiv p dpd
m x x x x x x x x

  τ∂ ∂ + ⋅Δ + ⋅ + ∂ ∂ 


τ ∂ ∂ ∂ ∂  + Δ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + Δ Ω = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  


V V V V

V VV V V V

  
     

 (27) 
где d dxdydzΩ = .  

После ряда преобразований, использующих теорему Гаусса, получаем: 

( )( ) ( )

( ) ( )

2 4
42

2

4 2 4 2 6
2

2 2 4

2

1 2 2
3 15

2 2 4 12 2
15 5 35 4

0.

p
p p

p

p p p

f p pmT graddiv
Z T m

p p pgraddiv graddiv graddiv
m m m

p dpd


τ ⋅ + − + τ + τ − Δ + + τ




τ τ τ   + Δ + + Δ + + Δ + Δ  
  


Ω =


VV V V V V V

V V V V V V

  

     

Полагая, наконец, выражение в фигурных скобках равным нулю, будем иметь 
( )( ) ( )

( ) ( )

2 4
42

3

2 4 3 4 3 6
2

3 3 5

2 2
3 15

2 2 4 12 2 0,
15 5 35 4

p p
p p

p p p

p p graddiv
mT m T
p p pgraddiv graddiv graddiv

m T m T m T

τ τ
+ − + τ + τ − Δ + +

τ τ τ  + Δ + + Δ + + Δ + Δ = 
 

V V V V V V

V V V V V V

  

   
 

(28) 
Где черта сверху означает усреднение по импульсам молекул.  
Считая жидкость несжимаемой и полагая 0div =V , в пренебрежении выс-

шими производными по времени, находим  
2 2

2= νΔ − ν τ ΔV V V ,                                                      (29) 
где вязкость ν  и время «релаксации» 2τ  определены как  

2

2

4
6 2

3 3
0 0

3 6
2 3 8 22 5 5

0 0

1 ,
15 15

1 ,
35 35

p
p mTp

p
p mTp

p p e dp
m T m TZ

p p e dp
m T m TZ

∞
−

∞
−

τ
ν = = τ

τ
ν τ = = τ




                            (30) 

где множитель  
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2

2 20
0

p
mTZ p e dp

∞
−

=  .                                                    (31) 

Добавив в уравнение (29) член с градиентом давления, окончательно имеем  

( ) 2 2
2

P
t

∂ ∇+ ⋅∇ = − + νΔ − ν τ Δ
∂ ρ
V V V V V .                              (32) 

Уравнение (32) является целью настоящего сообщения. При решении задачи 
Стокса о вычислении силы сопротивления в случае наночастиц, последнее сла-
гаемое в уравнении (32) играет важную роль. Его учёт позволяет вычислить силу 
сопротивления в виде ряда по числу Кнудсена и приводит к весьма существен-
ной поправке. Здесь надо заметить, что при вычислении силы сопротивления 
должен быть учтён эффект «залипания» скорости потока к границе шара, что ав-
томатически приводит к равенству нулю её касательной и нормальной составля-
ющих, в отличие от потенциального потока, когда равна нулю только нормаль-
ная составляющая скорости [16]. 

 
Заключение 

1. Предложен алгоритм вычисления неоднородных поправок к правой части 
уравнения Навье – Стокса; 

2. Приведено обобщённое уравнение Навье – Стокса с учетом бигармониче-
ского слагаемого.  

 
Статья поступила в редакцию 19.01.2023 г. 
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