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Аннотация 
Целью работы является построение эффективного в практическом применении решения 
задачи о распространении ультразвуковых волн в порах прямоугольного сечения, запол-
ненных разреженным газом.  
Процедура и методы. Решение нестационарных двумерных уравнений газовой динамики 
в приближении ползущих течений строится в виде бесконечных рядов по собственным 
функциям, в которых нулевые члены разложений – заранее определённые функции. 
Число Кнудсена, определяемое как отношение длины свободного пробега в газе к харак-
терному поперечному размеру поры, предполагается меньше либо порядка 1. Поэтому на 
внутренних поверхностях пор используются граничные условия, учитывающие эффекты 
скольжения и скачок температуры.  
Результаты. Представлено модифицированное решение задачи о распространении уль-
тразвуковых волн в порах прямоугольного сечения, заполненных разреженным газом. В 
отличие от ранее опубликованных результатов решение представлено быстро сходящи-
мися рядами по собственным функциям. Проверка численными методами показала, что 
достаточно взять два члена разложений, чтобы обеспечить относительную точность рас-
чётов, не превышающую 1%. Получены приближенные соотношения для собственных 
значений и коэффициентов двухчленных разложений, удобные для компьютерных вы-
числений. Также получено несколько математических результатов общего характера. 
Теоретическая и/или практическая значимость. Результаты работы могут быть использо-
ваны для инженерных оценок акустических характеристик пористых материалов, эксплу-
атируемых при низких давлениях, а так же представляют основу для дальнейших теоре-
тических исследований акустических свойств пористых материалов.  
Ключевые слова: пора, длина свободного пробега, течение со скольжением, монохрома-
тическая волна, частота, собственная функция, собственное значение, динамическая 
плотность, динамическая сжимаемость, характеристический импеданс 
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IN RECTANGULAR PORES FILLED WITH A RAREFIED GAS 
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Abstract 
Aim. The aim of the paper is to construct an effective solution in practical application to the 
problem of ultrasonic wave propagation in rectangular-section pores filled with a rarefied gas.  
Methodology. The solution to unsteady two-dimensional gas dynamics equations in the creeping 
flow approach is constructed in the form of infinite series of eigenfunctions, in which zero terms 
of expansions are predefined functions. The Knudsen number, defined as the ratio of the free 
path length in a gas to the characteristic transverse pore size, is assumed to be less than or on 
the order of unity. Therefore, boundary conditions taking into account the effects of sliding and 
temperature jump on the inner surfaces of the pores are used. 
Results. A modified solution to the problem of ultrasonic wave propagation in rectangular-sec-
tion pores filled with a rarefied gas is presented. In contrast to the previously published results, 
the solution is represented by rapidly converging series of eigenfunctions. Verification by nu-
merical methods shows that only two terms of expansions are needed to ensure a relative ac-
curacy of calculations not exceeding 1%. Approximate relations for eigenvalues and coefficients 
of two-term expansions convenient for computer calculations are obtained. Several general 
mathematical results are also presented. 
Research implications. The results of the work can be used for engineering assessments of the 
acoustic characteristics of porous materials operated at low pressures, as well as provide a 
basis for further theoretical studies of the acoustic properties of porous materials.  
Keywords: pore, mean free pass, slip-flow, monochromatic wave, frequency, eigenfunction, ei-
genvalue, dynamic density, dynamic compressibility, characteristic impedance  

 
Введение 

Задачам экспериментального и теоретического определения акустических 
свойств пористых материалов и сред в связи с их огромным практическим зна-
чением в современной акустике уделяется большое внимание (см., например, об-
зор [1]). На рубеже XX–XXI веков сначала теоретическим путём [2; 3], а затем и 
экспериментальными методами [4, p. 481] было показано, что пористое покры-
тие определённой микроструктуры может существенно увеличить протяжён-
ность ламинарного обтекания аэродинамических поверхностей в высокоско-
ростных потоках воздуха. По условиям практического применения такие покры-
тия должны оставаться работоспособными при низких давлениях в окружаю-
щей среде, когда характерные поперечные размеры пор должны хотя бы в пре-
делах одного порядка превышать длину свободного пробега молекул газовой 
фазы. Последнее означает, что в соответствующих теоретических моделях 
должны учитываться корпускулярные свойства газа, заполняющего поры. Реше-
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ния о распространении ультразвуковых волн в порах простых геометрий, учи-
тывающие это требование, были построены в работе [5]. В них, в частности, 
обобщались результаты работ [6; 7; 8], полученные ранее в приближении сплош-
ной среды. 

Для указанных выше условий газ может рассматриваться как сплошная среда 
за исключением тонких слоёв Кнудсена на твёрдых поверхностях. Число 
Кнудсена для таких режимов мало, но конечно. Для пор треугольного и прямо-
угольного сечений решения в [5, p. 3402] были представлены рядами по соб-
ственным функциям. Однако на практике было обнаружено, что в случае пор 
прямоугольного сечения такие ряды сходятся очень медленно. Чтобы достичь 
требуемой точности, необходимо численно решать системы, состоящие из сотен 
линейных алгебраических и трансцендентных уравнений. В данной статье пред-
ложена новая форма решения задачи. В ней решение представлено бесконеч-
ными, но быстро сходящимися рядами и требует существенно меньших компь-
ютерных ресурсов. Кроме того, получены приближенные аналитические выра-
жения для наиболее важных собственных значений и коэффициентов разложе-
ний, что при практическом использовании требует минимальных усилий. 

Статья состоит из введения, четырёх разделов и заключения. В первом разделе 
кратко изложена постановка задачи, во втором – описывается способ представ-
ления решения быстро сходящимися рядами. В третьем разделе показано, как 
использовать такие ряды для расчёта акустических характеристик пор прямо-
угольного сечения. В четвёртом приведены результаты численного тестирова-
ния приближенных соотношений. В заключении представлено краткое резюме 
результатов работы. 

 
I. Постановка задачи и предыдущее решение 

В указанной выше работе [5] была рассмотрена следующая задача. Монохро-
матическая акустическая волна круговой частоты ω  распространяется внутри 
бесконечной однородной поры, заполненной газом низкой плотности. Число 
Кнудсена, определяемое как отношение длины свободного пробега молекул газа 
λ к характерному поперечному размеру поры pL  ( )Kn pL= λ , предполагается 
малым, но конечным. Длина свободного пробега при этом определяется с помо-
щью известного в кинетической теории разреженного газа приближенного со-
отношения для модели твёрдых шаров 𝜆𝜆=2𝜂𝜂(𝜌𝜌0𝑐𝑐), где η  – динамическая вяз-
кость, 08 gc R T= π  – средняя молекулярная скорость, gR  – удельная газовая 
постоянная, 0ρ  и 0T  – плотность и равновесная температура газа, соответ-
ственно. 
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Рис. 1 / Fig. 1. Геометрия поперечного сечения поры: a – полуширина, b – полувысота 
прямоугольника / Geometry of the pore cross section: (a) half-width and (b) half-height of 

the rectangle. 
Источник: подготовлено автором 

 
Для поры прямоугольного поперечного сечения (рис. 1) точное решение [5] 

можно представить для удобства в несимметричной по переменным x и y форме 
как: 
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где ( , , )u x y z  и ( , , )T x y z  – комплексные амплитуды колебательной скорости и 
пульсаций температуры в выражениях ( )( , , , ) ( , , )expu x y z t u x y z i t= ω  и 

( )( , , , ) ( , , )expT x y z t T x y z i t′ = ω ; ( )2

( 1) ch( )( , , , ) 1 cos( )
ch

m
m

m u m
m m m m

xx y B y
Q q

 − βΨ Λ = − γ 
 γ β β   

и ( )2

( 1) ch( )( , , , ) 1 cos( )
ch

m
m

m E m
m m m m

xx y B y
Q q

 − β Ψ Λ = − γ
 γ β β 

   
 – собственные функции. 

В выражениях для собственных функций использованы следующие обозначе-
ния безразмерных параметров: q b a= , 2 2

m mβ = γ − Λ , 2 2
m mβ = γ − Λ  , 

2
0i bΛ = − ωρ η , PrΛ = Λ , ( )1 thm u m mQ B q= + β β , ( )1 thm E m mQ B q= + β β  , где 

Pr  – число Прандтля ( pPr C= η κ ), pC  – удельная теплоёмкость при постоян-
ном давлении, κ  – коэффициент теплопроводности. 

Неизвестные константы интегрирования ma  и ma  в (1) удовлетворяют двум 
не связанным друг с другом бесконечным системам алгебраических уравнений: 
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следующим из условий [5] 
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В отличие от исходной работы [5] координаты x и y в (1) – (2) отнесены к полу-
высоте поперечного сечения поры b. По этой причине введено несколько новых 
обозначений. Обезразмеривание продольной координаты z, а также амплитуд p
, u  и T  в силу линейности исходных уравнений газодинамики в приближении 
ползущего течения не требуется. Полуширина поперечного сечения поры a (см. 
рис. 1) предполагается больше его полувысоты b, что, очевидно, не ограничивает 
общности полученных результатов. Собственные значения mγ  и mγ , где 

( ), ( 0.5)m mm mπ < γ γ < + π , 0,1,2,m =  , – это корни трансцендентных уравнений: 
cos sinm u m mBγ = γ γ ; cos sinm E m mBγ = γ γ   ,   (5) 

являющихся следствием граничных условий (7) при 1y = ± . Функции (1) удовле-
творяют системе из двух, не связанных между собой двумерных линейных диф-
ференциальных уравнений: 
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и граничным условиям на стенках поры: 
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∂ ∂
 – лапласиан, N∂ ∂  – производ-

ная вдоль внутренней единичной нормали к стенке поры, индексом “w” обозна-
чены значения параметров на поверхностях поры. Безразмерные множители uB  
и EB  введены для краткости и выражаются через коэффициенты аккомодации 
тангенциального импульса uα  и энергии Eα  как: 

( )Kn12 1u uB −= α − , ( )( )Kn12 ( 1)Pr 2 1E EB −= γ γ + α − ,  (8) 
где γ  – показатель адиабаты. Подробности постановки задачи можно найти в [5]. 

 
II. Новая форма точного решения 

При практическом использовании было обнаружено, что ряды типа (1) схо-
дятся очень медленно. Чтобы достичь требуемой точности, необходимо чис-
ленно решать системы из нескольких сотен линейных и трансцендентных урав-
нений. Что ведёт к неоправданно высоким затратам ресурсов ЭВМ. В данной ра-
боте предложена новая форма решения сформулированной задачи (6) – (8), поз-
воляющая избежать указанных затруднений. Оно состоит из двух частей: 

0 1( , , ) ( , , ) ( , , )u x y z u x y z u x y z= +   ,   (9) 

0 1( , , ) ( , , ) ( , , )T x y z T x y z T x y z= +   ,   (10) 
где 0 ( , , )u x y z  и 0 ( , , )T x y z  – удовлетворяющие граничным условиям (7) заранее 
определённые функции: 
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где tg1 uQ B∞ = − Λ Λ , g1 tEQ B∞ = − Λ Λ   . Другие параметры определены выше. 
Поскольку уравнения системы (6) и соответствующие граничные условия (7) 

независимы и отличаются друг от друга лишь обозначениями, то целесообразно 
рассмотреть, например, только решение для амплитуды колебательной скоро-
сти. Решение для амплитуды пульсаций температуры ( , , )T x y z  может быть по-
лучено из результатов для ( , , )u x y z  простой заменой соответствующих парамет-
ров на помеченные тильдой.  

Подстановка выражений (9) и (11) в первое соотношение системы (6) приво-
дит к двухмерному неоднородному уравнению для неизвестной функции 
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Прямая подстановка показывает, что ряд 
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удовлетворяет (13) и граничным условиям (7), если 
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cos
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Λ −− = Λ γ
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где константы интегрирования ma  и другие параметры точно такие же, как и в 
решении (1). С другой стороны, если разложения (15) верны, то выражения (9), 
(11) и (14) (так же как (10) и (12)) совпадают с решением (1).  

Справедливость соотношений (16) и (17) была проверена численно. В пределе 
0Λ →  и 0uB →  функция (9), объединённая с разложением (14), представляет 

точное решение (в наших обозначениях) задачи о стационарном ламинарном те-
чении в приближении сплошной среды. Соответствующие результаты можно 
найти, например, в монографии [9, p. 55]. 

 
III. Акустические свойства прямоугольной поры  

в приближении течения со скольжением 
Как известно, акустические свойства длинного однородного канала полно-

стью определяются динамической плотностью ( , )uBρ Λ  и динамической сжима-
емостью ( , , )EC B γ Λ  . В этих переменных комплексная константа распростране-
ния равна ( , , ,Pr, ) ( , ) ( , , )u E u Ek B B i B C Bγ Λ = ω ρ Λ γ Λ  , а характеристический импе-
данс – ( , , ,Pr, ) ( , ) ( , , )c u E u EZ B B B C Bγ Λ = ρ Λ γ Λ  , где зависимость от времени 
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всюду определяется множителем exp( )i tω . В случае однородных пор, попереч-
ные размеры которых малы по сравнению с длиной волны, динамическая плот-
ность и динамическая сжимаемость связаны с осреднёнными по площади попе-
речного сечения поры амплитудами колебательной скорости и пульсаций тем-
пературы как: 

1( , )
( )u

dpB
i u z dz

ρ Λ = −
ω





,    (16) 

( ) 0
1

0
0 0 0

1 1( , , ) 1E

T R T
C B p

p T p p p
−

 ρ
 γ Λ = ρ ρ = − = −
 
 

 
  

 
,  (17) 

где 
( ) tg0

0 0 0

th1( ) 1 1
q qdpu z

i dz Q Q∞

 β Λ = − − − +    ωρ β Λ  


  

( ) ( ) ( )02
2 2

0 01

th th
2 sin

mm
m

m m m mm

q qaq m
Q Q

∞

=

 β β + Λ − γ − π   γ β β β   
 , (18) 

( )
p

tg0

0 0 0

th
( ) 1 1

q qpT z
C QQ ∞

 β  Λ = − − +  ρ   Λβ   

 
    

( ) ( ) ( )0
2

2 2
0 01

th th
2 sin

mm
m

m m m mm

q qaq m
Q Q

∞

=

 β β  + Λ − γ − π  γ β β β   


     
. (19) 

 
IV. Численные результаты и приближенные формулы 

С целью проверки эффективности новой формы решения был выполнен чис-
ленный расчёт динамической плотности ( , )uBρ Λ  и динамической сжимаемости 

( , , )EC B γ Λ   с использованием как соотношений (16) – (19), так и соответствую-
щих результатов работы [5]. Обе теоретические модели дали одинаковые резуль-
таты. Было также обнаружено, что ряды (18) – (19) сходятся очень быстро. При 
этом учёт только нулевых членов в разложениях (18) – (19) обеспечивает отно-
сительную точность менее 3%. Учёт первых членов под знаком суммы в (18) – 
(19), т. е. аппроксимация средних амплитуд выражениями:  

( ) tg0

0 0 0

th1( ) 1 1
q qdpu z

i dz Q Q∞

 β Λ ≈ − − − +    ωρ β Λ  


  
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( ) ( ) ( )1 012
12 2

1 1 1 1 0 0

th th
2 sin

q qaq
Q Q

 β β + Λ − γ − π   γ β β β   
,  (20) 

( )
p

tg0

0 0 0

th
( ) 1 1

q qpT z
C QQ ∞

 β  Λ ≈ − − +  ρ   Λβ   

 
    

( ) ( ) ( )1 012
12 2

1 1 1 1 0 0

th th
2 sin

q qaq
Q Q

 β β  + Λ − γ − π  γ β β β   

     
,  (21) 

обеспечивает относительную погрешность расчётов, не превышающую 1%. 
Для практического использования может оказаться полезным приближенное 

аналитическое решение трансцендентных уравнений (5): 
2 2

2 2 2

(1 ) 1
1 (1 )

m m u m m
m m

u m u m

Z B Z
B Z B Z

+ τ τ γ ≈ δ + + + + + + + 
 ,  (22) 

где ( )0.25m mδ = + π , m u mZ B= δ , -1tan4 ( )m mZτ = π − , 0,1,2,m =  . Путём чис-
ленных расчётов было также установлено, что приближенное соотношение  

2
2 4

0 0 0 0
1 1 4 7 1 4 1 1 61

24 1 2 1152 1 2 720 1 2
u u u

u u u

B B BX X X
B B B

  + + +  γ ≈ + ⋅ + ⋅ − ⋅   + + +     
, (23) 

где ( ) 1/2
0 0.5 uX B −= + , обеспечивает лучшую аппроксимацию при 0m=  и 2uB ≥ , 

чем формула (22). 
Коэффициент 1a  в (20) можно вычислить с помощью приближенной фор-

мулы:  
( ) ( )1 1 12 1 1a Y≈ γ π − + ,    (24) 

где ctg 1
1

1

4 10.17927 1
1

XY
X

 − ≈ −  π +  
, 1 1

1 1
1

1.2 0.65exp 3uX B
   γ − α ≈ γ +   γ − π    

. 

Приближенные формулы для 0γ , 1γ  и 1a  в (21) получаются из (22) – (24) фор-
мальными заменами: u EB B→ , 0 0γ → γ , 1 1γ →γ . 

 
Заключение 

Построен новый вариант решения, описывающего распространение ультра-
звуковых волн в длинных порах прямоугольного сечения, заполненных газами 
низкой плотности, и учитывающего эффекты скольжения и скачка температуры. 
Оно так же, как и решение из работы [5], представлено в виде разложений в ряды 
по собственным функциям. Однако эти ряды в отличие от рядов из [5] сходятся 
очень быстро. Проверка численными методами показала, что достаточно взять 
по два первых члена разложений, чтобы обеспечить относительную точность ап-
проксимации, не превышающую 1%. Получены приближенные выражения для 
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собственных значений и коэффициентов 2-членных разложений. Кроме того, 
получено несколько математических результатов общего характера.  

Результаты работы могут быть использованы для инженерных оценок акусти-
ческих характеристик пористых материалов, эксплуатируемых при низких дав-
лениях (см., например, [10]), а так же представляют основу для дальнейших тео-
ретических исследований акустических свойств пористых материалов.  

 
Статья поступила в редакцию 01.11.2022 г. 
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