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Аннотация 
Цель. Для тела вращения со степенной образующей и сферическим, параболическим и 
гиперболическим затуплениями вычисляется сила сопротивления в газовом потоке. 
Процедуры и методы. Определяется степень в образующей тела минимального сопротив-
ления и радиус затупления в критической точке в зависимости от удлинения в широком 
диапазоне чисел Рейнольдса. 
Результаты. Для тела вращения со степенной образующей и сферическим, параболиче-
ским и гиперболическим затуплениями вычисляется сила сопротивления в высокоско-
ростном потоке разреженного газа на основе нескольких локальных моделей течения 
газа. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты, полученные в данной работе, 
имеют большое значение для оптимизации геометрии летательных аппаратов. 
Ключевые слова: высокоскоростной поток, локальные модели, аэродинамическое сопро-
тивление тела вращения, вариационная задача 
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Abstract 
Aim. For a blunt body of revolution with a power generatrix and spherical, parabolic, and hyper-
bolic bluntnesses, we calculate the drag force in a gas flow. 
Methodology. We determine the degree of minimum resistance and the bluntness radius in the 
generatrix of the body as functions of the elongation in a wide range of Reynolds numbers. 
Results. For a blunt body of revolution with a power generatrix and spherical, parabolic, and 
hyperbolic bluntnesses, the drag force in a high-speed rarefied gas flow is calculated based on 
several local gas flow models. 
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Research implications. The results obtained in this work are of great importance for optimizing 
the aircraft geometry. 
Keywords: high-speed flow, local models, aerodynamic drag of a body of revolution, variational 
problem 
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Введение 

Задача построения геометрии тела – необходимая и существенная проблема в 
развитии аэрокосмической науки и техники, а также авиационной техники. В 
процессе движения с высокой скоростью в газе тело всегда находится под воз-
действием аэродинамических сил, которые определяются из локальных моделей, 
главное предположение этих моделей состоит в том, что каждый элемент по-
верхности тела взаимодействует со средой независимо от других участков тела и 
сила, действующая на него, зависит лишь от ориентации элемента относительно 
направления движения. 

Классическая задача построения тела вращения минимального сопротивле-
ния с использованием формулы Ньютона решалась во многих работах [1–6]. 
Были разработаны эффективные численные методы решения таких задач [7]. В 
связи с развитием космической техники появился интерес к оптимальным зада-
чам высокоскоростной аэродинамики на больших высотах в разреженном газе 
[8]. Дальнейшее упрощение таких задач связано с использованием целевых 
функций разного вида, зависящих от некоторого количества параметров, по ко-
торым и производится оптимизация [9; 10]. В частности, широкое распростра-
нение получила степенная целевая функция [11; 12]. 

В работе используется целевая степенная функция вместе с локальными мето-
дами (формулы свободномолекулярной аэродинамики, формула гиперзвуковой 
аэродинамики Ньютона), что позволило свести вариационную задачу миними-
зации функционала (сопротивление тела вращения) к задаче поиска экстремума 
функции от одной, двух или трёх переменных. Решаются задачи об определении 
формы тел вращения с затуплением в гиперзвуковом потоке в случае газа Нью-
тона и свободномолекулярной модели. 

 
1. Локальный метод 

Для вычисления аэродинамических сил, действующих на тело, движущегося в 
газе, необходимо знать поток импульса p на поверхности тела. Существующие 
результаты аэродинамики разреженных газов показывают, что для не очень 
сложных тел при больших скоростях обтекания функция p определяется, глав-
ным образом, локальными свойствами поверхности в данной точке [13]. В 
сильно разреженном газе на выпуклых телах это предположение оправдывается 
полностью (даже для малых скоростей), в континуальном режиме в его пользу 
говорит успех эмпирических обобщений формулы Ньютона. 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 4

19

Наибольшее распространение получила локальная модель из [14], в которой 
коэффициенты давления и трения равны (отнесённые к скоростному напору 

2 / 2V∞ ∞ρ ) 
2

0 1 0cos cos , cos sinp p p= θ + θ τ = τ θ θ     (1) 
Функции 0 1 0, ,p p τ зависят от числа 0Re , температурного фактора wt  и показа-

теля степени адиабаты γ , θ  – угол между внутренней нормалью к поверхности 
и направлением скорости газа (см. рис. 1). 

Отличительной особенностью данной модели (кроме простоты) является то, 
что в предельных случаях она соответствует, либо свободномолекулярной мо-
дели, либо модели Ньютона. 

Так, для свободномолекулярной модели ( 0Re 0→ ) [15]: 
( )0 0 12 , 1 /wp p t= τ = = π γ − γ     (2) 

В случае модели Ньютона ( 0Re →∞ ) [1]: 
0 1 02, 0p p= = τ =      (3)  

Рассмотрим два случая применения локальных методов: формула Ньютона и 
свободномолекулярная модель. 

 
2. Формула Ньютона 

2.1. Степенные тела вращения 
 

 
Рис. 1 / Fig. 1. Схема обтекания тела вращения /  

Scheme of flow around a body of revolution 
 

Источник: составлено авторами.
 
Задано тело вращения длиной L и радиусом основания R. Требуется опреде-

лить форму образующей y(x) такую, при которой это тело имеет минимальное 
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сопротивление в гиперзвуковом потоке газа. Причём давление на элемент по-
верхности определяется формулой Ньютона. 

Коэффициент сопротивления Cx (аэродинамическая сила, действующая на 
тело вдоль вектора скорости, отнесённая к скоростному напору и характерной 
площади, в данном случае – это площадь основания, то есть 2Rπ ) будет равен: 

( ) ( )2

2
0

2 cos sin 1 /
R

x pc c c x dy dx dx
R τ= ⋅ θ + ⋅ θ +    (4) 

Здесь pc  и cτ  нормальная и касательная аэродинамические силы, действую-

щие на элемент поверхности ds, ( )( ) 1/22cos 1 /dy dx
−

θ = +    (5) 

Для формула Ньютона:  
22cos , 0pc cτ= θ =     (6)  

Тогда выражение (4) запишется (линейные размеры отнесены к R) 
1

2
0

4
1 ( / )x

xc dx
dy dx

=
+      (7) 

в случае, если образующая тела вращения – степенная функция: 
, / , /y Lz z x R L Rβ= = λ= , уравнение коэффициента сопротивления (7) запи-

шется в виде гипергеометрической функции F[a,b,c,d] 

( )
1

2 2
21

0

14 2 1, , ,
1 11

x
zc dz F

z β −

 β= = −β λ β − β − + λβ
   (8) 

В этом случае задачу можно сформулировать так: найти величину β такую, 
чтобы коэффициент сопротивления был минимален при заданной величине λ. 

В табл. 1 представлены величины β и xc  в зависимости от удлинения λ. Заме-
тим, что во многих работах ось вращения – это ось Ox. В этом случае величина 
показателя степени в степенной функции α = β-1. В табл. 1 также представлена вели-
чина α. 

На рис. 2. показана зависимость α = β-1 от удлинения λ. При больших удлине-
ниях эта зависимость стремится к α = ¾ = 0.75, соответственно [4]. 

 
Таблица 1 / Table 1 
Величины β и Сx в зависимости от удлинения λ /  
Values of β and Сx as functions of elongation λ 

λ β α Сx 
2 1.54 0.6493 0.3305 
4 1.386 0.7215 0.0986 
6 1.357 0.7369 0.0455 
8 1.347 0.7424 0.0259 

10 1.342 0.7451 0.0167 
Источник: составлено авторами. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Зависимость 1−α = β  от величины удлинения λ /  

Dependence of 1−α = β  on the magnitude of elongation λ 
Источник: составлено авторами.

 
2.2. Степенные тела вращения с плоским затуплением 

 

 
Рис. 3 / Fig. 3. Схема обтекания тела с плоским затуплением /  

Scheme of body flow with a flat blunt 
Источник: составлено авторами.

 
Задано тело вращения (рис. 3) длиной L, радиусом основания R и плоским тор-

цом с радиусом r0. Требуется определить форму образующей y(x) и величину r0 
такие, при которых это тело имеет минимальное сопротивления в гиперзвуко-
вом потоке газа. 

В случае формулы Ньютона для торца cp=2, а для образующей cp=2cos2θ. Урав-
нение для величины коэффициента сопротивления запишется (линейные раз-
меры отнесены к R): 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 4

22

( )0

1
2

0 22 4
1 /

x
r

xc r dx
dy dx

= +
+

    (9) 

Для затупленного степенного тела образующая имеет вид [16] 

( )
0

0
0

0

0, 0

, 1
1

x r
y x x r r x

r

ββ

β

< <
= − λ < < −

   (10) 

Тогда для модели Ньютона запишем уравнение (9) в виде 
1 1

2 2
0 02 21

0 0 01 1

0 0

22 1
02 2

0 0
0 0

2 4 4
1 1

1 1

1 12 2 1, , , 2 1, , ,
1 1 1 1 1 1

x
x xc r dx r dx

rx x
r r

rr F r F
r r

β−
β− β−

β β

β−

β β

= + − =
λβ   λβ+ +   − −   

    β λβ β λβ    = + − − −     β − β − − β − β − −      

 
  (11) 

Вариационная задача свелась к поиску минимума функции (11) по двум пере-
менным β и ro при заданном удлинении λ. В Таблице 2 представлены результаты 
расчётов величин β, α = β-1 и r0 в зависимости от удлинения λ, при которых до-
стигается минимум сx и, для сравнения, величины сx0 при тех же удлинениях, но 
без затупления (r0=0). 

 
Таблица 2 / Table 2 
Величины β, α, r0, Сx, Сx0 в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, α, r0, Сx, Сx0 as functions of elongation λ 

λ β α r0 сx сx0 
2 1.448 0.691 0.123 0.321 0.3305 
4 1.375 0.727 0.0293 0.0982 0.0986 
6 1.355 0.738 0.00786 0.0454 0.0455 
8 1.346 0.743 0.00346 0.0259 0.0259 

10 1.342 0.745 0.00181 0.0167 0.0167 

Источник: по данным авторов. 
 
При малых удлинениях величина радиуса затупления велика а коэффициент 

сопротивления существенно меньше, чем без затупления. Начиная с λ=8, не-
смотря на затупление коэффициент сопротивления становится практически 
одинаковым в обоих случаях. 
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2.3. Степенные тела вращения с параболическим, гиперболическим, 
сферическим затуплениями 

 

 
Рис. 4 / Fig. 4 Схема образующей осесимметричного степенного тела с затуплением / 

Scheme of forming a suspicimetric degree body with a blunt 
Источник: составлено авторами 

 
Образующая осесимметричная степенная тела вращения y(x) (ось y – ось вра-

щения) содержит 2 части: 1) парабола радиуса затупления pR , либо гипербола 
радиуса затупления hR , либо окружности радиуса sR  при 0˂x˂ r0; 2) степенная 
функция при r0˂x˂R (R – радиус основания). Расположим это тело таким обра-
зом, что y(r0)=0. Расстояние от оси x до основания тела обозначим L, а расстояние 
от оси xдо критической точки обозначим δ. 

Тогда уравнение для образующей тела вращения с параболическим затупле-
нием будет иметь вид: 

2

02
0

0
0

0

( ) 1 , 0
( )

( ) ( ) , 1
1

s

p

xy x x r
ry x

x ry x r x
r

ββ

β

  = δ − < <    = 
− = λ −δ < < −

   (12) 

Здесь, учитывая равенство производных в точке x= r0, имеем: 
0

2
0 0

0

1 ; ;2 (2 )2 2 (2 )
p

r LR r Rr
r

β

β− β

β

λβ + δ= δ = λ =− −βλβ − −β

  (13) 

Коэффициент сопротивления такого тела (сила, действующая на тело, отне-
сённая к скоростному напору и площади основания) состоит из суммы сил, дей-
ствующих на параболическое затупление и степенную часть. p xs xpCx c c= + . 

Подставляя выражения (12), (13) в (7) и вычисляя интегралы, получаем: 
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( )2 2
0 2 2 2

02

222 1
02 2 2

2
0 0 0

2 lg 1 1 12 1, , , 2 1, , ,
1 1 1 1

( ) ( )2 , ,
1 1

p
A r

F B r F C
A

rA B C
r r r

Cx

β−

β β

+    β β= + − − −   β − β − β − β −   

 δ λ − δ β λ − δ β  = = =     − −     

 (14) 

В табл. 3 показаны результаты расчётов величин β и r0, зависящие от удлине-
ния λ, при которых достигается минимум коэффициента сопротивления тела 
вращения с параболическим затуплением pC x . В табл. 3 также сравнение зна-
чений pC x для тел с затуплением и значений 0xc  без затупления.  

 
Таблица 3 / Table 3 
Величины β, r0, R0, Сxp, Сx0 в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, R0, Сxp, Сx0 as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.42818 1.36994 1.35267 1.34529 1.34146 
r0 0.23404 0.04950 0.01752 0.00809 0.00437 
Rp 0.14711 0.02732 0.00897 0.00396 0.00208 
Сxp 0.32648 0.09836 0.04543 0.025908 0.01668 
Сx0 0.3305 0.0986 0.0455 0.02591 0.0167 

Источник: по данным авторов. 
 
Видно, что значения коэффициента сопротивления параболического затупле-

ния тела вращения меньше чем в случае отсутствия затупления (хотя разница не 
очень большая). 

Аналогично для уравнения образующей тела вращения с гиперболическим за-
туплением будет вид (все размеры отнесены к R) 

   (15) 

Здесь, учитывая равенство производных в точке x= r0, имеем: 
2

02
0 22

2
022 2

0 0 0 2

2
0

1
2

022 2
0 0 0 2

1
;

( 1) 1 1

( 1) 1 1

h

rb r bba R
arr r b r

b
ra

rr r b r
b

β

+ β β

+ β β

λ β +
=

 
+ β − − β − + +  

 
λ=

 
+ β − − β − + +  

 

=
  (16) 

Тогда коэффициент сопротивления тела складывается из сопротивления ги-
перболического затупления cxs и поверхности вращения cxp 

( ) ( )

( )

2

02

1 0

1 , 0

(1 ), 1

s

p

xy x a a x ry x b
y x a x r xβλ


= − + + < <=

 = − − < <
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Имея в виду (15), (16), (7) и вычисляя интегралы, получаем: 

( )
( )

2 2 2 2
0 02 2 2 2 2

02 4 22 2

2 22 2 2 2 2
1 0 1 0

2 1

1 12 1, , , 2 1, , ,
1 1 1 1

xs

xp

h xs xp

b a r ra b r a b Log
b ba b

c F a r F a r

Cx c c

c

β−

  = + + + +  
 +  

   β β= − β − − β   β − β − β − β −   
= +

  (17) 

 
Таблица 4 / Table 4 
Величины β, r0, b, Rh, Rp, Сxh, Сxp в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, b, Rh, Rp, Сxh, Сxp as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.42818 1.36993 1.35267 1.34529 1.34146 
r0 0.23404 0.04950 0.01752 0.00809 0.00437 
b 60.1069 6.07575 3.50101 4.49887 0.90306 
Rh 0.14711 0.02732 0.00897 0.003964 0.00208 
Rp 0.14711 0.02732 0.00897 0.003964 0.00208 
Сxh 0.32648 0.09836 0.04543 0.025908 0.016686 
Сxp 0.32648 0.09836 0.04543 0.025908 0.016686 

Источник: по данным авторов. 
 
В табл. 4 даны значения β, r0, b, сxh – коэффициент сопротивления с гипербо-

лическим затуплением и сxp в зависимости от удлинения λ. Там также положены 
радиусы затупления Rh, Rp. 

Аналогично для уравнения образующей тела вращения со сферическим затуп-
лением будет вид (все размеры отнесены к R): 

2 2 2 2
0 0

0
1 0

0

( ) , 0
( )

( ) , 1
1

s s s

p

y x R r R x x r
y x x ry x r x

r

ββ

β

 = − − − < <
=  −= λ < < −

  (18) 

Здесь, учитывая равенство производных в точке x=r0, имеем: 
4 2 44 2 2 2 2 2

0 0 1 0 10 0
1

1 2 ; ;s s sR r r r r R R r− β −β= + − + λ β δ = − − λ = λ + δ
λ β

 (19) 

Тогда подставляя выражения (18), (19) в (7) и вычисляя интегралы, получаем 
коэффициент сопротивления по формуле Ньютона: 

22 14
0 1 1 02 2

0 02
0 0

1 12 2 1, , , 2 1, , ,
2 1 1 1 1 1 1s

s

r rCx r F r F
R r r

β−

β β

    β λβ β λβ     = − + − − −       β− β− − β− β− −        
  (20) 
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Таблица 5 /Table 5 
Величины β, r0, Rs, Rh, Rp, Cxs, Cxh, Cxp в зависимости от удлинения λ/  
Values of β, r0, Rs, Rh, Rp, Cxs, Cxh, Cxp as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.183 1.3524 1.3487 1.3439 1.3408 
r0 0.3271 0.0613 0.020 0.00876 0.004578 
Rs 0.3556 0.0682 0.0222 0.0097 0.0050 
Rh 0.14711 0.02732 0.00897 0.003964 0.00208 
Rp 0.14711 0.02732 0.00897 0.003964 0.00208 
Cxs 0.3409 0.0984 0.04549 0.02591 0.016689 

Cxh 0.32648 0.09836 0.04543 0.025908 0.016686 
Cxp 0.32648 0.09836 0.04543 0.025908 0.016686 

Источник: по данным авторов. 
 
В табл. 5 представлены аналогично величины β, r0, Rs в зависимости от удлине-

ния λ, при которых достигается минимум Cxs – коэффициент сопротивления со 
сферическим затуплением и для сравнения Cxh, Cxp при тех же удлинениях. В 
табл. 5 также проведено сравнение радиуса затупления для различных случаев. 

 
3. Свободномолекулярная модель 

3.1. Степенные тела вращения 
В случае свободномолекулярного модели в гиперзвуковом потоке газа можно 

записать (2) 
( )22cos cos , 1 /

2cos sin
p wc z z t

cτ

= θ + θ = π γ − γ
= θ θ

  (21) 

Здесь tw– температурный фактор, γ– показатель адиабаты, θ– угол между внут-
ренней нормалью к поверхности и направлением скорости газа.  

Задача ставится также как и в п. 2.1. Уравнение (4) запишется: 

( )

1

2
0

2 2
1 /

x
xc z dx

dy dx
= +

+
    (22) 

Пусть образующая – степенная функция: ( )xy L R
β

= . 

Тогда уравнение (22) запишется: 

( )

1
2 2

210

1 12 2 , , ,
2 1 11

x
xc z dx F

xβ−

 β= + = −β λ β− β− + λβ
   (23) 

В табл. 6 показаны величины β, α, и сx в зависимости от удлинения λ. 
На рис. 5. изображена зависимость α = β-1 от удлинения λ . При больших удли-

нениях эта зависимость стремится к α = 2/3=0.667, соответственно [12]. 
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Таблица 6 / Table 6 
Величины β, α, cx в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, α, cx as functions of elongation λ 

λ β α cx 
2 1.8895 0.52924 2.1168 
4 1.6067 0.62239 2.06417 
6 1.5511 0.6447 2.04364 
8 1.5305 0.6534 2.03297 

10 1.5204 0.65772 2.02646 

Источник: по данным авторов. 
 

 
Рис. 5 / Fig. 5. Зависимость α = β-1  от величины удлинения λ, 0.1, 1.4wt = γ =  /  

Dependence of α = β-1 on elongation λ, 0.1, 1.4wt = γ =  
Источник: составлено авторами. 

 
3.2. Степенные тела вращения с плоским затуплением 

Задача ставится также как и в п. 2.2. Используя уравнение (4), (21), (22) полу-
чим: 

( )0

1
2

0
2

2 2
1 /

x
r

xc zr z d x
d y d x

= + +
+

     (24) 

Подставляя выражения (10) в (24) и вычисляя интегралы, получаем: 
22 1

02 2
0 0

0 0

1 1 1 12 , , , , , ,2 1 1 1 2 1 1 1xc rzr zF zr Fr r
β−

β β

     
     
        

β λβ β λβ= + + − − −β− β− − β− β− −  (25) 
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Таблица 7 / Table 7 
Величины β, r0, cx, cx0 в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, cx, cx0 as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.6447 1.5621 1.53494 1.52262 1.5161 
r0 0.23526 0.08243 0.03985 0.02319 0.01510 
cx 2.11388 2.06372 2.04353 2.03293 2.02645 
cx0 2.1168 2.06417 2.04364 2.03297 2.02646 

Источник: по данным авторов. 
 
В табл. 7 показаны результаты расчётов величин β и r0 в зависимости от удли-

нения λ, при которых достигается минимум cx в случае свободномолекуляной 
модели и сравнение с величиной cx0 при тех же удлинениях, но без затупления 
(r0=0). 

 
3.3. Степенные тела вращения с параболическим, гиперболическим,  
сферическим затуплениями 

Постановка задачи такая же, как и в п. 2.3. Используя уравнения (12), (13), (22), 
получим коэффициент сопротивления в свободномолекулярном случае: 

( )2 2
0

2 2 2
02

222 1
02 2 2

2
0 0 0

1 1 1 1 1 12 2 , , , , , ,
2 1 1 2 1 1

( ) ( )2 ; ;
1 1

р

A r
Cx z zF B zr F C

A

rA B C
r r r

β−

β β

− + +    β β= + + − − −   β− β− β− β−   

 δ λ−δ β λ−δ β  = = =    − −     

 (26) 

 
Таблица 8 / Table 8 
Величины β, r0, Rpcxp, cx в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, Rpcxp, cx as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.60196 1.54591 1.52687 1.51794 1.51295 
r0 0.4977 0.17611 0.08855 0.053177 0.03546 
Rp 0.22104 0.0723584 0.034466 0.019960 0.012977 
cxp 2.11634 2.06399 2.04359 2.03295 2.02645 
cx 2.11388 2.06372 2.04353 2.03293 2.02645 

Источник: по данным авторов 
 
В табл. 8 представлены величины степени β и радиуса параболического затуп-

ления Rp в зависимости от удлинения λ в свободномолекулярном случае. В табл. 8 
также помещены значения коэффициента сопротивления с плоским торцом. 
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Расчёты проводились при температуре фактора 0.1wt =  и отношения теплоём-
костей γ=1.4. 

Аналогично, для гиперболического затупления, используя уравнение (15), 
(16), (22), получим: 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 220 022 2

2 0 22 2 2 2 22 2

2 22 2 2 2 2
1 0 1 0

2 2
2

2

1 1 1 1
, , , , , ,

2 1 1 2 1 1
h

a b r b b r b a a b
a b rxs

b a b ba b

xp

xs xp

zb a b
b Log

a b

zF a z r F a r

Cx

c

c
c c

β−

+ + + + +
+ +

+ ++
= + −

+

β β
= − β − − β

β − β − β − β −
= +

  
     

   
   
   

 (27) 
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0 22

2
022 2

0 0 0 2

2 2 2
0 0

1 2 2 2 22 0022 2
0 0 0 2

1
;

( 1) 1 1

; 1
( 1) 1 1

h

rb r bba R
arr r b r

b

r a ra a
b b rrr r b r

b

β

+β β

+β β

λβ +
=

 
+ β − − β − + +  

 
λ= = +

+ 
+ β − − β − + +  

 

=
 

 
Таблица 9 / Table 9 
Величины β, r0, b, Rh, Rp, cxh, cxp в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, b, Rh, Rp, cxh, cxp as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.60136 1.54595 1.52687 1.51793 1.51294 
r0 0.49834 0.17594 0.088512 0.0531947 0.03547 
b 168.282 10.2585 5.78814 2.51043 6.22285 
Rh 0.221083 0.072322 0.034455 0.019958 0.012978 
Rp 0.22104 0.072358 0.034466 0.019960 0.012977 
cxh 2.11634 2.06399 2.04359 2.03295 2.02645 
cxp 2.11634 2.06399 2.04359 2.03295 2.02645 

Источник: по данным авторов. 
 
В табл. 9 показаны зависимости величины β, r0 и b   от удлинения λ, при кото-

рых достигается минимум cxh. В табл. 9 также проведено сравнение значений cxp, 
cxh. Кроме того, в Таблице также помещены величины радиусов затупления Rp и 
Rh. Заметим что коэффициенты сопротивления cxp, cxh и радиусы затупления в 
критической точке совпадают в обоих случаях. 

Для случая сферического затупления используя уравнения (18), (19), (22), по-
лучим следующую формулу коэффициента сопротивления: 
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zCx R R r
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rzF zr F
r r
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β β
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 (28) 

 
Таблица 10 / Table 10 
Величины β, r0, Rs, Rh, Rp, cxs, cxh, cxp  в зависимости от удлинения λ /  
Values of β, r0, Rs, Rh, Rp, cxs, cxh, cxp  as functions of elongation λ 

λ 2 4 6 8 10 
β 1.1 1.4824 1.5078 1.50967 1.508 
r0 0.51122 0.1821 0.0874 0.0506 0.03283 
Rs 0.5354 0.19382 0.09337 0.05406 0.03507 
Rh 0.221083 0.072322 0.034455 0.019958 0.012978 
Rp 0.22104 0.072358 0.034466 0.019960 0.012977 
cxs 2.11913 2.06439 2.04367 2.03298 2.02647 
cxh 2.11634 2.06399 2.04359 2.03295 2.02645 
cxp 2.11634 2.06399 2.04359 2.03295 2.02645 

Источник: по данным авторов. 
 
В табл. 10 показаны минимальные коэффициенты сопротивления cxs для сфе-

рического затупления, полученные по формуле (28). В этой таблице проведено 
сравнение радиуса затупления между сферическим затуплением тела вращения 
и параболическим, гиперболическим случаями в свободномолекулярном ре-
жиме. Очевидно, что значения коэффициента сопротивления для сферического 
и параболического затуплений близки. А значения для гиперболического и па-
раболического затуплений совпадают. 

На рис. 6, 7 изображены зависимости Rs,  Rp и Rh от удлинения тела λ для разных 
случаев. 

 

 
Рис. 6 / Fig. 6. Формула Ньютона / Newton's formula 

Источник: составлено авторами 
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Рис. 7 / Fig. 7. Свободномолекулярная модель / Free molecular model 

Источник: составлено авторами 
 
Отметим что, радиусы затупления монотонно уменьшаются с увеличением λ 

для всех случаев (сферическое, параболическое, гиперболическое затупление). 
Более того, при увеличении удлинения λ радиус кривизны сферического затуп-
ления снижается существенно быстрее по сравнению с другими случаями. При 
больших удлинениях λ, радиус затупления стремится к нулю для всех случаев. 

 
Заключение 

В данной работе сравнивают силы минимальных сопротивлений для тела вра-
щения со степенной образующей и для затупленных тел вращения в высокоско-
ростном потоке разреженного газа на основе нескольких локальных моделей. Ре-
шением вариационной задачи определяется степень в образующей тела мини-
мального сопротивления и радиус затупления в критической точке в зависимо-
сти от удлинения. 

Сравнение показывает, что во всех вариантах для случая гиперзвукового сво-
бодномолекулярного течения при больших удлинениях показатель степени β 
стремится к величине β=1.5, а в случае формулы Ньютона к β=1.333. Причём зна-
чения коэффициента минимального сопротивления для сферического и парабо-
лического затуплений близки. А значения для гиперболического и параболиче-
ского затуплений совпадают. 

Радиус затупления монотонно уменьшается с увеличением λ для всех случаев 
(сферическое, параболическое, гиперболическое затупление). Для одного и того 
же удлинения затупленные по сфере тела вращения минимального сопротивле-
ния имеют наибольший радиус затупления, что способствует уменьшению теп-
лового потока в критической точке [17]. 

 
Статья поступила в редакцию 19.09.2022 г. 
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