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Федерация 

Аннотация. Авторами статьи найдены начальные и конечное предельные выражения для 
скорости изменения радиуса нестационарно испаряющейся аэрозольной капли. При этом 
учтены кривизна поверхности капли, коэффициенты поверхностного натяжения и удель-
ной теплоты фазового перехода, а также скачки концентрации и температуры. Проведены 
численные расчеты для всех величин, содержащихся в найденных выражениях для ка-
пель воды разных размеров и при различных температурах среды. Выделены сходства и 
различия этих выражений, которые важно учитывать при выборе формул для вычисле-
ния времени полного испарения капель.
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Annotation. We have found initial and finite limit expressions for the rate of change in the radius 
of an unsteady evaporating aerosol droplet. The equations take into account the curvature 
of the droplet surface, surface tension and specific heat of the phase transition, as well as 
concentration and temperature jumps. Numerical calculations for all values contained in the 
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are carried out. The similarities and differences of these expressions are revealed, which are 
important to consider when choosing formulae for calculating the time of complete evaporation 
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Введение
Исследование процесса испарения и конденсационного роста аэрозольных 

капель имеет важное теоретическое и практическое значение [1; 2]. Это под-
тверждается большим числом публикующихся работ по этой тематике [3–11]. 
Так как в ходе этих процессов размеры капель изменяются непрерывно, то эти 
процессы следует считать нестационарными.

Рассмотрим процесс нестационарного испарения неподвижной аэрозольной 
капли сферической формы, находящейся в бинарной газовой смеси, первый 
компонент которой образован молекулами вещества капли, а второй компо-
нент – молекулами несущего газа, причём этот компонент не испытывает фа-
зовый переход в рассматриваемом интервале температур. Будем полагать, что 
испарение протекает сферически симметрично в диффузионном режиме [1; 2].

К числу важнейших характеристик нестационарного процесса испарения аэ-
розольных капель относится скорость изменения их радиуса и время полного 
испарения капли. Имеется большое число взаимосвязанных факторов, влияю-
щих на этот процесс. Для капель определённых размеров весьма существенным 
может быть влияние слоя Кнудсена вокруг капли [1; 2]. Для исследования вли-
яния слоя Кнудсена на рассматриваемый процесс испарения капли учитывают, 
так называемые, скачки концентрации и температуры на этом слое.

Будем предполагать [1; 2], что концентрация пара у поверхности капли равна 
концентрации насыщенного пара при температуре её поверхности. Для сфери-
ческих капель достаточно малого радиуса приходится учитывать зависимость 
концентрации насыщенных паров над поверхностью от коэффициента поверх-
ностного натяжения вещества капли [12].

Постановка задачи
Как уже было сказано, мы рассматриваем сферически симметричное испа-

рение. Поэтому выбираем сферическую систему координат с началом в центре 
капли. В рамках рассматриваемой модели нестационарного процесса испарения 
неподвижной сферической капли независимыми переменными будут r – ради-
альная координата сферической системы координат и время t. Выпишем основ-
ные уравнения, начальные и граничные условия нашей задачи. Положим, что 
распределение относительной концентрации пара c1(r, t) и температура парога-
зовой смеси T(r, t) удовлетворяют следующей системе уравнений с начальными 
и граничными условиями:
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В нестационарные уравнения диффузии и теплопроводности, то есть в урав-
нения (1), (2) соответственно входят: D = nm2D12/ρe, где D12 – коэффициент вза-
имной диффузии компонентов бинарной смеси; n = n1 + n2; n1, m1 и n2, m2 – кон-
центрация и масса молекул первого и второго компонентов соответственно; ρe 
и a – соответственно плотность и температуропроводность парогазовой смеси.

В соотношении (5), выражающем условие непрерывности потока тепла через 
поверхность капли, участвуют величины: q – удельная теплота испарения веще-
ства капли, κ – коэффициент теплопроводности парогазовой смеси.

Введём обозначения

 ( ) ( ) ( )= =1 1 1 / ,s s sc t c T n T n

где n1(Ts) – концентрация насыщенных паров вещества капли при температуре 
её поверхности Ts = Ts(t), далее положим

 ( ) ( )= =
= =0 1 1 0| 0 | 0

, .s s s st t
T t T c t c  (6)

Формулу, определяющую зависимость концентрации насыщенных паров над 
сферической поверхностью достаточно большой кривизны от коэффициентов 
поверхностного натяжения и удельной теплоты фазового перехода вещества 
капли, можно получить с использованием приближенного уравнения Кельвина 
(Томсона) и приближенного уравнения Клапейрона-Клаузиуса. Искомая форму-
ла имеет вид [12]

 ( ) ( ) ( ){ }σ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦1 1 0 01 / 1 .s s q s sc t c k R k T t T  (7)

Здесь черта над буквой означает концентрацию насыщенных паров вещества 
капли над поверхностью, имеющей пренебрежимо малую кривизну при её тем-
пературе, то есть 
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а через kσ, kq обозначены выражения:
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в которые входят величины: σ – коэффициент поверхностного натяжения, 
ρi – плотность вещества капли, k – постоянная Больцмана.

Отметим, что

 ( )σ= +1 0 1 0 1 / .s sc c k R  (8)

Для процесса испарения капель необходимо выполнение условия
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 ( )σε = − + <10 1 0 1 /  0.c sc c k R

Из формулы (8) и выражения для kσ следует, что концентрация насыщенных 
паров над поверхностью сферической капли существенно зависит от отношения 
σ/R, поэтому важность учёта коэффициента поверхностного натяжения возрас-
тает с увеличением кривизны её поверхности.

Учёт скачков концентрации и температуры на слое Кнудсена вблизи поверх-
ности капли осуществляется с помощью граничных условий [2]:
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входящие в (9), (10) выражения c1(r, t) и T(r, t) дают значения относительной 
концентрации первого компонента бинарной смеси и температуру вне слоя 
Кнудсена. Разности, расположенные в левых частях равенств (9), (10), называ-
ют соответственно скачками концентрации и температуры. Коэффициенты 
Kc

(c), Kc
(T), KT

(T), KT
(c) называют газокинетическими коэффициентами скачков 

концентрации и температуры.
При проведении численного анализа ниже получаемых предельных выраже-

ний для скорости изменения радиуса нестационарно испаряющейся капли мы 
будем использовать выражения для коэффициентов скачков концентрации и 
температуры, приведённые в монографии [13], где они получены для случая би-
нарной газовой смеси обобщением подхода Лоялки, разработанного для одно-
компонентного газа.

Итак, соотношения (1) – (7) и (9), (10) определяют основные уравнения, на-
чальные и граничные условия нашей задачи.

Метод решения задачи. Начальное и конечное предельные 
выражения для скорости изменения радиуса капли

Для решения задачи мы используем метод интегральных преобразований 
Лапласа [14]. Как известно, преобразование Лапласа L устанавливает следую-
щую связь между оригиналом f(t) и его изображением F(p), где p – комплексный 
параметр:

 
( ) ( ){ } ( )

∞
−= =∫

0

 .ptF p L f t f t e dt

В нашем случае в пространстве изображений неизвестными функциями яв-
ляются:

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }= Θ =1, , , , , ,S r p L c r t r p L T r t
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 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }= Θ =1 , .s s s sS p L c t p L T t

Для получения начального и конечного предельных выражений скорости из-
менения радиуса испаряющейся капли нам достаточно иметь выражение функ-
ции S(r, p). Следуя изложенной в работе [15] процедуре отыскания изображений 
и учитывая формулу (8), имеем
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χc, χT называются составными коэффициентами соответственно скачков 
концентрации и температуры [15], εT – начальной разницей температур у 
поверхности капли (разность температур внешней и внутренней сторон слоя 
Кнудсена).

До сих пор радиус капли R мы считали постоянной величиной, это допусти-
мо только в случае, когда масса капли значительно больше массы вещества, ис-
парившегося с поверхности капли за время рассматриваемого процесса [16], то 
есть когда имеет место процесс медленного испарения. Как известно [1], ско-
рость нестационарного изменения радиуса капли определяется формулой
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Предположив теперь, что ( ) =→∞
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значении из операционного исчисления [14] находим
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По формуле (12) получаем начальное и конечное предельные выражения для 
скорости изменения радиуса капли:
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Численный анализ начального и конечного предельных 
выражений для скорости изменения радиуса капли

Для численного анализа выражений (13) и (14) будем рассматривать процесс 
нестационарного испарения (εc < 0) одиночных капель воды в условиях наиболее 
близких к реальным, а именно, в воздушную среду 50% влажности, когда давле-
ние среды P = 0,1 МПа, при двух значениях температуры 293 К, 323 К. Для коэф-
фициента испарения воды α при указанных выше температурах среды полагаем 
соответственно 0,034 и 0,026 [17]. Чтобы охватить все часто рассматриваемые 
классы аэрозольных частиц (мелкие частицы, частицы с промежуточными раз-
мерами, умеренно крупные частицы, крупные частицы [13]), будем вести чис-
ленные расчёты для капель воды с радиусами 10–8 м, 10–7 м, 10–6 м, 10–5 м.

В этой статье будем рассматривать процесс только испарения капель, поэтому 
при εc < 0 величина εcT = εc – c1s0kqεT, входящая в выражения (13) и (14), должна 
быть отрицательной, а это возможно только при выполнении условия

 

−
− ⎛ ⎞ε > − −⎜ ⎟⎝ ⎠ε

1
101 .1T q
c

ck

Откуда получаем, что если за основу брать начальную температуру поверхно-
сти капли, то при этом температура среды на внешней стороне слоя Кнудсена не 
может быть намного ниже температуры поверхности капли (в противном случае 
начнётся рост капли). Поскольку мы зафиксировали температуру среды, то сле-
дует сказать, что температура поверхности капли не может быть намного выше 
температуры среды. Например, в случае R = 10–6 м значение εT > –8,52 K при 
T = 293 K и εT > –10,75 K при T = 323 K.

Для выражений (13) и (14) характерна зависимость от большого числа одних 
и тех же физических величин. Из них следует отметить такие, как коэффициен-
ты взаимной диффузии, теплопроводности среды, удельной теплоты испарения, 
поверхностного натяжения и газокинетические коэффициенты скачков концен-
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трации и температуры. Важно отметить относительно последних, что коэффи-
циенты Kc

(c), KT
(c) зависят от коэффициента испарения вещества капли, причём 

абсолютные величины выражений (13), (14) растут с увеличением коэффициен-
та испарения. Коэффициенты Kc

(T), KT
(T) не зависят от коэффициента испарения.

Очевидно, что значение абсолютной величины выражения (14) меньше со-
ответствующего значения выражения (13) за счёт положительного слагаемого 
R(kqσ + κ), расположенного в знаменателе выражения (14). 

Представляет интерес изучение зависимости выражений (13) и (14) от ра-
диуса капли. Используя значения исходных физических величин из справоч-
ника [18], проведены расчёты всех величин, составляющих выражения (13) и 
(14). Ограничиваясь для простоты случаем εT = 0 приведём таблицу значений 
kqσ + κ и gχ (см. табл. 1).

Таблица 1.
Зависимость величин kqσ + κ, gχ от радиуса капли 

при двух различных значениях температуры

T, K R, м 10–8 10–7 10–6 10–5

293 (kqσ + κ)101, Вт/(мK) 0,9550 0,8938 0,8877 0,8871

gχ107, Вт/K 1,3931 1,3802 1,3789 1,3788

323 (kqσ + κ)101, Вт/(мK) 3,4069 3,1699 3,1462 3,1439

gχ107, Вт/K 3,1316 3,0765 3,0710 3,0704

Как видно из таблицы 1 значения величин kqσ + κ и gχ существенно зависят 
от температуры среды. Их значения при температуре 323 K превосходят соот-
ветствующие значения, полученные при температуре 293 K, примерно 3,5 и 2,2 
раза. Причем, значения этих величин медленно убываю с ростом радиуса капель, 
а несколько большее отличие величин первых двух столбцов численных значе-
ний объясняется учётом кривизны поверхности капель и коэффициента поверх-
ностного натяжения.

Выражение в знаменателе формулы (14), заключённое в квадратные скобки, 
состоит из двух слагаемых, первое из которых явно зависит от радиуса капли. 
Для капель воды, радиусы которых близки значению 10–6 м эти слагаемые будут 
величинами одного порядка, а для более мелких капель значения первого слага-
емого будут значительно меньше значений второго слагаемого, тем самым для 
капель таких размеров учёт скачков концентрации и температуры становится 
более существенным фактором. А для более крупных капель, наоборот, скачки 
концентраций и температуры оказывают всё меньшее влияние на скорость из-
менения радиуса капли при больших значениях времени. При малых значениях 
времени, согласно формуле (13), влияние скачков концентрации и температуры 
на скорость изменения радиуса капли весьма существенно, следовательно, су-
щественно при этом и влияние коэффициента испарения. Формулы (13) и (14) 
отличаются характером зависимости от радиуса капли. В этом можно убедиться 
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по приводимой ниже таблице значений выражений (13), (14) (при εT = 0) (см. 
табл. 2).

Таблица 2.
Зависимость выражений для (dR/dt)0, (dR/dt)∞ от радиуса капли 

при двух различных значениях температуры

T, K R, м 10–8 10–7 10–6 10–5

293 (dR/dt)0105, м/c –4,92 –4,17 –4,092 –4,086
(dR/dt)∞105, м/c –5,35 –4,37 –2,78 –0,61

323 (dR/dt)0105, м/c –14,04 –12,29 –12,11 –12,09
(dR/dt)∞105, м/c –15,08 –12,17 –6,34 –1,18

Сравнивая численные значения выражений для (dR/dt)0 и (dR/dt)∞ при указан-
ных температурах, легко заметить многократное увеличение их абсолютных 
величин при переходе к более высокой температуре. Также общим свойством 
выражений (13) и (14) является то, что они по абсолютной величине убывают 
с увеличением радиуса капли, причём это происходит с разной скоростью: для 
формул при малых значений времени весьма медленно, а для формул при боль-
ших значениях времени значительно быстрее. Особенно быстро для крупных 
капель воды, последнее объясняется тем, что в знаменателе выражения (14) 
содержится слагаемое R(kqσ + κ), значение которого для крупных капель воды 
приближенно равно значению выражения γ 1 0 .q sR k c

По данным таблицы 2 получаем, что численные значения отношения 
(dR/dt)0/(dR/dt)∞ при изменении R от 10–8 м до 10–5 м увеличивается от 0,92 до 
6,70 при температуре T = 293 K и от 0,93 до 10,25 при температуре T = 323 K.

Установленные выше зависимости выражений (13), (14) от различных физи-
ческих факторов следует учитывать при выборе формул для вычисления време-
ни полного испарения аэрозольных капель определённых размеров.

Статья поступила в редакцию 31.07.2018 г.
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