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Федерация

Аннотация. Довольно общей постановкой задачи с целью изучения нестационарного про-
цесса испарения (роста) аэрозольной капли сферической формы получены обобщения 
известных для скорости изменения радиуса капли формул, применяемых для квазиста-
ционарного и нестационарного процессов испарения (роста) капли. Полученные форму-
лы по сравнению с названными формулами позволяют учитывать ряд дополнительных 
факторов, влияющих на скорость изменения радиуса капли. В их числе: кривизна поверх-
ности капли, коэффициент поверхностного натяжения, начальная разница температур у 
поверхности капли, коэффициенты теплопроводности и температуропроводности паро-
газовой смеси, удельная теплота фазового перехода вещества капли, скачки концентра-
ции и температуры, следовательно, и коэффициент испарения вещества капли. Проведён 
численный анализ полученных формул рассмотрением нестационарного процесса испа-
рения капель воды. В частности, при этом сделан вывод о том, что границы применимо-
сти скачков концентрации и температуры при определённых значениях коэффициента 
испарения могут быть расширены на более крупные капли воды, чем это было до сих пор.

Ключевые слова: аэрозольная капля, нестационарное испарение, скачки концентрации и 
температуры, обобщение формул скорости изменения радиуса.
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Annotation. A rather general formulation of the problem in the study of the unsteady evaporation 
(growth) of a spherical aerosol droplet has been used to obtain generalizations of the formulae 
known for the rate of change in the droplet radius, used for quasi-stationary and non-stationary 
evaporation (growth) of the droplet. In comparison with the mentioned formulae, the formulae 
obtained make it possible to take into account a number of additional factors affecting the rate 
of change in the droplet radius. These factors include the curvature of the droplet surface, 
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the surface tension coefficient, the initial temperature difference at the droplet surface, the 
thermal conductivity and thermal diffusivity of the vapor-gas mixture, the specific heat 
of the phase transition of the droplet substance, the concentration and temperature jumps, 
and the evaporation coefficient of the droplet substance. The formulae obtained are analyzed 
numerically by considering the unsteady process of evaporation of water droplets. In particular, 
it is concluded that the limits of applicability of concentration and temperature jumps at certain 
values of the evaporation coefficient can be extended to larger water droplets than it has been 
so far. 

Key words: aerosol droplet, unsteady evaporation, concentration and temperature jumps, 
generalization of formulae for the radius change rate.

Введение
Изучение процессов испарения и конденсации имеют значительный теорети-

ческий и практический интерес. При этом не меньший интерес у исследователей 
вызывают процессы испарения и конденсационного роста аэрозольных капель. 
Это подтверждается большим числом публикуемых теоретических и экспери-
ментальных работ [1–6]. Как отмечал Н.А. Фукс в своей работе [7], изданной 
ещё в 1958 г., что теория этого явления очень сложна. Это объясняется тем, что 
в реальных условиях эти процессы являются нестационарными, и скорость их 
протекания зависит от большого числа факторов.

Основоположником теории испарения капель в газообразной среде был 
Максвелл [7]. Он рассмотрел простейший случай стационарного испарения 
сферической капли, неподвижной по отношению к бесконечно протяжённой 
однородной среде. При этом Максвелл принял, что концентрация пара у по-
верхности капли равна концентрации насыщенного при температуре капли 
пара. Это предположение справедливо при радиусе капли, значительно превы-
шающем длину свободного пути молекул пара, то есть для «крупных капель». 
Максвелл получил формулу для скорости испарения капель, согласно которой 
эта скорость полностью определяется скоростью диффузии пара в окружающей 
среде. Это, так называемый, диффузионный режим испарения. Следствием из 
формулы Максвелла является формула для скорости изменения радиуса капли в 
квазистационарном режиме испарения (или роста) капли [7]. Как сказано в ра-
боте Н.А. Фукса [7], в последующем в эти формулы вносились поправки, учиты-
вающие влияние различных первоначально исключённых факторов. В этой же 
работе решением нестационарного уравнения диффузии получена формула для 
скорости изменения радиуса капли в нестационарном режиме испарения [7].

В настоящей статье рассматривается иной путь обобщения указанных формул 
для скорости изменения радиуса капли. С самого начала выбирается довольно об-
щий подход к постановке задачи, которая включает в себя систему нестационар-
ных уравнений диффузии и теплопроводности среды с надлежащими начальными 
и граничными условиями. С помощью последних учитываются, например, скачки 
концентрации и температуры вблизи поверхности капли. Поскольку некоторые 
из коэффициентов скачков концентрации и температуры зависят от коэффициен-
та испарения вещества капли, то при этом происходит учёт и коэффициента испа-
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рения. Также с самого начала вводятся в рассмотрение уравнения, позволяющие 
учитывать влияние кривизны поверхности капли и коэффициентов поверхност-
ного натяжения и удельной теплоты фазового перехода.

Постановка задачи
Рассмотрим нестационарный процесс диффузионного режима испарения 

(концентрационного роста) неподвижной аэрозольной капли сферической фор-
мы радиуса R, находящейся в бинарной (парогазовой) смеси, первый компонент 
которой образован молекулами вещества капли, а второй компонент – молеку-
лами несущего газа, неиспытывающего фазового перехода в рассматриваемом 
интервале температур.

Пусть распределение (относительной) концентрации пара c1 и температура 
парогазовой смеси T удовлетворяют следующей системе уравнений с начальны-
ми и граничными условиями:
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где r – радиальная координата сферической системы координат с началом в цен-
тре капли, t – время. В нестационарные уравнения диффузии и теплопроводно-
сти, то есть в уравнения (1), (2) соответственно, входят: D = nm2D12/ρe, где D12 – 
коэффициент взаимной диффузии компонентов бинарной смеси; n = n1 + n2; 
n1, m1 и n2, m2  – концентрация и масса молекул первого и второго компонентов 
соответственно; ρe и a – соответственно плотность и температуропроводность 
бинарной смеси.

Отметим, что соотношение (5) выражает условие непрерывности радиального 
потока тепла через поверхность капли. В левой части его учитывается теплота, 
идущая на фазовый переход, пропорциональная величине q – удельной теплоте 
испарения вещества капли, в правую часть входит κ – коэффициент теплопро-
водности парогазовой смеси.

Пусть Ts = Ts(t) – температура поверхности капли, n1(Ts) – концентрация на-
сыщенных паров вещества капли у её поверхности при указанной температуре. 
Введём ещё обозначения
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Для того чтобы получить выражение, определяющее концентрацию насыщен-
ных паров вещества капли над сферической поверхностью, используем прибли-
женные уравнения Кельвина (Томсона) 

 ( ) ( )( )1 1 1 /s sc t c t k Rσ= +  (7)

и Клапейрона – Клаузиуса 

 ( ) ( ){ }1 1 0 01 ,s s q s sc t c k T t T⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  (8)

соответственно. Следует отметить, что последнее уравнение справедливо лишь 
при малом изменении температуры поверхности капли. В уравнениях (7), (8) 
черта над буквой означает концентрацию насыщенных паров вещества капли 
над поверхностью, имеющей пренебрежимо малую кривизну при её температу-
ре, то есть

 ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 | 0
,    .s s s s t

c t c T c c t
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= =

Исключив из уравнений (7), (8) функцию ( )1 ,sc t  получим искомую формулу

 ( ) ( ) ( ){ }1 1 0 01 / 1 ,s s q s sc t c k R k T t Tσ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  (9)

где
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σ – коэффициент поверхностного натяжения, ρi – плотность вещества капли, 
k – постоянная Больцмана.

Отметим, что

 ( )1 0 1 0 1 / .s sc c k Rσ= +  (10)

Из выражения для kσ следует, что концентрация насыщенных паров над по-
верхностью сферической капли существенно зависит от отношения σ/R, по-
этому важность учета коэффициента поверхностного натяжения возрастает с 
уменьшением радиуса капли. 

На скорость испарения (конденсационного роста) аэрозольных капель опре-
делённых размеров может оказывать существенное влияние слой Кнудсена во-
круг капли [7]. Это влияние можно учитывать с помощью следующих граничных 
условий [8]
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скачками концентрации и температуры. Входящие в (11а), (11б) выражения 
c1(r, t) и T(r, t) дают значения относительной концентрации первого компонента 
бинарной смеси и температуру вне слоя Кнудсена.

Коэффициенты Kc
(c), Kc

(T), KT
(T), KT

(c) называют газокинетическими коэффици-
ентами скачков концентрации и температуры. Заметим, что часто вместо этих 
коэффициентов скачков концентрации и температуры удобнее использовать их 
составные коэффициенты
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где γ = Dnm1q. Обращение в нуль составного коэффициента χc, или χT означает 
отсутствие соответствующего скачка.

При проведении численного анализа физических величин, зависящих от ко-
эффициентов скачков концентрации и температуры, будем использовать выра-
жения для коэффициентов скачков концентрации и температуры, приведённые 
в монографии [8], где они получены для случая бинарной газовой смеси обобще-
нием подхода Лоялки, предложенного в работе [9] для однокомпонентного газа.

Отметим что газокинетические коэффициенты Kc
(c), KT

(c) зависят от коэффи-
циента испарения вещества капли, а коэффициенты Kc

(T), KT
(T) не зависят от него.

Итак, соотношениями (1) – (6), (9) (11а) – (11б) выписаны все основные урав-
нения, начальные и граничные условия задачи.

Метод решения задачи. Выражения для скорости 
изменения радиуса капли при больших значениях времени

Для того чтобы получить выражение для скорости изменения радиуса капли, 
согласно работе [7], надо иметь выражение (∂c1/∂r)|r=R. Тогда
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При решении систем нестационарных уравнений вида (1) и (2), обычно при-
меняют интегральное преобразование Лапласа [10]. Как известно, преобразо-
вание Лапласа L устанавливает следующую связь между оригиналом f(t) и его 
изображением F(p), где p – комплексный параметр:
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В нашем случае от неизвестных функций-оригиналов мы должны перейти к 

следующим функциям-изображениям:
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В настоящей статье нас интересует первая из этих функций, то есть функция-
изображение S(r, p). Следуя изложенной в работе [11] процедуре отыскания изо-
бражений и учитывая вид формул (9) и (10), имеем
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εT будем называть начальной разницей температур у поверхности капли (раз-
ность температур внешней и внутренней сторон слоя Кнудсена).)

Нужное нам выражение (∂c1/∂r)|r=R можно найти с помощью обратного преоб-
разования Лапласа. Так как

 

1 1
| |      ,r R r R

c SL
r r

−
= =

∂ ∂⎧ ⎫= ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

то необходимо иметь выражение для изображения (∂S/∂r)|r=R. По выражению 
(13) находим
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Выбор формул для отыскания оригинала дроби (14) зависит от вида про-
стейших дробей, на которые разлагается эта дробь. Рассмотрим выражение 
в скобках знаменателя дроби (14). Обозначив p  через z, приходим к квадрат-

ному трёхчлену
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Корни z1, z2 этого трёхчлена действительны и различны, ибо для большинства 
жидкостей (вода, спирты, эфиры) при температурах поверхности капли ниже 
температуры их кипения дискриминант больше нуля. Таким образом, знамена-
тель выражения (14) можно представить в виде
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где β1 = –z1, β2 = –z2. В таком случае, разложив (14) на сумму соответствующих 
простейших дробей, для нахождения оригинала можно воспользоваться надле-
жащими формулами из таблицы обратных преобразований Лапласа [10] и полу-
чить
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Асимптотическое разложение функции ϕ(βj, t) при больших значениях t мож-
но представить в виде
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при больших значениях t.
Мы рассматриваем процесс медленного испарения капли, то есть масса кап-

ли значительно больше массы вещества, испарившегося с поверхности капли за 
время исследуемого процесса. В таком случае допустимо в постановке задачи и 
в проведённых до сих пор выкладках радиус капли считать постоянной вели-
чиной. В реальном процессе испарения радиус капли изменяется со временем 
и dR/dt < 0.

Из соотношений (12), (15) получаем приближенные выражения для скорости 
изменения радиуса капли при больших значениях времени:

 
( )

( )
( )

2
1  1 .

qcT

i q q

R k D adR Dnm
dt R k g R k g Dat

σ

σ χ σ χ

⎧ ⎫+ κε κ ⎪ ⎪≈ +⎨ ⎬⎡ ⎤ρ + κ + ⎡ ⎤+ κ + π⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
 (16)

Из (16) выделяются следующие формулы для скорости изменения радиуса 
капли
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 ( )
1

 
0

 ,cT

i q

dR Dnm
dt R k gσ χ∞

ε κ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎡ ⎤ρ + κ +⎣ ⎦
 (17)

 
( )
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( )
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1

1
 

 1 .
qcT

i q q

R k D adR Dnm
dt R k g R k g Dat

σ

σ χ σ χ∞

⎧ ⎫+ κε κ⎛ ⎞ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎡ ⎤ρ + κ + ⎡ ⎤+ κ + π⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
 (18)

Анализ формул для скорости изменения радиуса капли
Проведём анализ выражений, находящихся в правых частях формул (17) и 

(18).
Формулы (17) и (18) являются обобщениями хорошо известных в теории ква-

зистационарного и нестационарного процессов испарения (конденсационного 
роста) крупных аэрозольных капель формул [7]. В наших обозначениях их мож-
но представить так:

 

( ) ( )10 1 0 1 ,
qs

s

i

c c DnmdR
dt R

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠ ρ
 (19)

 

( ) ( )10 1 0 1  1 .
ns

s

i

c c DnmdR R
dt R Dat

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ρ π
 (20)

Формула (17) по сравнению с формулой (19) позволяет учитывать ряд до-
полнительных факторов, влияющих на скорость изменения радиуса капли. 
Перечислим их: кривизна поверхности капли, коэффициент поверхностного на-
тяжения, начальная разница температур у поверхности капли, коэффициент те-
плопроводности парогазовой смеси, удельная теплота фазового перехода веще-
ства капли, скачки концентрации и температуры, следовательно, и коэффициент 
испарения капли. Кроме перечисленных факторов в формуле (18) в отличие от 
формулы (20) учитывается ещё коэффициент температуропроводности среды.

Как уже было сказано, формулы (19), (20) были выведены для крупных капель. 
Поэтому при сравнении формул из пары (17), (18) с соответствующей формулой 
из пары (19), (20) следует выяснить значимость определённых выражений из по-
следней пары формул при различных размерах капель.

Проведём численный анализ некоторых величин, входящих в формулы (17) 
и (18). Для этого будем рассматривать нестационарный процесс испарения оди-
ночных капель воды разных размеров в воздушную среду 50% влажности (наи-
более реальный случай) при двух значениях температуры 293 К, 323 К, когда дав-
ление среды P = 0,1 МПа. При этом, основываясь на данных, приведённых в книге 
[12], для коэффициента испарения воды α при указанных выше температурах 
среды полагаем соответственно 0,034 и 0,026. Заметим, что эти значения коэф-
фициента испарения воды сильно отличаются от единицы, поэтому численные 
значения зависящих от α коэффициентов скачков концентрации и температуры 
Kc

(c), KT
(c), вычисленные при указанных здесь значениях α будут отличаться от 
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значений коэффициентов скачков концентрации и температуры, вычисляемых 
часто при α = 1. Повышение порядка величин Kc

(c), KT
(c) должно привести к неко-

торому расширению границ применимости теории нестационарного процесса 
испарения аэрозольных капель, в которой учитываются скачки концентрации 
и температуры, на более крупные капли воды, чем до сих пор предполагалось.

Для процесса испарения капель необходимо выполнение условия

 ( )10 1 0 1 /  0.c sc c k Rσε = − + <

Из соотношений (17), (18) видно, что для процесса испарения должно выпол-
няться ещё условие 1 0 0.cT c s q Tc kε = ε − ε <

Приведём таблицу значений интересующих нас величин, не зависящих от ра-
диуса капли при двух значениях температуры (см. табл. 1).

Таблица 1.
Зависимость величин kq, σ, kσ, κ, α, χc, χT от температуры

T, K kq ⋅ 101, 
K–1

σ ⋅ 101, 
H/м

kσ ⋅ 109, 
м

κ ⋅ 101, 
Вт/(мК) α ⋅ 101 χc ⋅ 106, 

м
χT ⋅ 106, 

м
293 0,59 0,73 1,08 0,26 0,34 4,85 2,09
323 0,47 0,68 0,92 0,28 0,26 8,45 2,32

Проведём численный анализ величин, составляющих выражение 
σ χ+ κ +( ,)qR k g  где ( )σ σ= γ +1 0 .1 /q q sk kck R  Для этого приведём таблицу значений 

величин, зависящих от радиуса капли (см. табл. 2).

Таблица 2.
Зависимость величин kqσ, gχ от радиуса капли 
при двух различных значениях температуры

T, K R, м 10–8 10–7 10–6 10–5 10–4

293

kqσ ⋅ 101,
Вт/(мK) 0,6977 0,6365 0,6304 0,62971 0,62970

gχ ⋅ 107, 
Вт/K 1,3931 1,3802 1,3789 1,37881 1,37880

323

kqσ ⋅ 101,
Вт/(мK) 3,1223 2,8853 2,8616 2,8593 2,8590

gχ ⋅ 107, 
Вт/K 3,1316 3,0765 3,0710 3,07044 3,07039

Так как kσ/R значительно меньше единицы при R � 10–7 м, то учет кривиз-
ны поверхности капли и поверхностного натяжения может оказывать влия-
ние на скорость испарения капель воды только для капель, радиусы которых 
R < 10–7 м, то есть для мелких капель. Разница значений величины kσ при рассма-
триваемых значениях температуры незначительна, на ее значение существенное 
влияние оказывает обратно пропорциональная зависимость от плотности веще-
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ства капли. Если же R ≥ 10–7 м, то замена величины kqσ на произведение 1 0q sk cγ  не 
приведет к большой ошибке.

Пользуясь численными значениями величин, представленных таблицами 1 и 
2, можно убедиться в том, что R(kqσ + κ) ≈ gχ при R ≈ 10–7 м. Капля воды радиуса 
R = 0,7 ⋅ 10–5 м относится к крупным. Для такой капли при T = 293 K имеем 
R(kqσ + κ) ≈ 6,23 ⋅ 10–6 Вт/К. Это значение всего в 4,5 раза превышает соответ-
ствующее значение величины gχ, и пренебрегать при этом значением последней 
величины не следует. Этот пример показывает, что учёт скачков концентрации 
и температуры получает расширение границы применимости при определённых 
значениях коэффициента испарения.

С учётом выше сказанного, для крупных частиц можно использовать следу-
ющие обобщённые формулы для скорости изменения радиуса капли в процессе 
испарении (роста):
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( )
1

 
0

 ,  
qs

cT

i q

dR Dnm
dt R g χ∞

ε κ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎡ ⎤ρ γ + κ +⎣ ⎦
 (21)
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1

1
 

 1 ,
ns

qcT

i q q

R D adR Dnm
dt R g R g Datχ χ∞

⎧ ⎫γ + κκ⎛ ⎞ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎡ ⎤ρ γ + κ + ⎡ ⎤γ + κ + π⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

ε

⎣ ⎦
 (22)

где ( )10 1 0 0 0 1 01 , .cT s q s q q sc c k T T k c⎡ ⎤= − + − γ = γ⎣ε ⎦
Если не учитывать теплоту фазового перехода вещества капли, то есть поло-

жить q = 0 , то 0.qγ =  Если совсем не учитывать влияние слоя Кнудсена вокруг 
капли в виде скачков концентрации и температуры, то gχ = 0 и T0 – Ts0 = 0. Таким 
образом, из формул (21) и (22) получим соответственно формулы (19) и (20).

Статья поступила в редакцию 30.08.2018 г.
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