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Аннотация. В свете калибровочной полевой теории на решетке обсуждаются лиотроп-
ные нематические жидкие кристаллы, проявляющие самоорганизованное течение, так 
называемые активные нематики. Эволюция топологических дефектов в таких системах 
взаимосвязана с этим потоком. Тип фазового перехода «нематик-изотропная» фаза в 
активных нематиках может быть отличен от такового в системах без активности.
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Abstract. Lyotropic nematic liquid crystals (NLCs) exhibiting a self-organizing flow (so called 
‘active nematics’) are discussed within the framework of the lattice gauge field theory. The 
evolution of topological defects in such systems is mutually caused by the flow regime. It is 
shown that the ‘nematic–isotropic’ phase transition in active NLCs may differ from that in 
conventional NLCs.
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Введение
Активные нематические жидкие кристаллы (НЖК), как правило, являются 

лиотропными ЖК системами, их основные свойства – коллективное поведение 
и способность к самоорганизованному течению. История формирования спи-
новой полевой концепции таких активных систем восходит к работам Вильчека, 
Грина, Тонера и Вителли [1; 10; 13; 17], которые, в свою очередь, базируются на 
пионерских трудах Заупе и уравнении Эриксена и Лесли [5–9].

Примеры активных НЖК можно найти среди метаматериалов, частиц Януса, 
активных коллоидов, ротаторов Квинке, бактериальных колоний и пр. [1; 10; 20]. 
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Благодаря способности искажения или переориентации параметра порядка под 
воздействием внешних факторов (например, электрических или магнитных по-
лей) активные НЖК могут применяться в рабочих элементах с переключаемыми 
и настраиваемыми физическими характеристиками, т. е. как материалы совре-
менных датчиков, фотоэлектрических устройств, исполнительных механизмов 
и т. д.

В теории диэлектрической релаксации НЖК формулируется представление о 
динамике директора, обусловленной балансом диэлектрических, вязких и упругих 
моментов через уравнение Эриксена-Лесли. В рамках теории Грина, Тонера, Вителли 
(ГТВ) и аналогичных подходов [1; 13] отдельные НЖК-частицы могут быть связаны 
с локальными спиновыми переменными классической XY модели [16] с дальним по-
рядком, когда динамика системы не потенциальна, т.е. диссипативна. 

С другой стороны, существует динамическая калибровочная теория линей-
ных дефектов, предложенная Кадич и Эделеном (КЭ) [3], в этом представле-
нии структура дефектов как калибровочное поле эволюционирует через ла-
гранжианы с полупрямым произведением группы SO(3) с группой трансляций. 
Коллоидные фазы активных НЖК обладают такими топологическими дефекта-
ми [2; 5], поэтому мы можем использовать подход ГТВ с учётом симметрии и 
нетривиального действия её группы.

Ниже мы представим конфигурации точечных и линейных дефектов (конден-
сат бужумов и дисклинаций) активных нематиков в терминах монополей и дис-
клинаций калибровочной теории, подобно подходу Янга-Миллса [18], предста-
вив энергию Франка с активной силой в гидродинамике в духе теории ГТВ [1]. 
Мы проведём численное моделирование для наблюдаемых гидродинамических 
величин и корреляционных функций, применяя формализм дифференциаль-
ных форм на решетке. 

Динамика, теория упругости и калибровочное поле
Согласно теории Эриксена-Лесли [6] гидродинамическая модель нематика в 

режиме тока включает уравнения Навье-Стокса и уравнения нематодинамики 
соответственно [1; 13]: 

 

∂ δ⎛ ⎞ρ = −∂ + η∇ + α∂ + ∂ λ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ δ
2
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производные вектора директора по времени и поле вектора скорости 
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тензор λijk определён как 
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λ + λ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ = δ + δ − λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1 1 .

2 2ijk j ik k j i j kn n i n n n  (5)

Здесь v(r,t) – поле скоростей (типичная скорость активных частиц ~ 10–
40 мкм/с), r(x,y,z) – положение вектора в декартовых координатах x, y, z, время t и 
n(r,t) поле вектора директора. Уравнение (2) выражает условие несжимаемости, 
которое выводится из уравнения непрерывности в предположении постоянства 

плотности ρ0. P – динамическое давление, δ
δˆ

F
n

 – молекулярное поле, δij – символ 

Кронекера, η – сдвиговая вязкость, предполагаемая здесь для простоты изо-
тропной, γ1 – вращательная вязкость γ1 = α3 – α2, где α2 и α3 – коэффициенты вяз-
кости Лесли. Безразмерный выстраивающий в направлении потока параметр λ в 
(5) выражает анизотропный отклик нематогена на сдвиг. Третий член в правой 
части (1) – компонента активной силы в направлениях k-осей (k =1, 2, 3) который 
может быть сжимающим, если параметр активности α > 0 или растягивающим, 
если α < 0, в зависимости от типа системы. Активная сила, порождаемая иска-
жением поля директора, может быть представлена как = α ∇⋅ + ⋅∇[ ( ) ( ) ].aF n n n n

Упругая энергия Озена-Франка одноосного нематика F даётся выражением:

 
⎡ ⎤= ∇⋅ + ⋅ ∇ × + × ∇ ×⎣ ⎦∫ 22 2

1 2 3
1 ( ) ( ( )) ( ) ,
2 V

F K K K dVn n n n n  (6)

Она содержит упругие константы K1, K2 и K3, относящиеся к компонентам 
сдвига (∇ ⋅ n), кручения (n ⋅ (∇ × n)) и изгиба (n × (∇ × n)) в (2) соответственно. 
Объём, занятый активным нематиком, обозначен V. Здесь мы принимаем для 
упрощения одноконстантное приближение K1 = K2 = K3 = K [2; 5].

Модель, описываемая уравнениями (1) – (5) и (6), с точки зрения молеку-
лярного поля базируется на комбинации материальных параметров, выража-
ющих вязкость, инерцию и эффекты упругости в терминах чисел Эриксена и 
Рейнольдса и коэффициентов Лесли [4; 14; 19]. 

Термин «динамической дисклинации» в калибровочном приближении, вве-
дённый в [3], позволяет изучать упругие свойства материалов с дефектами, 
которые нелинейны по своей природе. Цель калибровочной теории – транс-
формировать концепцию «силы лобового сопротивления» в геометрическое по-
нятие связности. Его будет в действительности достаточно, если мы будем знать 
о наличии течения, вызванного эволюцией конфигурации топологических де-
фектов, в отдельных самоорганизующихся нематических коллоидах. В динамике 
дефектов и по теории КЭ матрица градиента деформации должна быть заменена 
на тензор деформации. Так, например, на основании подхода КЭ, было найдено 
аналитическое решение типа монополя для дисклинации, связанной с лагран-
жианов в SO(3) [11].

Неабелева группа вращений SO(3) лагранжиана директора нематика локаль-
но изоморфна группе SU(2). В абелевой проекции 3D на U(1) [12] имеем лагран-
жиан 
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( )μν μ= + Φ + λ Φ −

22 22
22

1 1 ,L G D
g

 (7)

с полем монополя Φ и затравочным зарядом g, Dμ = ∂μ + iBμ. Gμν = ∂μBν – ∂νBμ, 
Bμ есть дуальное калибровочное поле, аналогичное электромагнитному 
полю Gμν = ½εμναβ (∂αAβ – ∂βAα), где εμναβ – символ Леви-Чивиты и Ai – обычное 
калибровочное поле, λ2 – коэффициент самодействия скалярного поля. Поле 
Gμν относится к диссипативной и полной кинетической энергии. Отметим, 
что это поле и коэффициент Эриксена может быть введены из (1)–(5) и (6) как 
параметры. Все монополи взаимодействуют трубкой тока через кулоновский 
потенциал идентично дисклинации с ядром. Статсумма монопольных токов 
между двумя бужумами в отдельной капле нематика может быть представлена в 
виде дифференциальных операторов.

Результаты вычислений на решетке
Чтобы охарактеризовать эволюцию топологических дефектов в активных 

НЖК, мы изучаем свойства статсуммы токов j в виде [12]

 
{ }

∈ +
δ =

−= − π β Δ∑
* ( )2

0

2 1const exp 4 ( , ) .
j Z Ck

j

Z j j  (4)

Здесь суммирование ведётся по (D – k – 2)-формам монопольных токов j как 
сумма по всем монопольным дефектам (здесь, бужумам) оригинальной теории, 
где k – ранг дифференциальной формы, Ck – k-мерная ячейка решётки, β – об-
ратная температура, Δ – оператор Лапласа на операторах дуальной решётки. В 
такой записи при k = 0, D = 3, мы имеем XY модель со стандартным действием 
1/T∑x,μ cos(ϕx – ϕx+k), где x – узлы решетки, ϕi – компактные динамические пере-
менные, пробегающие от – π до π, i = 1 … 4, при обходе по плакетам вдоль ду-
альной кубической решётки. Дуальные токи, вычисленные по модулю 2π, есть 
*j = ½π (|ϕ1 – ϕ2|2π + |ϕ2 – ϕ3|2π + |ϕ3 – ϕ4|2π + |ϕ4 – ϕ1|2π).

На рис. 1 показаны вычисленные термодинамические величины, наблюдае-
мые, это, например, теплопроводность на дуальной решётке с самодуальными 
условиями. Здесь калибровочное поле Ai отражено в гидродинамическом пара-
метре, числе Эриксена Er = γ1vr0/K, где γ1 – вращательная вязкость поля дирек-
тора γ1 = α3 – α2 с коэффициентами Лесли α3 и α2. Величина v – скорость в точке 
ro в формулах (1)–(5). Второй стандартный параметр модели – химический по-
тенциал. 

Ожидаемый переход из нематической в изотропную фазу (N → I) соответ-
ствует переходу «конфайнмент-деконфайнмент» в теории струн. По сравнению 
с традиционными нематиками [15] этот переход сдвинут в область более высо-
ких температур (рис. 1), имеет гладкий экстремум и некий пороговый характер 
при увеличении температуры. 
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Рис. 1. Температурная зависимость теплоёмкости 
для двух решёток 483 (квадраты) и 643 (кружки), ошибки вычислений не показаны. 

Выбрано произвольно число Er = 10 и химпотенциал 0,1.

Заключение
В работе мы аргументировали применимость калибровочной теории для дис-

сипативных систем с неабелевым параметром порядка в поле топологических 
дефектов, т.е. для случая активных НЖК, где компоненты силы лобового сопро-
тивления, например, капли нематика, соединены в калибровочном поле. 

Вследствие применения такого метода калибровочного поля и дифференци-
альных форм, мы можем в принципе задавать гидродинамические значения в 
отсутствие некоторых экспериментальных данных в режиме течения, что важно 
для предсказания фазового поведения и упругих свойств новых материалов.

Мы показали, что типичный фазовый переход N → I в коллоидных каплях 
активных НЖК отличается от такового обычных лиотропных нематиков.

Статья поступила в редакцию 19.09.2018 г.
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