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Аннотация. В данной статье задача об испарении двух одинаковых взаимодействующих 
аэрозольных капель в диффузионном режиме решена операторными методами. Для вре-
мени полного испарения двух капель приведены точная и приближенная формулы. 
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EVAPORATION THEORY FOR TWO IDENTICAL INTERACTING AEROSOL 
DROPS ON THE BASIS OF THEORY OF LINEAR OPERATORS 

A. Khasanov
Plekhanov Russian University of Economics

Stremyanny per. 36, 11799 7Moscow, Russian Federation

Abstract. The problem of evaporation of two identical interacting aerosol drops in diffusion 
mode is solved by operator methods. The exact and approximate formulas are given for the 
complete evaporation time of two drops. 

Key words: aerosol drops, evaporation of drops, interacting drops.

Введение
Задачи об испарении капель с учётом различных факторов рассматривались 

в целом ряде работ [1–5]. В случае твёрдых аэрозольных частиц задачи об их су-
блимации также рассматривались с учётом различных факторов [7; 8]. Решение 
задачи об испарении двух взаимодействующих аэрозольных капель с исполь-
зованием бисферической системы координат приведено в работе [6]. Этот ме-
тод является достаточно сложным и имеет ограниченную область применения. 
Например, он неприменим для решения различных задач о двух взаимодейству-
ющих двухслойных частицах. С нашей точки зрения, более простыми методами 
для решения задач о двух взаимодействующих аэрозольных частицах являются 
операторные методы [7]. Целью данной работы является решение задачи об ис-
парении двух взаимодействующих аэрозольных капель операторными методами 
и получение точных и приближенных формул для поправочного коэффициен-
та к формуле для времени полного испарения одиночной аэрозольной частицы, 
характеризующего влияние фактора взаимодействия двух частиц. Для простоты 
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в данной работе мы рассматриваем испарение двух одинаковых взаимодейству-
ющих частиц.

Методы
Пусть две одинаковые неподвижные капли чистого вещества находятся в би-

нарной газовой смеси. Первый компонент смеси состоит из молекул летучего 
вещества капли, а второй компонент – из молекул несущего газа. Молекулы газа 
на поверхностях капель не испытывают фазового перехода. Пусть а – радиус ка-
пель, λ – средняя длина свободного пробега молекул газовой смеси. Будем счи-
тать, что λ/а  1. Пусть n1 и n2 – численные концентрации молекул первого и 
второго компонентов смеси, n0 = n1 + n2, c1 = n1/n0. Будем считать, что c1  1 
(процесс испарения протекает в диффузионном режиме). Пусть Te – распределе-
ние температуры в газовой смеси. Будем считать, что на большом расстоянии от 
капель температура Te и относительная концентрация c1 постоянны и равны со-
ответственно значениям Te∞ и c1∞. Поле температуры Te  характеризуется малыми 
перепадами: |(Te – Te∞)/Te∞| 1. Пусть ( )j

iT  – поле температуры внутри j-й капли, 

где j ∈ {1, 2}. Поля Te, 
( )j
iT  и c1 описываются следующей системой уравнений:

 
( )

10, 0, 0.j
e iT T cΔ = Δ = Δ =  (1)

Перейдём к граничным условиям на поверхностях капель. Для полей темпера-
тур выполняется следующее условие: 

 
( )j

e iT T=  на поверхности j-й капли. (2)

Пусть c1s(T) – относительная концентрация молекул насыщенных паров веще-
ства капель при температуре T. Будем считать, что 

 
( )( )1 1
j

s ic c T=  на поверхности j-й капли. (3)

Пусть Ti0 – невозмущённое значение температуры поверхности одиночной 
капли, то есть значение температуры поверхности одиночной капли, когда вто-
рая капля находится на достаточно большом расстоянии от неё. Решение задачи 
об испарении одиночной капли приводит к следующему уравнению относитель-
но Ti0 [6]:

 ( ) ( )0 1 1 0 12 1 0 1( ) 0,e i e s iT T L m n D c T c∞ ∞κ − + − =

где κe и D12 – коэффициент теплопроводности и коэффициент взаимной диффу-
зии компонентов бинарной смеси, L1 и m1 – удельное тепло фазового перехода и 

масса молекул первого компонента. Для величин ( )( )1
j

s ic T  на поверхностях ка-

пель используются следующие линеаризованные соотношения:

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1 0 0 0
j js

s s i i ii i
cc T c T T T T
T

∂= + −
∂

 на поверхности j-й капли.
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Для радиальных потоков тепла через поверхности капель выполняются сле-
дующие условия:

 
( ) ( ) ( )( )1 1 0 12 1, , , ,j

e e j j i jiT e L m n D c e T e−κ ∇ − ∇ = −κ ∇  
 (4)

где je
  – единичный вектор внешней нормали к поверхности j-й капли, запись 

( ), a b
  означает скалярное произведение векторов  a  и b


, κi – коэффициент

 
теплопроводности вещества капель.

Перейдём к решению системы уравнений (1). Пусть O1 и O2 – центры капель, 
O – середина отрезка O1O2, l – расстояние между центрами капель. Выберем де-
картову систему координат Oxyz, в которой ось Oz направлена от центра первой 
к центру второй капли. Везде далее r, θ, ϕ – сферические координаты точки в 
системе координат с началом в точке O. Путём параллельного переноса системы 
Oxyz в точки O1 и O2 получим ещё две системы координат. Везде далее rj, θj, ϕj – 
сферические координаты точки в системе координат с началом в точке Oj, где 
j ∈ {1, 2}. Поля Te, 

( )j
iT  и c1 обладают свойством осевой симметрии относитель-

но оси Oz. Пусть Pn – многочлен Лагранжа, ( ) ( )cos ,j
n n jP P= θ  

( ) ( )cos ,j n
n n jjH r P= θ  

( ) ( )1
1 cos .j n

n jn jH r P− −
− − = θ  Поле Te представляется в виде ( ) ( )1 2 ,e eT T ∞= + ε + ε  где ε(j) – 

возмущение значения Te∞, вызванное j-й каплей и удовлетворяющее условиям 
( ) 0jΔε =  и ( )lim 0.j

r→∞
ε =  Записав каждое возмущение в виде разложения по объём-

но-сферическим функциям в своей системе координат [7], получим разложение:

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1

0 0
,e e es ens n

s n
T T A H A H

∞ ∞

∞ − − − −
= =

= + +∑ ∑

где ( )1 ,esA  
( )2
enA  – неопределённые коэффициенты. 

Аналогично разлагается c1:

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1

0 0
,cs cns n

s n
c c A H A H

∞ ∞

∞ − − − −
= =

= + +∑ ∑

где ( )1 ,csA  
( )2
cnA  – неопределённые коэффициенты. 

Так как поля ( )j
iT  ограничены при rj → 0, то они представляются в следующем 

виде: 

 

( ) ( ) ( )
0

0
, j j j

i si is
s

T T A H
∞

=

= +∑

где ( )j
isA  – неопределённые коэффициенты.
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Перейдём к поиску неопределённых коэффициентов из граничных условий на 
поверхностях частиц. Пусть ( ) ( ) ( )1 11 ,n

en io e enA T T a x+
∞= −  

( ) ( )( ) ( )2 21 ,1 n n
en io e enA T T a x+

∞= − −  
( ) ( ) ( )1 11

1 0 1( ) ,n
cn s i cnA c T c a x+

∞= −  
( ) ( )( ) ( )2 21

1 0 1( ) 1 ,n n
cn s i cnA c T c a x+

∞= − −  
( ) ( ) ( )1 1 ,n

io ein inA T T a x−
∞= −  

( ) ( )( ) ( )2 2 ,1 n n
io ein inA T T a x−

∞= − −  где ( ) ( ) ( ), ,j j j
en cn inx x x  – неопределённые коэффициенты. 

При учёте граничных условий на поверхности одной капли, вблизи этой капли 
объёмно-сферические функции, записанные в сферической системе координат с 
началом в центре другой капли, разлагаются [7] по объёмно-сферическим функ-
циям, записанным в сферической системе координат с началом в центре рассма-
триваемой капли по формулам

 
( ) ( ) ( )2 11

1
0

1 ,n n s n
n s sn

s
H l C H

∞
− − −

+− −
=

= − ∑

 
( ) ( ) ( )1 21

1
0

,1 sn s n
n s sn

s
H l C H

∞
− − −

+− −
=

= −∑
а в получившихся двойных суммах меняется порядок суммирования. Пусть 

( ) ( ) ( )( )0 1, ,  ,
Tj j j

e e eX x x= …
 

( ) ( ) ( )( )0 1, ,  ,
Tj j j

c c cX x x= …
 

( ) ( ) ( )( )0 1, , 
Tj j j

i i iX x x= …  – бесконечно-

мерные векторы. В случае двух одинаковых капель картина симметрична относи-
тельно плоскости Oxy. Поэтому ( ) ( )1 2 ,e e eX X X= =  

( ) ( )1 2 ,c c cX X X= =  
( ) ( )1 2 ,ii iX X X= =  

а граничные условия будем учитывать только на поверхности первой капли. 
Поиск трёх векторов Xe, Xc, Xi будем вести в пространстве [7]

( )1 1 2

1

 , , ,  
T

i

i

l X X x x x
∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = … < +∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  операторными методами. Пространство  

l1 является линейным нормированным пространством с нормой 
1

  .i
i

X x
∞

=

= ∑
 

Пусть ( )
1
ML  – линейное пространство матриц A c бесконечным числом строк и 

столбцов, элементы asn которых удовлетворяют условию 
1

sup .sn
n s

a
∞

=

< +∞∑  Это
 

пространство является линейным нормированным пространством с нормой 

1
sup .sn
n s

A a
∞

=

= ∑  В пространстве l1 рассмотрим линейный оператор, действую-

щий из l1 в l1 по формуле Y = AX, где ( )
1 ,MA L∈  X ∈ l1, AX – произведение матрицы 

A на вектор X. Для матрицы и порождённого ею матричного оператора будем ис-
пользовать одно и тоже обозначение. Можно показать, что AX ∈ l1, если ( )

1 ,MA L∈   
1,X l∈  а норма матричного оператора A, согласованная с нормой вектора X, 
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совпадает с числом 
1

sup .sn
n s

A a
∞

=

= ∑  Далее наряду с обозначением asn для элемен-

та с индексами s и n матрицы A будем использовать и другое обозначение (A)sn. 
Граничные условия (2), (3) и (4) приводят к следующим уравнениям:

 1,e e iX MX X E+ − =  (5)

 
( ) ( )

1
0 1

1 0 1
,s io e

c c i i
s i

c T TX MX T X E
T c T c

∞

∞

∂ −+ − =
∂ −

 (6)

 
1 1 ,i

e e c c i
e

X MX X MX Xκ− + Λ + −Λ =
κ

 (7)

где E1 = (1, 0, 0, ...)T ∈ l1, а элементы матриц ( )
1 1

MLΛ ∈  и ( )
1
MM L∈  определяются 

по формулам ( ) 1 1
2 ,n n s

n ssnM C − + −
+ −= τ

 
( )1 ,1

snsn
s
s
−Λ = δ  s ≥ 1, n ≥ 1, τ = a/l, δsn – символ

 
Кронекера.

Можно показать, что ||M|| < 1 при 0 ≤ τ < 0,5 и ||Λ1|| = 1, а решением системы 
(5) – (7) являются векторы Xi = 0, Xe = Xc = (E + M)–1E1, где элементы матрицы E 
определяются по формуле (E)sn = δsn. Отсюда следует, что ( ) ( )1 2 .ioi iT T T= =  Поля Te 
и c1 могут быть записаны с использованием ограниченных линейных операто-
ров и линейных функционалов, определённых в l1. Так как нашей целью является 
нахождение времени полного испарения капель, приведём формулу только для 

величины 1

1

c
r

∂
∂

 на поверхности первой капли:

 

( ) ( )( )( )1 0 1 11
1 3 2 1

1
,s ic T cc P M E M E

r a
∞ −−∂ = θ Λ −Λ +

∂
 (8)

где элементы матриц Λ2 и Λ3 определяются по формулам (Λ2)sn = sδsn, (Λ3)sn = 
(s – 1)δsn, (можно показать, что (Λ3M – Λ2)(E + M)–1E1 ∈ l1), а P(θ1) – огра-
ниченный линейный функционал, определённый в l1 и равный для любого 
X = (x1, x2, ...)T ∈ l1 скалярному произведению векторов (P0(cosθ1), P1(cosθ1), 
P2(cosθ1), ...) и (x1, x2, ...).

Используя формулу (8), мы сможем найти в сферической системе координат с 
началом в центре первой капли величину потока первого компонента через бес-
конечно малый элемент её поверхности:

 
1 2

1 0 12 1 1 1
1

.cdQ n D a sin d d
r

∂= − θ θ ϕ
∂

 (9)

Проинтегрировав обе части равенства (9) по поверхности первой капли, на 
основании равенств (Λ2)11 = 1, (Λ3)11 = 0 и свойств многочленов Лежандра найдём 
поток Q1 первого компонента бинарной смеси через поверхность первой капли:



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2018 / № 1

87

 ( ) ( ) 1
1 0 12 1 0 1 11 .4 ( ) T

s iQ n D a c T c E E M E−
∞= π − +  (10)

Зная Q1, можно перейти к изучению зависимости переменного радиуса a ис-
паряющихся капель от времени t, считая при этом, что расстояние между цен-
трами частиц l остаётся постоянным. Так как

 
3

1 1
4
3

,i
d a m Q
dt

⎛ ⎞π ρ = −⎜ ⎟⎝ ⎠

где ρi – плотность вещества капель, a = lτ, то при постоянном значении l получим 
дифференциальное уравнение с разделёнными переменными: 

 
( ) ( )
2

1
1 0 12 1 0 1 11

.
( )

i

Ts i

l ddt
m n D c T c E E M E−

∞

ρ τ τ= − ⋅
− +

 (11)

Пусть ( )s
et  – время полного испарения одиночной аэрозольной капли с началь-

ным радиусом a0, а ( )d
et  – время полного испарения дублета из двух аэрозольных 

капель с начальным радиусом a0. Проинтегрировав обе части этого уравнения 
(11) от 0 до ( ) ,d

et  получим 

 

( )
( ) ( )

02
0

12
1 0 12 1 0 1 0 10 1

2 ,
2 ( )

d i
e

Ts i

a dt
m n D c T c E E M E

τ

−
∞

ρ τ τ= ⋅
− τ +

∫  (12)

где a0 – начальное значение радиуса капель, τ0 = a0/l. 
Из формулы (12) можно вывести формулу для времени полного испарения 

одиночной аэрозольной капли с начальным радиусом a0. Переход к одиноч-
ной аэрозольной капле равносилен переходу в формуле (12) к пределу при 
l → +∞ при постоянном значении a0. Так как τ0 = a0/l, то предельный переход при 
l → +∞ равносилен предельному переходу в равенстве (12) при τ0 → 0. Так как  

( ) 1
11

0 
lim 1,TE E M E−

τ→
+ =  то по правилу Лопиталя:

 ( )
0

0
120 0 10 1

2lim 1.
T

d
E E M E

τ

−τ →

τ τ =
τ +
∫  (13)

Так как ( ) ( ) ( )
0 0  
lim lim ,d d s

e e e
l

t t t
τ → →+∞

= =  то из формул (12) и (13) получим:

 

( )
( )
2
0

1 0 12 1 0 1
.

2 ( )
s i
e

s i

at
m n D c T c ∞

ρ=
−

 (14)

Таким образом, величина 

 ( )
0

12
0 10 1

2
T

df
E E M E

τ

−
τ τ=

τ +
∫  (15)
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играет роль поправочного коэффициента, характеризующего влияние фактора 
взаимодействия капель на их время полного испарения:

 
( ) ( ) .d s
e et f t= ⋅  (16)

Анализ полученного результата
Для приближенных вычислений коэффициента f по формуле (15) достаточ-

но возможностей программы Excel. Если оставить в матрицах E и M первые 52 
строки и 52 столбца, то получим очень высокую точность вычислений. Величина  

( ) 1
11

TE E M E−+  расположена в левом верхнем углу матрицы (E + M)–1. Так как 

0 ≤ τ < 0,5, то пусть, для определённости, величина τ0 = a0/l не превосходит 0,49, 
что соответствует условию l ≥ 2,04a0. При вычислении значения поправочного 
коэффициента f по формуле (15) для конкретных значений τ0 ≤ 0,49 определён-
ный интеграл можно найти с большой точностью по приближенной формуле 
Симпсона. Полученные значения поправочного коэффициента f близки к значе-
ниям, вычисленным с применением бисферической системы координат. 

Если при нахождении матрицы (E + M)–1 не учитывать степени τn, где n > 7, то 

формула ( ) ( )1

1
1 i i

i
E M E M

∞
−

=

+ = + −∑  приобретает вид:

 ( ) 1 2 3 4 5 6 7 ,E M E M M M M M M M−+ = − + − + − + −

так как Mn = 0 при n > 7. Отсюда следует, что:

 ( ) 1 2 3 4 5 6 7
11 1 .2 3 5 9TE E M E−+ = − τ + τ − τ + τ − τ + τ − τ

Если теперь выражение 
( ) 1

11

1
TE E M E−+

 разложить по степеням τn, не учиты-

вая также степени τn, где n > 7, то получим выражение:

 ( )
4 6 7

1
11

1 1 2 .
TE E M E− = + τ − τ − τ + τ

+

Отсюда

 ( )
0

4 6 7
0 0 0 012

0 10 1

2 2 1 1 41
3

.
3 4 9T

d
E E M E

τ

−
τ τ = + τ − τ − τ + τ

τ +
∫

В результате получим приближенные формулы:

 

4 6 7
0 0 0 02 1 1 41

3 3 4 9
,a a a af

l l l l
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (17)

 

( ) ( )
4 6 7

0 0 0 02 1 1 41
3 3

.
4 9

d s
e e

a a a at t
l l l l

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎥⎠

 (18)
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Если значения поправочного коэффициента f находить по точной формуле 
(15) и по приближенной формуле (17) при a0 / l ≤ 0,49, то есть при l ≥ 2,04a0, 
то относительная погрешность не превосходит 0,5%.

Статья поступила в редакцию 20.02.2018 г.
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