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Аннотация. В статье приведён расчёт магнитной индукции при произвольном отношении 
длины свободного пробега электронов к толщине слоя. В качестве граничных условий 
задачи приняты условия зеркально-диффузного отражения электронов. Рассмотрена ма-
кроскопическая асимптотика и проведён анализ полученных результатов.
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Abstract. The paper presents the calculation of the magnetic induction at an arbitrary ratio of 
the free path length of electrons to the thickness of the layer. As boundary conditions of the 
problem the conditions of mirror-diffuse reflection of electrons are accepted. The macroscopic 
asymptotics is considered and the analysis of the obtained results is carried out. 
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Введение
В современной микроэлектронике наиболее востребовано исследование элек-

тромагнитных свойств малых проводящих объектов [1]. Такие объекты широко 
применяются при создании интегральных микросхем, изготовлении защитных 
покрытий и экранов. В частности, это имеет прямое отношение к расчёту элек-
тромагнитных характеристик тонкого проводящего слоя [2–6]. 
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В работе [4] была построена модель локальной электрической проводимости 
плоского слоя из металла с учётом различных коэффициентов зеркальности его 
поверхностей и проанализирована зависимость действительной и мнимой ча-
сти функции проводимости от частоты объёмных и поверхностных столкнове-
ний электронов.

Однако изучение электромагнитных свойств тонкого металлического слоя бу-
дет неполным, если не рассмотреть распределение в пространстве создаваемого 
им магнитного поля. 

В данной работе на основе кинетического подхода выполнен расчет индукции 
магнитного поля внутри тонкого слоя из металла, как функции текущего рас-
стояния, отсчитываемого от центральной плоскости слоя. Поскольку толщина 
такого слоя может быть сравнимой со средней длиной свободного пробега Λ, 
то следует подробно изучить влияние поверхностного рассеяния электронов на 
распределение магнитного поля. 

Заметим, что в публикуемой статье не учитывается проявление скин-эффекта 
и отклонение от закона Видемана-Франца (это является темой отдельного ис-
следования). 

Также не принимаются во внимание квантовые эффекты, которые существен-
ны, если характерный линейный размер проводящего объекта будет одного по-
рядка с длиной волны де Бройля для электронов. Электромагнитные свойства 
квантового слоя в диэлектрической среде изучались в работе [7]. 

Математическая модель и расчёт
Пусть имеется тонкий металлический слой толщиной a, к концам которого 

приложено переменное электрическое напряжение частоты ω. Будем считать, 
что электрическое поле параллельно слою и направлено вдоль координатной оси 
X, координатная ось Z направлена вглубь слоя. Напряжённость электрического 
поля изменяется с течением времени по закону: 

 ( )0 exp .i t= − ωE E

В отсутствии внешнего электрического поля равновесное распределение элек-
тронов слоя по энергиям описывается с помощью функции Ферми–Дирака:

 

( ) ( )0
1 ,

exp 1
f

kT

ε =
⎛ ⎞ε −μ

+⎜ ⎟⎝ ⎠

где ε – кинетическая энергия, μ – химический потенциал, k – постоянная 
Больцмана, T – абсолютная температура.

Мы считаем зависимость кинетической энергии электронов от скорости v 
квадратичной:

 

2
,

2
mvε =
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где m – эффективная масса электрона.
При любой температуре, когда металл является твёрдым телом, его электро-

ны можно рассматривать как вырожденный ферми-газ (при этом формально 
T→0). Поэтому для равновесной функции f0(ε) далее используется ступенчатая 
аппроксимация: 

 
( )0

1,0 ,
0,

F
F

F
f

≤ ε ≤ ε⎧⎪= Θ ε − ε = ⎨ ε < ε⎪⎩

где 
2

F
F

mε = v
 
– энергия Ферми (vF – скорость Ферми). Причём длина среднего 

свободного пробега электронов Λ и электронное время релаксации τ связаны 
соотношением: Λ = vF τ.

Также для функции f0(ε) имеем:

 ( )0 ,Ff = η ε − ε

 
( ) 1, 0,

0, 0;
x

x
x
>⎧⎪η = ⎨ <⎪⎩

 
( )0 0

F x
x x

f f mv
v v
∂ ∂ ∂ε= = −δ ε − ε
∂ ∂ε ∂

(здесь δ – дельта-функция Дирака). 
При наличии внешнего электрического поля функция распределения электро-

нов по скоростям f(z,v) подчиняется кинетическому уравнению Больцмана [8]: 

 
0 0 , z
x

f f f f feEv
t z m v

∂ ∂ ∂ −+ + = −
∂ ∂ ∂ τ

 (1)

где e – заряд электрона, vz и vx – соответственно, проекции скорости электронов 
проводимости на координатные оси Z и X. 

Линеаризуем (1) по внешнему полю E. При этом функция f может быть запи-
сана в виде:

 ( ) ( ) ( )0 1, , ,f z f f z= ε +v v

где f1(z,v) – малое отклонение f(z,v) от f0(ε).
Тогда уравнение Больцмана в приближении времени релаксации электронов 

имеет вид: 

 
1 0 1

1 . z
x

f f feEv i f
z m v

∂ ∂= + − ω = −
∂ ∂ τ

 (2)

Общее решение уравнения (2): 

 
( ) ( )0

1
1, 1 exp .

x z

fe E zf z i
m v v

⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ ⎛ ⎞⎪ ⎪= +ϕ − − ω⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
v v
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Зададим следующие граничные условия с учётом того, что q1 и q2 – коэффици-
енты зеркальности верхней и нижней поверхностей слоя:

 ( ) ( )1 1 1, , , 0z z zf v z a q f v z a v= = − = >

 ( ) ( )1 2 1, 0 , 0 , 0.z z zf v z q f v z v= = − = <

Функция f1(z,v) распадается на две функции:

 

( ) ( )

( ) ( )

0
1

0
1

1, 1 exp , 0,
 

1, 1 exp , 0.

z
x z

z
x z

fe E zf z i v
m v v

fe E a zf z i v
m v v

+ +

− −

⎧ ⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ ⎛ ⎞⎪ ⎪= +ϕ − − ω >⎪ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫⎛ ⎞∂τ − ⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ = +ϕ − ω <⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠∂ τ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭⎩

v v

v v  (3)

Для удобства введём обозначения:

 

1 ,
F

a i i
v

⎛ ⎞Ω = − ω = Δ − Ψ⎜ ⎟⎝ ⎠τ

 
0 .
x

fe EA
m v

∂τ=
∂

При 

 ( )2 10, ,zz f q f v+ −= = −

 ( )1 2, .zz a f q f v− += = −

Тогда: 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2

1

1 1 exp ,
1 1 exp .

z z

z z

v q v
v q v

+ −

− +

⎧ +ϕ = +ϕ − −Ω⎪
⎨

+ϕ = +ϕ − Ω⎪⎩  (4)

Из выражения (4) находим:

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
2 1 2

1 2

1 exp 1 exp
,

1 exp 2z
q q q

v
q q

+
+ −Ω − + −Ω

ϕ =
− − Ω

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
1 2 1

1 2

1 exp 1 exp
.

1 exp 2z
q q q

v
q q

−
+ −Ω − + −Ω

ϕ =
− − Ω

При этом выражение (3) примет следующий вид:
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
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2 1 2
1
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1

1 2

1 exp 1 exp
, 1 exp , 0,

1 exp 2

1 exp 1 exp
, 1 exp 1 , 0.

1 exp 2

z

z

q q q
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q q a

q q q zf z A v
q q a

+

−

⎧ ⎧ ⎫+ −Ω − + −Ω⎪ ⎪⎪ = + −Ω >⎨ ⎬− − Ω⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫+ −Ω − + −Ω ⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + Ω − <⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠− − Ω ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎩

v

v

Для расчёта плотности тока будем использовать формулу:

 
13 3

0 1 ,en en f d f d
−⎡ ⎤= 〈 〉 = ∫ ∫⎣ ⎦j v v v v

где n – концентрация электронов проводимости, которая определяется стан-
дартным образом, исходя из свойств распределения Ферми–Дирака,

 

3 3 3
3

03 3
42 2 ,

3
Fm m vn f d v

h h
π= ∫ =

где h – постоянная Планка.
Для нахождения плотности тока j(z) удобно перейти в сферическую систему 

координат (v,Θ,Φ), с учётом того, что vz = v ∙ cos(Θ) = vF  ∙ cos(Θ):

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

22 2
03 2

3
0 0

2
3

0

3

2

2 cos

sin 1 exp / cos

sin 1 exp 1 / cos .

z

z

fe m Ej z dv d v
h v

v z d

zv d
a

∞ π

π

+

π
−

π

∂= ϕτ Φ ×
∂

⎡
⎢

× θ +ϕ −Ω θ θ +⎢
⎢
⎣

⎤
⎛ ⎞ ⎥⎛ ⎞⎛ ⎞+ θ +ϕ Ω − θ θ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎥

⎦

∫ ∫

∫

∫
 (5)

Преобразовав (5), можно получить аналитическое выражение для плотности 
тока внутри слоя как функции безразмерного расстояния до его верхней поверх-
ности ξ = z/a:

 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

22
3

0

2 1

1 2

1 2

1 2

3 sin
4

1 exp / cos exp / cos 1
2 exp

1 exp 2 / cos cos

1 exp / cos exp / cos 1 1
exp .

1 exp 2 / cos cos

x
F

ne aj E
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q q
q q

q q
d

q q

π

= θ×
Ω

⎡ − −Ω θ + −Ω θ − −Ωξ⎛ ⎞× + × +⎢ ⎜ ⎟⎝ ⎠− − Ω θ θ⎢⎣
⎤− −Ω θ + −Ω θ − ⎛ ⎞−Ω −ξ

+ × θ⎥⎜ ⎟− − Ω θ θ⎝ ⎠ ⎥⎦

∫
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Вектор магнитной индукции B внутри тонкого металлического слоя рассчи-
таем с помощью теоремы о циркуляции. При её применении мы будем исходить 
из того, что распределение тока по сечению слоя является неоднородным:

0y x
sL

B dl j dS= μ ∫∫

(μ0 – магнитная постоянная вакуума).
Применив теорему к замкнутому контуру в виде прямоугольника, который 

лежит в плоскости YZ, получим:

 

2
0

2

,
2

B

B

a z

y x
a z

B j dz
+

−

μ= ∫

где новая координата zB, через которую задаются пределы интегрирования, 
отсчитывается от центральной плоскости XY слоя. 

Для дальнейших вычислений и анализа результатов удобно ввести «безраз-
мерную координату индукции» δ = zB /a. Используя такое обозначение, мы полу-
чаем следующую формулу для расчёта магнитной индукции внутри слоя в рам-
ках кинетического подхода:

 

1
2

0

1
2

.
2k xB a j d

+δ

−δ

μ= ξ∫
 (7)

В случае a >> Λ (Δ→∞) из (7) можно получить макроскопическую асимптоти-
ку магнитной индукции. После проведения несложных вычислений имеем:

 

2 2
0 .m

F

ne a EB
v m

μ δ=
Ω

Анализ результатов 
Проведём численный расчёт магнитной индукции тонкого металлического 

слоя. Для этого удобно предварительно выполнить стандартную процедуру за-
писи формулы (7) в безразмерном виде.

На рис. 1 представлена зависимость отношения D модуля магнитной индук-
ции тонкого слоя Bk к модулю магнитной индукции макроскопического слоя Bm 
от «безразмерной координаты индукции» δ при различных значениях параме-
тров Δ, ψ, q1 и q2. Для всех кривых на рисунке ψ = 1, q1 = q2 = 0. Причём для кри-
вой 1 – Δ1 = 1, для кривой 2 – Δ2 = 2, для кривой 3 – Δ3 = 3.
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Рис. 1. Зависимость отношения D модуля магнитной индукции тонкого слоя 
к модулю магнитной индукции макроскопического слоя от «безразмерной 

координаты индукции» δ.

Из рис. 1 видна тенденция уменьшения модуля магнитной индукции тонкого 
металлического слоя по отношению к индукции макроскопического слоя при 
переходе от его центральной плоскости к периферии. Данная тенденция имеет 
место при произвольных значениях параметра Δ, который выражает собой сте-
пень различия толщины слоя a и средней длины свободного пробега электронов 
Λ внутри него. Такое поведение кривых объясняется учётом рассеяния электро-
нов на нижней и верхней поверхностях слоя.

Рис. 2. Зависимость отношения D модуля магнитной индукции тонкого слоя 
к модулю магнитной индукции макроскопического слоя от безразмерной 

обратной длины свободного пробега электронов Δ.
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На рис. 2 приведено отношение модуля магнитной индукции тонкого слоя 
Bk к модулю магнитной индукции макроскопического слоя Bm как функции па-
раметра Δ. Для всех кривых на рисунке ψ = 1, q1 = q2 = 0. Причём для кривой 
1 – δ1 = 0, для кривой 2 – δ2 = 0,4, для кривой 3 – δ3 = 0,49.

Из анализа хода кривых можно сделать вывод об их нетривиальном поведении в 
области значений параметра Δ порядка единицы, то есть, когда толщина слоя срав-
нима со средней длиной свободного пробега электронов Λ в нём. Такое поведение 
кривых, по-видимому, связано с резонансными эффектами, которые наблюдаются 
при отражении электронов проводимости от поверхностей слоя. Заметим, что кар-
тина значительно усложняется, если коэффициенты зеркальности различны. В этом 
случае распределение магнитного поля внутри слоя становится несимметричным.

Статья поступила в редакцию 19.02.2018 г.
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