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Аннотация. Рассмотрен опыт преподавания дисциплин вероятностного цикла, включа-
ющих курсы «Теория вероятностей», «Математическая статистика», «Теория случайных 
процессов», студентам технического университета с использованием интерактивных ком-
пьютерных систем (или математических пакетов (МП)). Обозначены цели и задачи курсов 
в рамках инженерно-технического образования. Представлены методические проблемы 
преподавания вероятностных дисциплин, основные идеи их разрешения, методы и приё-
мы обучения. Особая роль отведена вопросам использования информационных техноло-
гий, методическим аспектам их применения при решении конкретных прикладных задач. 
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Abstract. We consider the experience of teaching probability cycle, including the courses “Probability 
Theory”, “Mathematical Statistics” and “Theory of Stochastic Processes”, to students of technical 
universities with the use of interactive computer systems [or mathematical packages (MPs)]. The 
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goals and objectives of courses within engineering education are described. Methodical problems 
of teaching probabilistic disciplines, the basic ideas of their resolution, methods and techniques 
of teaching are considered, as well as the role of using information technologies, methodological 
aspects of their use in the solution of specific applied tasks.

Key words: probability theory, mathematical statistics, theory of random processes, random 
variables, sampling, hypothesis testing, methodological problems of teaching, information 
technology, interactive computer system.

Введение

Особое место среди дисциплин математического цикла, вошедших в структуру 
образовательных стандартов нового поколения, занимают теория вероятностей, 
математическая статистика, теория случайных процессов, а также ряд дополни-
тельных дисциплин, изучаемых студентами на старших курсах бакалавриата или 
в магистратуре. Вероятностные дисциплины тесно связаны с практикой, имеют 
большое прикладное значение, поскольку изучают математические модели стати-
стических закономерностей природы. Вероятностные и статистические методы 
широко используются в технических, технологических, экономических науках. 
Это связано с развитием массовых процессов в производстве и экономике, с раз-
витием экспериментальной техники и необходимостью проведения более тонкого 
анализа результатов эксперимента. В настоящее время во всех инженерно-техни-
ческих, технологических, экономических вузах читается курс теории вероятно-
стей и математической статистики. Даже если не всем инженерам в своей про-
изводственной деятельности придётся применять вероятностно-статистические 
методы, то, во всяком случае, им необходимо познакомиться с основными поня-
тиями и идеями, чтобы понимать соответствующие выводы.

Остановимся на особенностях преподавания и методическом обеспечении 
дисциплин вероятностного цикла, учитывая опыт их изложения в МГТУ имени 
Н.Э. Баумана [1–6]. 

Цели и задачи дисциплины

Дисциплины «Теория вероятностей», «Математическая статистика» и «Теория 
случайных процессов» входят в вариативную часть математического и есте-
ственнонаучного цикла учебного плана студентов. 

Основными целями изучения дисциплин вероятностного цикла являются: 
приобретение знаний основ теории вероятностей и практических навыков по 
применению её методов для решения типовых и прикладных задач; формиро-
вание у студента знаний основных идей и методов математической статистики, 
играющих важнейшую роль в разработке и анализе соответствующих матема-
тических моделей для широкого круга процессов и явлений окружающего мира; 
приобретение знаний по теории случайных процессов и практических навыков 
применения её методов для изучения и моделирования случайных явлений в 
динамике их развития; научить студентов правильно выбирать вероятностную 
модель явления и проводить необходимые эксперименты.
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Главные задачи освоения дисциплин состоят в том, чтобы:
− ознакомить студентов с теорией множеств, способами вычисления вероят-

ностей случайных событий, понятиями дискретной и непрерывной случайной 
величины (в том числе в многомерном пространстве), способами качественного 
и количественного описания и анализа законов распределения, а также их чис-
ловых характеристик, основами применения асимптотических методов теории 
вероятностей; 

− ознакомить студентов с основами выборочной теории (способами сбора 
и представления данных, методами планирования эксперимента, оцениванием 
характеристик законов распределения по выборочным данным); теорией точеч-
ного и интервального оценивания параметров распределения; проверкой стати-
стических гипотез; основами регрессионного анализа; 

− ознакомить студентов с вероятностными характеристиками случайного 
процесса, связанными с ними числовыми характеристиками, основными типа-
ми случайных процессов (с независимыми и некоррелированными приращени-
ями, стационарных в узком и широком смысле, марковских, нормальных и др.).

Важным представляется развитие у студента знаний и умений, основанных на 
использовании описанных методов при решении задач в смежных дисциплинах 
естественнонаучного и профессионального циклов образовательной програм-
мы, способности к математическому исследованию прикладных вопросов, уме-
нию перевести практическую задачу на математический язык.

Для успешного освоения вероятностных дисциплин требуется интеграция 
знаний, полученных при изучении дисциплин математического цикла (матема-
тического анализа, аналитической геометрии и линейной алгебры, дифференци-
альных уравнений, теории функций комплексного переменного, интегральных 
преобразований, уравнений математической физики), а также навыки по при-
менению интерактивных математических пакетов.

Интерактивные компьютерные системы

Решение инженерных задач с применением вероятностно-статистических ме-
тодов обычно требует большого объёма вычислений. Использование в учебном 
процессе интерактивных компьютерных систем (или математических пакетов 
(МП)) позволяет проводить процедуры вычисления достаточно быстро, эффек-
тивно и способствует формированию у студентов глубоких и прочных знаний, 
умений и навыков. Владение математическими пакетами позволяет будущему 
инженеру решать многие вычислительные задачи с высокой точностью и за зна-
чительно меньшее время, чем то, которое необходимо для написания соответ-
ствующих программ на языках программирования.

Основные пакеты прикладных математических программ, такие как Maple, 
Mathematica, MatLab, MathCAD и др., широко используются для аналитических 
расчётов, статистического моделирования, решения различных задач вероят-
ностно-статистического направления. Эти пакеты содержат встроенную ма-
тричную и комплексную арифметику, поддерживают работу с алгебраическими 
полиномами, дают возможность проводить численное интегрирование диффе-
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ренциальных и разностных уравнений, строить разнообразные виды графиков 
функций, трёхмерных поверхностей, содержат встроенный аппарат для моде-
лирования и анализа случайных величин. Такие МП, используя общепринятый 
способ изображения математических объектов и удобную операционную среду, 
позволяют формулировать проблемы и получать решения в обычной матема-
тической форме, не прибегая к рутинному программированию. Возможности и 
простота интерфейса таких математических пакетов сделали их весьма популяр-
ными и распространёнными. 

Применение МП в учебном процессе [7–9] позволило уделять больше време-
ни методологии решения математической задачи (обсуждать условия задачи, 
возможные методы её решения, полученные результаты), переложив выполне-
ние рутинных операций на вычислительную среду. Кроме того, возможно ре-
шение таких задач, которые аналитическими методами, доступными студентам, 
решить не представляется возможным. 

Использование МП позволяет создать для некоторых типов задач шаблоны 
решения, позволяющие, варьируя исходными данными задачи, получать полные 
решения с изменением промежуточных и конечных результатов в виде аналити-
ческих зависимостей или графических изображений.

Приведём примеры использования математических пакетов MathCAD [7], 
MatLab [8] и Mathematica [9] при решении задач вероятностного и статистиче-
ского характера. Задачи такого типа можно разбирать на семинарских занятиях, 
предлагать на лабораторных работах, а также включать в типовые домашние за-
дания, входящие в промежуточный контроль по дисциплине.

Рассмотрим пример задания по модулю «Случайные величины. Предельные 
теоремы», который является составной частью дисциплины «Теория вероятно-
стей».

Пример 1. Случайная величина ξ имеет плотность распределения вероятно-
стей f(x) = Ax2(1 – x), 0 ≤ x ≤ 1. Требуется:

а) найти константу A и функцию распределения;
б) построить графики плотности и функции распределения;
в) найти моду, медиану, математическое ожидание и дисперсию;
г) найти плотность g(x) распределения суммы двух независимых случайных 

величин с плотностью f(x), построить график g(x);
д) пользуясь центральной предельной теоремой, оценить интервал, в кото-

ром будет находиться среднее арифметическое 100 значений случайной величи-
ны ξ с вероятностью не менее 0,95;

е) смоделировать 20 выборок объёма 100 из закона распределения случайной 
величины ξ и по ним оценить интервал из пункта д).

Решение. Первые пять пунктов удобно выполнить при помощи математиче-
ского пакета MathCAD. 

Начнём с пункта а). Проинтегрировав функцию f(x) = x2(1 – x) по отрезку [0,1] 
в режиме символьных вычислений, получаем ответ 1/12. Следовательно, иско-
мая константа A = 12. Далее, находим функцию распределения F(x) при 0 ≤ x ≤ 1, 
символьно вычислив интеграл
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4

0

: 12 1 : 4 3
x

f x t t F x f t dt F x x x= ⋅ − = → −∫
Очевидно, что F(x) = 0 при x < 0, F(x) = 1 при x > 1. 
В пункте б) построим графики плотности и функции распределения на от-

резке [0,1] (рис. 1).
Пункт в). Чтобы найти моду, т.е. точку максимума f(x), продифференцируем 

её и найдём точку пересечения графика f ′(x) с осью Ox:

( ) 22 3 .d f x x x
dx

→ −

Как нетрудно видеть, мода равна 2/3. По графику плотности мы выясняем, 
что max F(x) = f(2/3) = 16/9, т.е. фигура площади 1, ограниченная графиком 
плотности, вписана в прямоугольник П = [0,1] × [0,16/9] площади 16/9. (рис. 2). 
Это обстоятельство пригодится нам в пункте е).

Чтобы найти медиану, нужно решить уравнение F(x) = 0,5. Сделаем это при 
помощи команды solve.

3 4

0,26421069356097389807 0,38430423124046170357 1
0,26421069356097389807 0,38430423124046170357 1

4 3 0,5 ,
0,61427243186761045172
1,2474822885876706777

i
i

x x x

− − ⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟− + ⋅⎜ ⎟⋅ − ⋅ − →
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

solve

Рис. 1. Графики плотности (а) и функции распределения (б).

Рис. 2. Вычисление моды.
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Нас интересует только корень, принадлежащий отрезку [0,1]. Таким образом, 
медиана примерно равна 0,614.

Вычислим математическое ожидание E, дисперсию D и среднеквадратичное 
отклонение σ среднего выборки объёма n = 100.

( ) ( )
1 1

2 2

0 0

3 1: : : 0,02
5 25

DE x f x dx E D x f x dx E D
n

= ⋅ → = ⋅ = → σ = σ =∫ ∫
Пункт г). Найдём плотность g(x) распределения суммы двух независимых слу-

чайных величин с плотностью f(x) и построим график g(x). 
Плотность распределения суммы двух независимых случайных величин вы-

числяется при помощи свертки. Но, поскольку функция f(x) задана по-разному 
на трёх интервалах, для символьного вычисления g(x) придётся применить раз-
ные формулы на разных интервалах значений х.

При x < 0 и x > 2, очевидно, g(x) = 0.
На отрезках [0,1] и [1,2] вычислим g(x) по двум разным формулам, которые 

получены из формулы свертки с учётом того, что f(x) = 0 вне отрезка [0, 1]. 
Полученные функции обозначим, соответственно, g1(x) и g2(x).

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1

0 1

7 6 5

2 3 7 6 5

1 : 2 :

36 24 241
35 5 5
576 288 336 36 24 242 24
35 5 5 35 5 5

x

x

g x f t f x t dt g x f t f x t dt

g x x x x

g x x x x x x x

−

= ⋅ − = ⋅ −

→ ⋅ − ⋅ + ⋅

→ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

∫ ∫

Затем «склеим» из них функцию g(x) на отрезке [0, 2] и построим её график 
(рис. 3).

Пункт д). По центральной предельной теореме оценим интервал, в котором с 
вероятностью 0,95 будет находиться среднее арифметическое 100 значений слу-

Рис. 3. График функции g(x).
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чайной величины ξ. Сначала найдём такое r > 0, что стандартная нормальная 
случайная величина с вероятностью 0,95 попадёт в отрезок [–r, r]:

2

2

0

1: 1,96 0, 475.
2

r x

r e dx
−

= ⋅ =
π ∫

После этого концы искомого интервала находим по следующим формулам:
0,561 0,639E r E r− ⋅σ = + ⋅σ =

Пункт е) удобнее выполнить при помощи MatLab, поскольку в нём имеются 
удобные средства создания матриц из случайных чисел и работы с этими ма-
трицами. Возникает трудность с генерацией случайной величины с заданным 
распределением, поскольку стандартный прием, использующий обратную 
функцию F –1(x), здесь неприменим: пришлось бы решать уравнение 4-й степе-
ни. Воспользуемся другим методом. Пусть случайные точки (х,у) равномерно 
распределены в прямоугольнике П = [0,1] × [0,16/9]; будем оставлять только 
те точки, у которых y < f(x) (т.е. лежащие под графиком плотности) и брать их 
х-координаты в качестве нужной нам выборки.

Рис. 4. Скрипт программы генерации m выборок объема n.
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Приведём текст программы, генерирующей m выборок объема n (рис. 4): 
Приведём пример работы этой программы (для экономии места рассмотрим 

количество выборок m = 4 и объём выборки n = 10) (рис. 5). Здесь брали объём 
выборки «с запасом» N = 30.

Далее по полученным выборкам требуется оценить интервал из пункта д). 
Поскольку был найден 0,95-доверительный интервал для математического 
ожидания среднего арифметического выборки, в этот интервал ожидается 
попадание 19 из 20 значений средних арифметических. Чтобы получить 
значения средних арифметических наших выборок (построчные средние 
матрицы Х), применим команду sum суммирования столбцов (предварительно 
транспонировав матрицу Х), затем разделим на n. К вышеприведённому скрипту 
нужно добавить одну команду (рис. 6):

Рис. 5. Пример работы программы генерации выборок.

Рис. 6. Добавочная команда к программе генерации выборок.
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Здесь число попаданий в интервал из пункта д) совпало с математическим 
ожиданием числа таких попаданий, т.е. 19.

Следующий пример относится к дисциплине «Математическая статистика».
Пример 2. Имеется две партии транзисторов, срок службы которых представ-

лен в таблицах 1 и 2.

Таблица 1.
Время работы (в часах) транзисторов из первой партии.

318, 114, 304, 40, 232, 102, 89, 196, 31, 123, 31, 139, 25, 676, 53, 156, 107, 116, 84, 
92, 3, 72, 415, 14, 269, 34, 154, 66, 514, 58, 446, 129, 52, 20, 150, 44, 125, 26, 25, 62, 
209, 13, 21, 177, 97, 279, 164, 364, 23, 24, 104, 246, 238, 33, 161, 49, 97, 32, 209, 102, 
130, 73, 233, 68, 57, 206, 7, 137, 48, 12, 28, 124, 75, 125, 233, 51, 164, 141, 4, 91, 232, 
84, 204, 222, 113, 17, 139, 136, 122, 14, 29, 72, 214, 4, 179, 196, 188, 94, 867, 229, 136, 
81, 155, 129, 23, 281, 184, 352, 165, 4, 13, 151, 0, 16, 51, 55, 233, 89, 15, 112, 283, 175, 
130, 45, 109, 216, 31, 116, 214, 212, 354, 631, 88, 67, 88, 75, 41, 75, 200, 13, 159, 87, 
40, 57, 145, 15, 50, 96, 35, 49, 3, 35, 66, 17, 134, 129, 9, 9, 329, 71, 427, 231, 43, 66, 315, 
87, 57, 316, 361, 33, 135, 445, 25, 127, 214, 11, 25, 97, 149, 45, 32, 193, 36, 95, 277, 32, 
137, 74, 137, 255, 218, 27, 68, 387, 134, 226, 38, 79, 203, 20

Таблица 2. 
Время работы (в часах) транзисторов из второй партии.

50, 78, 52, 89, 91, 108, 70, 136, 42, 29, 28, 0, 81, 38, 45, 61, 98, 21, 164, 13, 146, 51, 
105, 39, 51, 242, 35, 23, 6, 28, 59, 378, 76, 116, 107, 38, 54, 101, 299, 331, 301, 389, 69, 
222, 37, 49, 451, 15, 13, 8, 112, 32, 43, 7, 6, 124, 116, 27, 90, 2, 102, 55, 31, 27, 28, 75, 
21, 36, 36, 9, 52, 49, 204, 129, 33, 122, 93, 41, 63, 111, 52, 33, 38, 53, 48, 149, 20, 183, 
108, 1, 105, 244, 23, 10, 131, 97, 92, 7, 16, 163, 341, 31, 140, 167, 57, 163, 106, 230, 22, 
46, 2, 270, 50, 2, 58, 301, 84, 40, 65, 48, 63, 165, 110, 162, 65, 29, 2, 41, 44, 145, 31, 25, 
14, 85, 161, 140, 5, 5, 18, 209, 22, 61, 291, 50, 7, 20, 27, 42, 7, 235, 11, 136, 14, 48, 291, 
192, 17, 5, 129, 11, 174, 212, 241, 55, 81, 14, 4, 627, 30, 66, 7, 42, 32, 84, 49, 595, 9, 88, 
155, 62, 89, 43, 222, 198, 83, 43, 29, 61, 37, 135, 67, 56, 26, 44, 317, 18, 125, 173, 64, 82

Требуется сравнить числовые характеристики выборок. Можно ли считать 
распределения обеих партий одинаковыми? Для каждой выборки проверить ги-
потезу об экспоненциальном распределении.

Решение. Начнём с построения гистограмм и диаграмм размаха для обеих вы-
борок (рис. 7).

Далее приведены построенные графики для сравнения выборок (рис. 8). Из 
них видно, что распределения отличаются, но оба должны хорошо приближать-
ся экспоненциальным законом. 

Начнём с проверки гипотезы однородности H0 по критерию Колмогорова–
Смирнова. Этот критерий состоит в следующем. Пусть имеется две независимые 
выборки X и Y объёмов n и m соответственно, полученные из непрерывных рас-
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пределений. По полученным выборкам стоят их эмпирические функции распре-
деления ˆ  и ˆ .Y

mF  Статистика критерия Dn,m вычисляется по формуле

,
ˆ ˆsup | ( ) ( ) | .X Y

n m n m
x R

D F x F x
∈

= −

Естественно, большие значения статистики свидетельствуют против гипоте-
зы H0 о равенстве функций распределения выборок X и Y. Поэтому критическая 
область критерия имеет вид {Dn,m > cα}, где α – уровень значимости критерия. 
Значение cα для больших выборок получается из следующего хорошо известного 
результата.

Согласно теореме Смирнова, для любого t > 0

 

2 22
,

,
lim ( ) ( 1) .j j t

n m
n m j

mn D t K t e
m n

+∞
−

→∞
=−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪< = = −⎨ ⎬+⎪ ⎪⎩ ⎭
∑P

Функция распределения K(t) соответствует закону распределения 
Колмогорова, её значения берутся из таблиц. 

Рис. 7. Скрипт программы построения гистограмм 
и диаграмм размаха для каждой из выборок.

Рис. 8. Гистограммы (а) и диаграммы размаха (б) для каждой из выборок.
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Рис. 9. Построение эмпирических функций распределения.

Рис. 10. Графики эмпирических функций распределения для обеих выборок.

Рис. 11. Значение статистики Колмогорова–Смирнова и ее критическое значение.
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Критерий Смирнова уровня значимости α состоит в том, что вычисленное 

значение статистики Dn,m сравнивается величиной 1 ,n mc k
nmα −α
+=  где k1–α –

 
квантиль уровня 1 – α распределения Колмогорова K(t). Если вычисленное зна-
чение Dn,m > cα, то гипотеза H0 отклоняется. 

Расчёт критерия Колмогорова–Смирнова будем проводить в системе 
Mathematica. Начнём с того, что зададим эмпирические распределения для вы-
борок и построим графики ˆ X

nF  и ˆY
mF  (рис. 9).

Как видно из приведённых графиков (рис. 10), функции распределения не 
очень близки. 

Вычислим статистику Колмогорова–Смирнова и её критическое значение 
(рис. 11).

Так как полученное значение статистики больше критического, то гипотезу  
H0 следует отклонить.

Теперь проверим гипотезу об экспоненциальном распределении для каждой 
из выборок по критерию хи-квадрат (рис. 12).

Так как для обеих выборок полученные p-value больше уровня значимости α, 
то гипотеза об экспоненциальном распределении принимается для каждой из 
выборок. 

Заключение

Использование в учебном процессе интерактивных компьютерных систем по-
зволяет достаточно эффективно, быстро и с большой точностью решать инже-
нерные задачи с применением вероятностно-статистических методов, обычно 
требующих большого объёма вычислений. Возможности таких систем огромны 
и владение ими существенно активизирует освоение математических понятий 
и методов реш ения задач. Применение математических пакетов является осо-

Рис. 12. Скрипт программы проверки по критерию хи-квадрат 
гипотезы о виде распределения.
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бенно обоснованным, когда речь идёт о средних и больших выборках, так как 
вычисления могут быть очень громоздкими. Однако с помощью систем компью-
терной математики и встроенных процедур вычисления проводятся достаточно 
просто.

Разумная интеграция традиционных учебных занятий и математических па-
кетов, создающая таким образом информационную среду, позволяет сделать 
процесс обучения гораздо интереснее, продуктивнее и способствует формиро-
ванию у студентов глубоких и прочных знаний, умений и навыков. 
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