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Abstract. Analytical properties of the high-speed overshoot effect in a shock-compressed binary 
gas mixture are investigated. The sufficient conditions for realization of this effect by variable 
approximate parameters in bimodal distributions for gas mixtures are obtained. 
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1. Введение

Эффект высокоскоростного перехлёста в ударно сжатых смесях газов был 
установлен ранее в численных исследованиях структуры ударных волн методом 
статистического моделирования Монте-Карло. Этот эффект сводится к преоб-
ладанию числа Nneq высокоскоростных пар внутри фронта волны над числом Neq 
в поступательно равновесной зоне за фронтом [1]. 

Аналитически данный эффект был получен в работе авторов [2]. 
При этом в работе [2] было также дополнительно установлено, что эффект 

имеет строгий максимум по величине Nneq/Neq, зависящий от степени сжатия в 
сильной ударной волне.

1 Работа выполнена в рамках гранта РФФИ № 17-07-00-945А / Th e work was supported by the 
Russian Foundation for Basic Research (Grant No. 17-07-00-945A).
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В численных исследованиях ударной волны методом Монте-Карло были вы-
явлены также все основные физические факторы, ускоряющие протекание ки-
нетических процессов в ударных волнах:
• эффективное снижение порога химических реакций внутри фронта удар-

ной волны вследствие «пучкового» характера бимодальной функции распреде-
ления Тамма-Мотт-Смита;
• снижение скорости равновесных химических реакций в «горячей» зоне за 

фронтом ударной волны вследствие сильного разбавления «релеевского» газа 
преобладающим лёгким носителем;
• снижение скорости равновесных высокопороговых химических реакций в 

«горячей» зоне за фронтом ударной волны вследствие энергетических затрат на 
диссоциацию (снижение равновесной статистической температуры по сравне-
нию с кинетической внутри фронта ударной волны);
• ускорение скоростей высокопороговых химических реакций вследствие 

анизотропии поля кинетических температур внутри ударной волны.
Следует отметить также, что относительный эффект высокоскоростного «пе-

рехлёста» растёт с увеличением энергетического порога неупругих столкнове-
ний пар молекул. Для констант скоростей пороговых химических реакций этот 
факт неоднократно подчёркивался в работах В.Ю. Великодного (см., например, 
[3]). В работах этого же автора, по-видимому, впервые был предложен аналити-
ческий подход к исследованию пороговых поступательно неравновесных про-
цессов на основе бимодального распределения молекул в ударной волне. В его 
исследованиях основное внимание уделялось влиянию первого «пучкового» 
фактора на эффект «перехлёста» скоростей поступательно неравновесных по-
роговых химических реакций. Влияние анизотропии поля кинетических темпе-
ратур на величину этого эффекта было рассмотрено в работе [4].

Аналитический подход к исследованию эффекта пороговой поступательной 
неравновесности в ударной волне обладает рядом преимуществ принципиаль-
ного характера (в смысле окончательности выводов) по сравнению с числен-
ным. Правда, это достигается за счёт значительного упрощения математической 
модели рассматриваемого эффекта. Так, используя эллипсоидальную функцию 
распределения молекул для компонентов смеси газов [4], можно показать опре-
делённую взаимозависимость всех четырёх определяющих физических факто-
ров задачи. При этом, для учёта влияния этих факторов на коэффициенты ско-
ростей поступательно неравновесных пороговых химических реакций можно 
предложить универсальную формулу [4].

Аналитические свойства бимодального распределения пар молекул позво-
ляют, в свою очередь, установить принципиальный факт наличия максимума 
для относительной величины эффекта «перехлёста» числа пар молекул внутри 
фронта ударной волны по сравнению с соответствующим числом пар молекул 
за ней. Более того, для оценки величины «перехлёста» пар молекул можно пред-
ложить универсальное аналитическое выражение, вывод которого не требует 
детального численного расчёта структуры фронта ударной волны. Для простого 
газа это было сделано в работе [4]. Для бинарной смеси газов наличие макси-
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мума для величины соответствующего «перехлёста» было установлено в работе 
[5]. В настоящей работе приводится формула для её оценки. Показано также, что 
для известных аналитических аппроксимаций одночастичных функций распре-
деления молекул вопрос о наличии или отсутствии эффекта высокоскоростно-
го «перехлёста» в ударных волнах сводится к чисто алгебраической проблеме о 
приведении к каноническому виду функции распределения пар молекул.

2. Теоремы о необходимых и достаточных условиях эффекта 

высокоскоростного «перехлёста» внутри фронта ударной волны

В работе авторов [6], в которой были сформулированы аналогичные теоремы 
для однокомпонентного (простого) газа, отмечалось, что распространение их на 
случай бинарной ударно сжатой смеси газов сопряжено с преодолением ряда су-
щественных трудностей.

Главной из них является то, что в смесях газов бимодальное распределение 
по скоростям молекул не может быть безоговорочно применено для расчёта 
структуры ударной волны, как это делалось в простом газе. Как правило, об-
ласть применимости классического бимодального распределения Тамма-Мотт-
Смита с постоянными параметрами в виде аппроксимационных макроскопи-
ческих скоростей и кинетических температур групп молекул в сверхзвуковых 
и дозвуковых «крыльях» этого распределения ограничена малыми значениями 
концентраций одного из компонентов смеси [7]. Только в этом случае удаётся 
сохранить все преимущества бимодальной аппроксимации парциальной функ-
ции распределения, как и в случае ударных волн в простом газе, и получить про-
стое аналитическое решение задачи.

В силу этого получение необходимых и достаточных условий высокоскорост-
ной поступательной неравновесности для произвольных, в общем случае, зна-
чений концентрации компонентов смеси газов становится значительно более 
сложным. 

В бинарных смесях газов с функциями распределения для лёгкого и тяжё-
лого компонентов можно составить три функции распределения пар молекул 
по модулю относительной скорости G(α,β). Этими функциями являются: G(l,l) – 
функция распределения пар внутри лёгкого компонента (α = β = l; l – light), вто-
рая – G(l,h) − функция пар лёгкий-тяжёлый компонент (α = l; β = h; h – heavy), тре-
тья – G(h,h) – функция пар тяжёлый-тяжёлый компонент (α = β = h). Усреднение 
данных функций, умноженных на то или иное сечение химической реакции 
(зависящей также от модуля относительной скорости) даёт константу скорости 
этой реакции. 

Функции пар молекул получаются на основе интегрирования произведения 
двух одночастичных функций для компонентов бинарной смеси. Для форму-
лировки искомых теорем используется аппроксимация Тамм-Мотт-Смита. 
Согласно этой аппроксимации, каждая из одночастичных функций представ-
ляет из себя линейную комбинацию (суперпозицию) «холодного» / «горячего» 
максвелловского распределения в ударной волне: на входе («холодного»), а на 
выходе («горячего»), соответственно.
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Аналитические исследования, проведённые к настоящему моменту, показали, 
что в ударно сжатых смесях газов постоянство по толщине ударной волны ма-
кроскопических параметров, играющих роль температуры и скорости в «холод-
ном» и «горячем» крыле Тамм-Мотт-Смитовской аппроксимации, в общем слу-
чае невозможно в рамках данной аппроксимации. Исключением является случай 
малой концентрации «лёгкого» (газ Лоренца) или «тяжёлого» (газ Релея) компо-
нента, когда предположение о постоянстве частичных макроскоростей и кон-
центраций, входящих в «холодные»/«горячие» части Тамм-Мотт-Смитовской 
аппроксимации функции распределения каждого компонента, остаётся спра-
ведливым (при исследовании структуры ударной волны).

Заметим, что в нашем исследовании эффекта высокоскоростного «перехлё-
ста» функции распределения пар молекул интересен как раз случай не только 
малых значений концентраций тяжёлого компонента по сравнению с лёгким, 
но также и его ещё более частный вариант, когда mh намного превосходит ml. 
Именно в этих условиях, как показывают численные исследования, эффект «пе-
рехлёста» оказывается наиболее сильным.

Возвращаясь к общему случаю произвольных соотношений концентраций 
компонентов бинарной смеси и их масс, заметим, что в настоящее время в чис-
ленных аналитических исследованиях структуры ударной волны в бинарных 
смесях на основе распределения Тамм-Мотт-Смита наиболее часто исполь-
зуются три схемы. Общей для всех трёх схем является переменность весовых 
множителей в виде концентраций «холодного» и «горячего» крыла Тамм-Мотт-
Смитовского распределения для каждого компонента смеси. Переменность же 
остальных двух аппроксимационных параметров: макроскоростей пучков моле-
кул и их кинетических температур различна в этих трёх схемах.

В наиболее общем случае переменными по толщине волны являются аппрок-
симационные кинетические температуры и скорости как в «холодном», так и в 
«горячем» крыльях одночастичных функций распределения.

Однако, иногда из-за большого числа искомых неизвестных макропараметров 
(в общем случае, не менее восьми) задачу часто существенно упрощают, сохра-
няя переменность минимального числа аппроксимационных макропараметров: 
концентрации, макроскорости и кинетической температуры только в «горячем» 
или только в «холодном» крыле Тамм-Мотт-Смитовского распределения.

В работе авторов [5] теоремы о необходимых и достаточных условиях эффекта 
высокоскоростного «перехлёста» относятся к случаю переменности аппрокси-
мационных макропараметров только в «горячем» крыле бимодальных распреде-
лений смесей газов, что и составляет главную трудность при их формулировке. 
Численная же реализация соответствующего эффекта высокоскоростного «пе-
рехлёста» рассматривалась для частного случая малых концентраций тяжёлого 
компонента (релеевская смесь), где этот эффект наиболее заметен.

Заметим, что в рассмотренном ранее случае переменных аппроксимационных 
макропараметров в «горячем» крыле бимодальных распределений смесей газов 
[5] локальный эффект «перехлёста» состоит в выполнении неравенства:
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пательно неравновесная и поступательно равновесная функции распределения 
пар молекул внутри фронта ударной волны.

Величина G1s
(α,β) отличается от G1

(α,β) постоянством аппроксимационных ма-
кропараметров, рассчитываемых по соотношениям Ренкина – Гюгонио [8]. В 
точном значении понятия эффекта «перехлёста» неравенство (1) следовало бы 
записать в виде:

 
( )( ), 1 0.G α β − >  (2)

Различие формул (1) и (2) как раз и обусловлено переменностью аппрокси-
мационных макропараметров в «горячем» крыле бимодальных распределений 
смесей газов [5; 9].

Рассмотрим далее, при каких дополнительных условиях выполнение неравен-
ства (1) оказывается достаточным и для выполнения неравенства (2). 

Прежде всего заметим, что в простом (однокомпонентном) газе неравенства 
(1) и (2) просто совпадают [6]. Такое же совпадение имеет место и в так называ-
емом рэлеевском газе, когда концентрация лёгкого компонента nl значительно 
превосходит концентрацию тяжёлого компонента nh, причём:

 
( ) ( ) ( ), , ,
1 1 1, 1. sG G Gα β α β α β= =  (3)

Нетрудно видеть, что при G1
(α,β) > G1s

(α,β) неравенство (2) будет следовать из 
выполнения неравенства (1).

Действительно, в этом случае справедливо:

 
( )( ) ( ) ( )( )α βα β α β− > − >   ,, ,

11 0,G G G

и из выполнения неравенства (1) для локального эффекта «перехлёста» следует 
выполнение неравенства (2) для глобального эффекта «перехлёста» в его исход-
ном смысле. 

Оставшийся случай:

 
( ) ( ), ,
1 1sG Gα β α β<  (4)

требует особого рассмотрения, которое мы проведём далее.

3. Достаточные условия эффекта высокоскоростного «перехлёста» 

при переменных аппроксимационных макропараметрах в «горячем» 

крыле бимодальных распределений смесей газов

Формула для эффекта локального «перехлёста» (1), как показано в работах 
[5; 9], может быть представлена в виде:
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Выражение во вторых круглых скобках формулы (5) можно представить через 
отдельные эффекты «перехлёста» для каждого из слагаемых в этих скобках:

 
( ) ( ) ( ), , ,
01 1 01 0,G G gα β α β α β− ≡ >   (6)

 
( ) ( ) ( ), , ,
10 1 10 0,G G gα β α β α β− ≡ >   (7)

 
( ) ( ) ( ), , ,
1 0 1 0.G G gα β α β α β− ≡ >   (8)

Как показано в работах [5; 9], неравенства (6)–(8) являются достаточными для 
локального эффекта «перехлёста» (1). Покажем далее, что для выполнения гло-
бального эффекта «перехлёста» (2) требуется ещё одно дополнительное условие.

Равенство (5) перепишем в следующем виде:

 ( ), 1G α β − =

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) { } ( )( ), , , , ,

01 10 1 0 11  1  .bG G G G Gα β α β α β α β α βα α= η − η + − − χ⋅ −χ+ χ − −      (9)

Нетрудно видеть, что, если левая часть равенства (5) предназначена для иссле-
дования возможности локального эффекта «перехлёста» (1), то левая часть ра-
венства (9) предназначена для исследования возможности глобального эффекта 
«перехлёста» (2).

Для дальнейшего выражение (9) удобно переписать в обозначениях, приня-
тых в курсе высшей алгебры [10]:

 
( ), 1) ,G yα β − =  (10)

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,

01 10 1 0[ 1 ] ,G G G G aα β α β α β α βα α− η − η + − − =     (11)

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,

01 10 1 01 ,bG G G G bα β α β α β α βα α⎡ ⎤η − η + − − χ =⎣ ⎦
     (12)

 
( )( ),
11 .G cα β− − =  (13)
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Формулу (9) с помощью обозначений (10)–(13) можно записать в следующих 
эквивалентных представлениях:

 ( ) ( )( )22
1 2/ 2 / 4 ,y a b c a b a d a a= χ + χ+ = χ+ − = χ− χ χ− χ  (14)

здесь 2 4d b ac= −  – дискриминант квадратного уравнения, χ1, χ2 – корни этого 
уравнения:

 ( )( ) 1
1,2 .2b d a −χ = − ±

Известно, что при выполнении неравенств d > 0 и a < 0, квадратичная по χ 
функция (14) обязательно является положительной величиной для значения ар-
гумента χ, заключенного в диапазоне между корнями χ1 и χ2:

 1 2 .χ < χ < χ  (15)

Выполнение неравенства a < 0 гарантировано выполнением достаточных усло-
вий глобального эффекта «перехлёста» (6)–(8), полученных ранее в работах [5; 9].

Искомое же дополнительное достаточное условие глобального эффекта «пе-
рехлёста» (2) заключается в неотрицательности величины дискриминанта d > 0.
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