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Аннотация. В работе рассматривается задача распространения света вблизи гравитирующих 
сферически-симметричных тел на основе оптико-механической аналогии и линейной связи 
между импульсом и энергией кванта в рамках метрического подхода к оптическим явлени-
ям. Рассматриваемый подход подразумевает эффективное описание гравитационного поля 
посредством некоторой оптически неоднородной изотропной среды. Из уравнения эйконала 
и решения уравнений геодезических линий, которые приводят к одинаковому результату в 
случае метрики Шварцшильда, определена связь между характеристиками массивных астро-
физических объектов и энергией кванта в их гравитационном поле.
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Abstract. The paper deals with the problem of light propagation near the gravitating spherically 
symmetric bodies on the basis of the optical-mechanical analogy and the linear connection 
between the momentum and the energy of quantum within the metric approach to optical 
phenomena. This approach implies an effective description of the gravitational field by means 
of some optically inhomogeneous isotropic medium. From the solutions of eikonal equation 
and the geodesic lines equations, that lead to the same result in the case of the Schwarzschild 
metric, the relationship between the characteristics of massive astrophysical objects and the 
energy of quant in their gravitational field is defined. 
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Метрический подход к оптическим явлениям

Метрический подход в рамках оптико-механической аналогии часто исполь-
зуется при анализе оптических явлений в различных средах, в частности, в мета-
материалах с анизотропным показателем преломления [1; 2].
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В случае метрического подхода к вопросам распространения света в гравита-
ционном поле само гравитационное поле рассматривается как некоторая опти-
ческая среда с показателем преломления отличным от единицы [2; 3].

Основной целью настоящей работы является нахождение связи между харак-
теристиками массивных астрофизических объектов и энергией кванта в их гра-
витационном поле на основе метрического подхода к оптическим явлениям и 
оптико-механической аналогии. 

Для иллюстрации данного подхода рассмотрим изотропную сферически-сим-
метричную метрику вида:

 ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2sin ,ds B r dt A r dr r d d= − + + θ + θ ϕ  (1)

где скорость света в вакууме и гравитационную постоянную принимаем за еди-
ницу (c = 1, G = 1).

Траектория частицы в гравитационном поле определяется уравнением геоде-
зических линий [4]:

 
0,du u u

d

α
α μ ν
μν+ Γ =

λ
 (2)

где uμ = dxμ/dλ и λ – произвольный аффинный параметр. 
В работе [5] показано, что уравнения геодезических линий кванта (уравнения 

нулевых геодезических линий ds = 0) приводятся к уравнению эйконала:

 
( ) ( )( )d drA r grad A r

d d
⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠λ λ

   (3)

для метрики (1) в случае A = 1/B, где показатель преломления ( ) ( ).n r A r=   Для 

стандартного вида уравнения эйконала аффинный параметр λ = l, где l – длина 
дуги траектории кванта. 

Метрика Шварцшильда, соответствующая гравитационному полю звёзд, за-
писывается следующим образом:

 

2
2 2 2 21 2 ,

1 2

M drds dt r d
Mr
r

⎛ ⎞= − − + + Ω⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠

 (4)

с эффективным показателем преломления:

( ) ( )
1

1 2 .Mn r A r
r

−
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎝ ⎠

 

Угол отклонения света на траектории с прицельным параметром b равен 
[5; 6]:

 

( )
( )2 2

2 2 4 ,dr M Mb GM O
b br r n b GM

∞ ⎛ ⎞⎛ ⎞α = + − π = + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠− +
∫  (5)
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что соответствует углу отклонения света в общей теории относительности 
(ОТО).

Более общий случай, соответствующий оптическим эффектам в гравитаци-
онном поле вращающихся звёзд, с учётом атмосферы, был рассмотрен в работах 
[3; 7; 8].

Оптико-механическая аналогия

Оптико-механическая аналогия, а именно описание оптически неоднородных 
сред эффективным потенциальным силовым полем, часто используется при 
анализе траекторий квантов [1–3; 9]. 

Уравнение эйконала (3) определяет взаимосвязь между оптически неодно-
родной (но изотропной) средой и гравитационным полем или, в терминологии 
ОТО, искривлением пространства-времени вблизи гравитирующих объектов, 
которое соответствует определённому классу метрик (1) с условием A = 1/B. 

В работе [10] уравнение эйконала (3) было получено в рамках оптико-механи-
ческой аналогии со специфической линейной связью между импульсом и энер-
гией кванта 

 ( ).E p U r= +   (6)

Определяя показатель преломления соотношением:

 
( ) ( ) ( )( )

1

1 2 ,Mn r A r E U r
r

−
⎛ ⎞= = − = β −⎜ ⎟⎝ ⎠

    (7)

где β – некоторый размерный коэффициент, получим тот же угол отклонения 
кванта (5). 

Таким образом, полученное нами уравнение (7) связывает характеристики 
звезды с энергией кванта в её гравитационном поле. 

Поскольку соотношение (7) имеет нетривиальный характер, для его проверки 
рассмотрим в качестве примера задачу отклонения траектории кванта от пря-
молинейного движения для связи (6) с общерелятивистских позиций, обобщая 
результат на случай параметрического постньютоновского формализма [11].

Параметрический постньютоновский формализм и траектория кванта

Вначале запишем компоненту метрики (1) в приближении слабого поля 

1,M
r
  то есть ( )

1

1 2 1 2 .M MA r
r r

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ≈ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠



Далее, рассмотрим следующую метрику в указанном приближении 

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2 1 2 31 2 1 2 .M Mds dt dx dx dx

r r
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − + + γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (8)

Параметр γ определяет отклонение теории гравитации от ОТО (γ = 1). 
Результаты измерений дают следующее ограничение на значение параметра 
γ = 0,9998 ± 0,0003 [12], что позволяет рассматривать модификации ОТО.
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На траектории кванта в гравитационном поле в экваториальной плоскости 
астрофизического объекта получим x1 = b, x2 = 0 и x3 = t = Wλ, где ( )W E U r= −   – 
энергия кванта и λ – некоторый аффинный параметр. 

Четырех-импульс кванта запишем следующим образом pμ = (W, 0, 0, W). 
Импульс кванта вдоль траектории x1 = b, x2 = 0 в гравитационным поле звезды 

определяется как [13]:

( )1 1 1 ,ip p x p p d
∞

α μ ν
μν

−∞

= − Γ λ λ∫

где 1
ip  – исходный импульс кванта, который для расчёта угла отклонения мы 

положим равным нулю. Таким образом, запишем импульс кванта в следующем 
виде:

( )1 1 1 1 2
00 03 332 .p W d

∞

−∞

= − Γ + Γ +Γ λ∫

Также, из условия dx3/dλ = W, запишем:

( )1 1 1 1 3
00 03 332 .p W dx

∞

−∞

= − Γ + Γ +Γ∫

Теперь вычислим символы Кристоффеля

( )
1

1 11
00 00,1 01,0 1 3

1 12 ,
2

xg g g M M
r r

⎛ ⎞Γ = − + = − ∂ =⎜ ⎟⎝ ⎠
1

03 0,Γ =

( )
1

1 11
33 33,1 31,3 1 3

1 12 .
2

xg g g M M
r r

⎛ ⎞Γ = − + = −γ ∂ = γ⎜ ⎟⎝ ⎠

Таким образом, получим:

( )
1

1 3
3

1 ,xp MW dx
r

∞

−∞

= − + γ ∫

где интеграл рассматривается вдоль траектории x1 = b, x2 = 0.
Угол отклонения кванта в гравитационном поле звезды:

( ) ( ) ( )( )1 1 3 223 2 3 3
3

1 1 ;p xM dx Mb b x dx
W r

∞ ∞ −

−∞ −∞

α = − = + γ = + γ +∫ ∫

знак минус выбран для случая отклонения траектории кванта к гравитирующе-
му объекту. 

Для вычисления интеграла запишем преобразование x3 = btgθ, в результате 
получим:
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( ) ( )

2
2

2

1 cos 2 1 .MMb b d
b

π

−

−π

α = + γ θ θ = + γ∫

Траектория кванта в гравитационном поле астрофизического объекта изо-
бражена на рис. 1.

Рис. 1. Траектория кванта в гравитационном поле статической звезды (без вращения) 
или с окрестностью, геометрия которой определяется метрикой Шварцшильда (4) 

или метрикой (8), где R – радиус звезды, b – прицельный параметр, r  – радиус-вектор, 
α – угол отклонения.

Таким образом, для случая ОТО получим предыдущий результат α = 4M/b, 
что подтверждает справедливость соотношения (7), которое является основным 
результатом данной работы.
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