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Аннотация. Методами квазиклассической кинетической теории выполнен детальный анализ 
нелинейных свойств частотно-температурных спектров комплексной диэлектрической про-
ницаемости (КПД) кристаллов с водородными связями (КВС), в широком диапазоне темпе-
ратур (1–1500 К) и напряжённостей поляризующего поля (100 кВ/м–1000 МВ/м). Построено 
трансцендентное уравнение, позволяющее численно рассчитать критическую температуру, 
разделяющую области диффузионной и максвелловской релаксации при поляризации ди-
электрика. Исследованы предельные выражения для спектров КПД вдали от критической 
температуры. Обоснована квантовая природа низкотемпературных (70–100 К) и классическая 
природа высокотемпературных (100–450 К) максимумов диэлектрических потерь в КВС. 
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Abstract. Using the methods of quasi-classical kinetic theory we analyze in detail nonlinear properties 
of the spectrum of the complex dielectric permittivity (CDP) in hydrogen bonded crystals (HBCs) in a 
wide range of temperatures (1–1500 K) and polarizing field intensities (100 kV/m–1000 MV/m). We 
have constructed the transcendent equation for the numerical calculation of the critical temperature, 
determined the zones (areas) of diffusion and Maxwell relaxation during the polarization in dielectrics. 
Limiting expressions for the efficiency spectra far from the critical temperature are investigated. The 
quantum nature of low-temperature (70–100 К) maxima and the classical nature of high-temperature 
(100–450 К) maxima of dielectric losses in HBCs are justified. 
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Введение

Кристаллы с водородными связями (КВС), классифицируемые с точки зрения 
кристаллографии и минералогии, как слоистые кристаллы (слоистые силикаты, 
кристаллогидраты и др.) [1] по электрофизическим свойствам определяются как 
протонные полупроводники и диэлектрики (ППД), характеризуемые (по дан-
ным эксперимента) в области слабых полей (100–1000 кВ/м) при температурах 
T = 70–450 К, свойством протонной проводимости, обусловленной диффузион-
ным переносом основных (наиболее подвижных) носителей заряда (протонов) 
по водородным связям в электрическом поле [1; 2].

Материалы класса КВС находят практическое применение в различных об-
ластях промышленности [2–7]: в микроэлектронике (элементы интегральных 
микросхем ЭВМ и МДП-структур); электротехнике и электроэнергетике (изоля-
ционные покрытия токоотводящих элементов электрогенераторов ТЭС и линий 
электропередач); в лазерных технологиях (в качестве регуляторов параметров 
излучения и электрических затворов на основе кристаллов KDP, DKDP).

На сегодняшний момент времени накоплен достаточно большой объем экс-
периментального материала по протонной проводимости, исследованной, в ос-
новном, с точки зрения электрохимии и физикохимии [8–13], однако теоретиче-
ских работ, направленных на практическое приложение данного явления, не так 
много. Результаты развиваемых в данной статье методов, наряду с результатами 
[2; 5–7], составят в перспективе теоретическую основу алгоритма универсаль-
ной многофункциональной программы, предназначенной для компьютерного 
прогнозирования свойств и для разработки технологий производства различ-
ных конструкционных и инструментальных материалов на основе протонных 
полупроводников и диэлектриков с заранее заданными свойствами.

1. Постановка задачи исследования

В настоящее время теоретические представления о механизме протонной 
проводимости и релаксации в КВС строятся на линейной кинетической теории 
[2; 5], хорошо согласующейся с экспериментальными данными [1] при расчёте 
температурных спектров токов термостимулированной деполяризации (ТСТД) 
и частотно-температурных спектров тангенса угла диэлектрических потерь 
tgδ(ω; T), в области достаточно высоких температур (100–250 К) [2; 5]. Однако 
в диапазоне низких температур (T = 70–100 К) наблюдается существенное рас-
хождение между теоретическими и экспериментальными значениями энергии 
активации, вычисленной методом минимизации функции сравнения [2], из со-
поставления измеренного Jexp(T) и расчётного Jth(T) графиков плотности ТСТД, 
для химически чистого халькантита CuSO4  5H2O [5; 2] и в слюде флогопита 
KMg3(AlSi3O10)(OH)2 [2]. В области T = 250–450 К, соответствующей седьмому 
максимуму Jexp(T), в частности при Tmax = 290 К – в халькантите, Tmax = 360 К – 
во флогопите [1], методами [2; 5] теоретические зависимости плотности ТСТД 
Jth(T) численно рассчитать не удаётся, а неучтённые в моделях [2; 5] токи прово-
димости приводят к колоссальному превышению Jmax,exp над значениями Jmax,th  
при температурах T > 250 К [6; 2].



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2017 / № 4

41

Существующие методы исследования спектров диэлектрических потерь 
[1] в КВС при построении теоретических графиков tgδth(T) и при вычислении 
энергии активации U0,th, в диапазонах температур T < 100 К и T > 350 K, как и в 
случае с ТСТД, характеризуются рядом модельных недоработок. При этом низ-
котемпературную ветвь (T < 100 K) экспериментального спектра tgδexp(T) изме-
рить методами [1] вообще не удалось (из-за недостаточной разрешающей спо-
собностью экспериментальной установки (измеритель добротности ВМ–560, 
ВМ–507 [1])).

Обнаруженные в КВС в области низких (T < 100 К) и высоких (T > 250 К) 
температур отклонения от классической теории диэлектрической релаксации 
[1] объясняются нелинейными эффектами [6; 7], связанными с особенностями 
молекулярного механизма переноса электрического заряда и взаимодействием 
протонной подсистемы  с  анионной подрешеткой в КВС в указанных диапазо-
нах температур. При этом, существенно влияние напряжённости электрическо-
го поля на кинетику нелинейной поляризации и деполяризации в КВС.

Цель данной работы состоит в детальном аналитическом исследовании влия-
ния температуры, параметров источника электрического поля (частота, ампли-
туда ЭДС) и толщины диэлектрика на механизм нелинейной объёмно-зарядовой 
поляризации в КВС в широком диапазоне температур (1–1500 К) и напряжён-
ностей поля (100 кВ/м–1000 МВ/м). Данная работа, являясь продолжением те-
оретических исследований, выполненных авторами [6; 7], даёт ряд модельных 
уточнений и дополнений к обобщённым нелинейным выражениям для комплекс-
ной диэлектрической проницаемости (КДП) [6], раскрывает частные случаи 
частотно-температурных зависимостей КДП для различных механизмов диэ-
лектрической релаксации. В данной работе более детально (в сравнении с [6; 7]) 
исследуется вопрос о влиянии параметров релаксаторов и толщины кристалла 
на критическую температуру Tcr,relax, разделяющую температурные зоны (обла-
сти) диффузионной и максвелловской релаксации.

2. Научно-практическое значение нелинейной 

кинетической теории протонной проводимости

В последние два десятилетия в технике и технологии ведётся интенсивный по-
иск твердотельных материалов с высокой протонной проводимостью, с целью их 
применения в качестве электролизеров, суперконденсаторов, ионисторов, газо-
вых сенсоров, мембран топливных батарей и др. [8; 9]. На материалы данной груп-
пы накладываются такие основные технические требования как: высокая терми-
ческая и химическая устойчивость, низкая газопроницаемость, высокая адгезия к 
электродным материалам, электрокаталитическая активность и др. [10].

Полученные лабораторным путём твёрдые электролиты (на основе периода-
тов щелочных металлов перовскитов (ABO3) и др. [11; 12]) удовлетворяют лишь 
части перечисленных выше требований, а их относительная протонная прово-
димость сложным образом зависит от типа кристаллической структуры и от 
внешних факторов (температура, давление, уровень влажности, силовые поля, 
электромагнитное излучение и т.д.) [13]. В связи с этим, целесообразна разра-
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ботка универсальных аналитических методов прогнозирования широкого спек-
тра физических свойств для разработки технологий промышленного производ-
ства различных твёрдых электролитов с заранее заданными свойствами, что и 
определяет кинетическую теорию протонной проводимости [1; 2–7] как при-
кладное научно-исследовательское направление, актуальное для электрохимии, 
физикохимии и материаловедения.

Полуэмпирические исследования миграции адсорбированных протонов по по-
верхности однослойных углеродистых нанотрубок [14; 15] не являются закон-
ченными, из-за отсутствия: строгого теоретического обоснования связи между 
конфигурацией поверхности трубки и доминирующим механизмом переноса 
протонов; температурной зависимости вероятности туннельных переходов 
протонов; формы потенциального рельефа и энергии активации для протонов. 
Предложенные авторами [16; 17] методы позволят более детально, с помощью 
аппарата матрицы плотности рассмотреть квантовый механизм переноса про-
тонов в наноразмерных материалах с протонной проводимостью.

Одним из наиболее научно значимых приложений результатов работ [1–7] 
является исследование динамики упорядочивания протонов в водородной под-
решётке при фазовых переходах (вблизи температуры Кюри TC) в сегнетоэлек-
трических кристаллах Me(H; D)2 RO4, где Me = {K+; Rb+; Cs+}, R = {P+5; As+5} [18]. 
Хотя смещения протонов, связанных с фосфатной группой, основной вклад в 
спонтанную поляризацию SP


 не вносят, ряд важных эффектов сегнетоэлек-

трического состояния KDP, например, изотопический эффект (TC(H) = 122 K, 
TC(D) К), линейный фотовольтаический эффект (300 К; 1,06 мкм) в KDP, объ-
ясняется квантовыми переходами протонов [18]. Согласно микроскопической 
модели, предложенной Слейтером, в KDP пусковым механизмом, приводящим 
к смещению атомов P в направлении кристаллической оси C и к установлению 
спонтанной поляризации ,SP C

 
 является именно упорядочение протонов в во-

дородной подрешётке за счёт сильного близкодействующего взаимодействия 
между четырьмя атомами водорода, связанными с фосфатной группой. 

Однако в выполненных в последнее время квантово-химических расчётах 
[19], как правило, квантовым туннелированием протонов в KDP пренебрегают. 
Авторами [20] при расчёте энергетических характеристик и электронного стро-
ения зонной структуры KDP использован метод молекулярного стехиометри-
ческого кластера (СК) [21] для «смешанного базиса» (т.е. частично учтено влия-
ние туннелирования протонов) на основе полуэмпирической расчётной схемы в 
приближении MNDO/PM3 [16].

Применение методов [16; 17] к KDP и другим сегнетоэлектрическим струк-
турам, вероятно, приведёт к углублению теоретических результатов [18; 20]. В 
частности, при исследовании эффектов влияния на нелинейности второго по-
рядка (генерация второй гармоники, параметрическая генерация и усиление 
света, смешение частот, электрооптический эффект) нелинейностей более высо-
кого порядка (эффект самовоздействия лазерного излучения), что актуально для 
техники фемтосекундных лазеров [22].
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2. Влияние температуры на комплексную 

диэлектрическую проницаемость

Закономерности поведения температурных спектров плотности ТСТД и  
tgδ(ω; T) в КВС достаточно хорошо исследованы и экспериментально, и теоре-
тически в диапазоне температур T = 100–250 К [1], когда основной вклад в ди-
электрическую релаксацию вносят термически активируемые (классические) 
переходы протонов через потенциальный барьер [2]. В этом случае при напря-

жённостях поляризующего поля ( )5 6
0 10 10 ,BE

m
≈ ÷  значения безразмерного па-

раметра сравнения 0
0 0,001 0,01,

B

qE a
k T

ς = ≈ ÷  где q – заряд протона, a ≈ 10–10 m –
 

параметр кристаллической решётки, и малого параметра теории возмущений 
( )

( )

1

0 00 1A
A

γ = ς ⋅ ≈ ς <<  [1; 2; 6], где 
( )

( )

1

0 1A
A

→  [2; 6], указывают на достаточность ли-

нейного по γ приближения при решении системы уравнений Фоккера – Планка и 
Пуассона [1]. Кинетические коэффициенты A(0) = a0, A(1) = b0 ⋅ kBT вычисляются в 
[6] с учётом туннельных переходов для модели параболического потенциально-
го барьера, в квазиклассическом приближении (ВКБ-методом) [7].

В области сверхнизких температур (1–10 К) и слабых полей (100–1000 кВ/м), 
когда ς0 ≈ 0,01 ÷ 1 и в области сверхвысоких температур (550–1500 К) и сильных 

полей (100–1000 МВ/м), когда ς0 ≈ 0,02 ÷ 0,8, при условии 
( )

( )

1

0 1A
A

<  [6] малый па-

раметр γ возрастает на 1–2 порядка [2], что требует в продолжение линейной 
кинетической теории [1; 2], учёта последующих приближений теории возмуще-
ний [1; 2].

При этом равенство порядков по параметру ς0 означает не совпадение физи-
ческих механизмов поляризации, а только формальную аналогию (по структуре 
кинетических коэффициентов) кинетических уравнений диффузионного пере-
носа релаксаторов (протонов), что приводит соответственно к актуальности не-
линейных выражений [6].  

В [6] установлено, что использование полного набора релаксационных мод 
кратных данной частоте, позволяет выявить нелинейные поляризационные эф-
фекты, связанные с взаимодействием мод, различающихся по порядку теории 
возмущений. Эти эффекты приводят к отклонению от результатов линейной 
кинетической теории [1] при расчёте спектров комплексной диэлектрической 
проницаемости (КДП), уже на основной частоте переменного поля [6]: 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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2 2

1 2
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1
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ω
ω

∞
ω ω
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⎡ ⎤ε = ε⎣ ⎦

−Γ + Γ
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В (1) введены функции параметров ω, T [6]:
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⎡ ⎤ωτ π⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎢ ⎥Γ =

π +ω τ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

2
2

2 2 2 2 2
1

sin
8 2 .

1

n

M

nn

n

T
n

 (2)

В продолжение работы [6] исследуем зависимости (2) более детально, опреде-
ляя их предельные выражения для области квантовой поляризации (T < 100 K) 
[7] и нелинейной объёмно-зарядовой поляризации (T > 250 К) [1]. Одним из 

основных критериев является критическая температура 0
,

0

2
cr mov

B

UT
k m

=
πδ
  [7],

 
разделяющая зоны туннельной (квантовой: T < Tcr,mov) и термически активируе-
мой (классической: T > Tcr,mov) протонной релаксации. Здесь U0 – энергия актива-
ции, δ0 – ширина потенциального барьера; m – масса протона [7].

Используя формулы для коэффициентов диффузии ( ) ( )0 02
diffD a A=  и подвиж-

ности ( )
( )12

1
mob

B

qa A
k T

μ =  [7], представим диффузионное τD и максвелловское τM вре-

мя релаксации [6] в виде ( )
2

0 ,D
d
a

⎛ ⎞τ = ⋅τ⎜ ⎟⎝ ⎠π  
( )0 1

2 2
0

,B
M

k T
q a n

∞ε ετ = ⋅τ  где ( ) ( ) 100 ,A
−

⎡ ⎤τ = ⎣ ⎦
  

( ) ( ) 111 A
−

⎡ ⎤τ = ⎣ ⎦  есть, соответственно, времена релаксации нулевого и первого по-

рядков по малому параметру ( );
.

2 B

qE x t a
k T

ζ =  Здесь n0 – равновесная концентрация
 

протонов в КВС, ε∞ – высокочастотная диэлектрическая проницаемость [1; 6].

С помощью выражений 
( ) ( )
( ) ( )

12
0

02
0

,mobD

M diff

d qn T
D T∞

⋅μτ =
τ π ε ε ⋅  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

0 0
mob

Bdiff

T A Tq
k TD T A T

μ
= ⋅  [6] 

строим трансцендентное уравнение:

 

0 , 0
2 2

, , , 0
2

0 ,0 0

, ,

exp exp
,

exp exp

cr relax

B cr mov cr mov B cr relax

B cr mov

B cr mov B cr relax

U T U
k T T k T d n q

k TU U
k T k T

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=
π ε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3)
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для численного расчёта критической температуры Tcr,relax, разделяющей зоны 
диффузионной (τD < τM; T < Tcr,mov) и максвелловской (τM < τD; T > Tcr,mov) релак-
сации.

Дальнейшее исследование функций (1) представляет собой отдельную зада-
чу, решение которой позволит более детально, совместно с выражениями (2), 
установить влияние нелинейных эффектов на спектры диэлектрических потерь 
в КВС в зависимости от особенностей макроскопического процесса во всем 
объёме диэлектрика и микроскопических процессов переходов протонов через 
потенциальный барьер. Выражения (1)–(2) в области диффузионной и максвел-
ловской релаксации, вдали от критической температуры Tcr,relax, должны суще-
ственно различаться по виду температурной зависимости.

Так, в области максвелловской релаксации (τM < τn,D; T > Tcr,mov) из (2):

 

( ) ( )

2

1, 22 21 2 2 2

(1 ( 1) ) 1
4 ,

1

Mn

D
M

n M
M

D

n

T
nn

∞
ω

=

⎡ ⎤τ⎛ ⎞⎢ ⎥− − ⋅ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τΓ = ⎢ ⎥π ⎛ ⎞τ⎛ ⎞⎢ ⎥+ +ω τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

 

( ) ( )2, 22 21 2 2 2

4 (1 ( 1) ) .
1

n
M

M
n M

M
D

T
nn

∞
ω

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − ⋅ωτΓ = ⎢ ⎥π ⎛ ⎞τ⎛ ⎞⎢ ⎥+ +ω τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  (4)

При температурах много выше критической (T >> Tcr,mov; τM << τn,D), когда 
2

1,M

D

nτ <<
τ

 в силу тождества 
2

2
1

(1 ( 1) ) ,
4

n

n n

∞

=

− − π⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  принимая ( )

1, 2 2

1 ,
1M

M

ωΓ ≈
+ω τ

( )
2, 2 2

,
1

M
M

M

ω ωτΓ ≈
+ω τ

 преобразуем выражения (1) с учётом (4):

 

( )
( )

( )( ) ( )( )
/ 1

2 2

1 2

1ˆ ,
1

M

M
M M

ω
ω

∞ ∞
ω ω

−Γ⎡ ⎤ε = ε = ε⎣ ⎦
−Γ + Γ

 

( )
( )

( )( ) ( )( )
// 2

2 2

1 2

ˆ .
1

M

M M
M M

ω
∞ω

∞
ω ω

Γ ε⎡ ⎤ε = ε =⎣ ⎦ ωτ−Γ + Γ
 (5.1)

Тангенс угла диэлектрических потерь [6] согласно (5.1) равен: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )1

2, 0

01,

1 .
1

M mob
M MM

T n qtg T
T

ω
ω

ω
∞

Γ μ⎡ ⎤δ = = =⎣ ⎦ ωτ ωε ε−Γ
 (5.2)
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Подставляя ( )
( )12

1
mob

B

qa A
k T

μ =  в (5.2) и сравнивая с известным выражением для
 

потерь проводимости 
0

tg
∞

σδ =
ωε ε

 [23], находим коэффициент протонной элек-

тропроводности:

 
( )

( ) ( )12 2
0

, .e pr
B

n q a A T
T

k T
σ =  (6)

В области диффузионной релаксации (τD < τM; T < Tcr,mov) из (2):

 

( )
2

1, 22
1 2 2 2 2

(1 ( 1) )
4 ,

Dn

D M
D

M n D
D

M

n

n n

∞
ω

=

⎡ ⎤τ⎛ ⎞⎢ ⎥− − ⋅ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ τΓ = ⎢ ⎥π τ ⎛ ⎞τ⎛ ⎞⎢ ⎥+ +ω τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

 

( )
2, 22

1 2 2 2 2

4 (1 ( 1) ) .
n

D D
D

M n D
D

M
n n

∞
ω

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥τ − − ⋅ωτΓ = ⎢ ⎥π τ ⎛ ⎞τ⎛ ⎞⎢ ⎥+ +ω τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  (7)

При температурах много ниже критической (T << Tcr,relax; τD << τM), принимая 

2
1,D

Mn
τ <<
τ

 из (7) имеем:

 

( )
1, 2 4 2 2

1

4 (1 ( 1) ) ,
n

D
D

M Dn n

∞
ω

=

τ − −⎡ ⎤Γ ≈ ⎢ ⎥π τ +ω τ⎣ ⎦
∑

 

( )
( )2, 2 2 4 2 2

1

4 (1 ( 1) ) .
n

D D
D

M Dn n n

∞
ω

=

⎡ ⎤τ − − ⋅ωτΓ ≈ ⎢ ⎥π τ +ω τ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  (7.1)

В области T << Tcr,relax, в случае ω = 0, Epol(t) = E0, согласно (7.1) с учётом тожде-

ства 
4

4
1

(1 ( 1) ) ,
48

n

n n

∞

=

− − π⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  когда ( ) 2

0
1, 2 4

1

4 (1 ( 1) ) ,
12

n
D D

D
M Mn n

∞
ω=

=

τ − − π τ⎡ ⎤Γ = =⎢ ⎥π τ τ⎣ ⎦
∑  

( )0
2, 0,D
ω=Γ =

 
из (1) имеем:

 

( ) ( ) ( )
/0

, 20
1,

1ˆ ,
1 1

12

S DD DD

M

T ∞ω=
∞ ω=

ε⎡ ⎤ε = ε = ε =⎣ ⎦ π τ−Γ −
τ  

( ) //0ˆ 0.
D

ω=⎡ ⎤ε =⎣ ⎦  (7.2)

Далее, при условии 
2

1,D

M D

d
r

τ ⎛ ⎞= <<⎜ ⎟⎝ ⎠τ
 то есть при значениях дебаевского ради-

уса экранирования rD >> d [6], принимая 
2

1,
12

D

M

π τ <<
τ

 из (7.2) имеем:
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( )

2 2 2/0
2

ˆ 1 1 .
12 12

D

D M D

d
r

ω=
∞ ∞

π τ π⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ε ≈ ε + = ε +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠τ
 (7.3)

С учётом 
( ) ( )

( ) ( )
12 2

0

02
0

D

M B

d q n A T
k T A T∞

⋅τ =
τ π ε ε ⋅

 получаем асимптотическое приближение:

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2

0
, 0

0

exp
1 .

12 exp
S D

B

X Dd q nT
k T X D

∞
∞

⎛ ⎞⎛ ⎞− +
⎜ ⎟⎜ ⎟ε ≈ ε + ⋅
⎜ ⎟ε ε ⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4)

В (7.4) ( ) ( ) ( )1 exp exp
,

X X
D

X
Λ −Λ − −

=
− Λ  

( ) ( ) ( )0 exp exp
,

X
D X

X
−Λ − −

=
− Λ  

0 ,
B

UX
k T

=
 

0 0 ;
2

mUπδΛ =


 ν0 – линейная частота собственных колебаний протона в невоз-

мущённой потенциальной яме [6]. В области туннельной диффузионной релакса-

ции (T << Tcr,mov), когда 1,
X
Λ <<

 

( ) ( )
( )

( )

1
2 2

0
, , , 0

0
1

12S D S D tunn
B

Dd q nT T
k T D

∞
∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε → ε ≈ ε + ⋅

ε ε⎜ ⎟⎝ ⎠  
получаем:

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

0
, ,

0 0

exp exp
1 ,

12 exp expS D tunn
X Xd q nT

U X∞
∞

⎛ ⎞Λ −Λ − −
ε ≈ ε + ⋅⎜ ⎟ε ε −Λ − −⎝ ⎠

 (7.4.1)

откуда, в случае чисто квантовых переходов: ( )
2 2

0
, ,

0 0
1 .

12S D tunn
d q nT

U∞
∞

⎛ ⎞ε ≈ ε +⎜ ⎟⎝ ⎠ε ε

В области термически активируемой диффузионной релаксации (T >> Tcr,mov), 

когда 1,
X
Λ >>  (7.4) переходит в формулу, описывающую дипольную поляриза-

цию:

 
( ) ( )

2 2
0

˜
0

1 .
12S D S D therm

B

˜T T
k T∞

∞

⎛ ⎞ε → ε ≈ ε +⎜ ⎟⎝ ⎠ε ε
 (7.4.2)

4. Переход к линейному приближению 

теории возмущений

Одним из критериев достоверности исследованных выше формул нелинейно-
го приближения теории возмущений является их предельный переход к резуль-
татам линейной теории [1]. С этой целью упростим выражение для поляризации 
[6]:
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8 2 exp ,

181 n
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aqn AP t i t

n n i

+∞
ω
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∑  (8)

где 
0 0

,aq
E∞

ϕ =
ε ε

 ( )

2

0
0

1 2

sin
2 ,

1s

s

s

A
s i

∞

=

π⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

Λ =
⎛ ⎞+ ω⎜ ⎟⎝ ⎠τ

∑  принимая 0 0
2

8 1,nϕ Λ γ <<
π

 

0 0
2

1 1,
81 n

→
ℑ−
π

откуда получаем выражение:
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0
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1 2

1 14 exp ,
1
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+∞
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=
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⎢ ⎥− −γ ⎢ ⎥≈ × × ω

π ⎛ ⎞⎢ ⎥+ ω⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠τ⎣ ⎦

∑

отвечающее, на основной частоте поля ω, первому приближению по параметру 

γ [1], где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ .polP t P E tω ω ω→ γ τ = α ⋅  С учётом ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1ˆ ˜P t E tω ω
∞γ = ε ε − ε ⋅

 

[6] вычисляя ( ) ( ) ( )( )01 1 2ˆ ;iω ω ω
∞α = ε ε Γ − Γ

 
( ) ( ) ( )( )1 1 2ˆ 1 ,iω ω ω

∞ε = ε + Γ − Γ  находим:

 
( ) ( ) ( )( )/

1 1 1ˆ ˆRe 1 ,ω ω ω
∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε = ε = ε + Γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )//

1 1 2ˆ ˆIm ,ω ω ω
∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε = ε = ε Γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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1 2
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ˆ
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tg T

ω ω
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⎡ ⎤ε Γ⎣ ⎦δ = =
+Γ⎡ ⎤ε⎣ ⎦

 (9)

В случае T >> Tcr,relax, τM << τD, преобразуем (9) в виду:

 
( ) /

1 2 2

1ˆ 1 ,
1M M

ω
∞
⎛ ⎞⎡ ⎤ε = ε +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠+ω τ  
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1 2 2
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ω
∞
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( ) ( )( ) 2 21,
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2

M

M M
Tω ωτδ =

+ω τ
 (9.1)

откуда, в силу ( ) ( ) ( )( )/0 0
, ,11 1,ˆ 1 2 ,S M M

M
Tω= ω=

∞ ∞⎡ ⎤ε = ε = ε + Γ = ε⎣ ⎦  
( ) //0
1ˆ 0,

M

ω=⎡ ⎤ε =⎣ ⎦  вводя обо-

значение εS,M,1 – ε∞ = ε∞, имеем:
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⎡ ⎤δ =⎣ ⎦  (9.1.2)

что согласуется с результатами линейной теории диэлектрических потерь [1] в 
температурной области T >> Tcr,relax. 

В случае T << Tcr,relax, τD << τM, переписывая (9) с учетом (7.1), имеем:
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откуда в силу ( ) ( ) ( )( ) 2/0 0
, ,11 1,ˆ 1 1 ,

12
D

S D D
D M

Tω= ω=
∞ ∞

π τ⎛ ⎞⎡ ⎤ε = ε = ε + Γ = ε +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠τ  
( ) //0
1ˆ 0,

D

ω=⎡ ⎤ε =⎣ ⎦
 

( ) //0
11ˆ 0,

M
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 (9.2.1)

 
( )1, 0
tg 0,

D ω→
⎡ ⎤δ =⎣ ⎦  

( )1,
tg 0,

D ω→∞
⎡ ⎤δ =⎣ ⎦  (9.2.2)

что также согласуется с результами [1] в температурной области T << Tcr,relax.
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Выводы

1. Выполнен детальный анализ частотно-температурных спектров (1),(2) 
комплексной диэлектрической проницаемости (КДП), вычисленной с учётом 
полного набора релаксационных мод, генерируемых на основной частоте пере-
менного поля (первая частотная гармоника) в КВС, при блокирующих электро-
дах (8). С помощью предельных выражений для безразмерных параметров (2), 
в области максвелловской релаксации (5.1) установлено, что при температурах 
много выше критической (T >> Tcr,relax) спектры тангенса угла диэлектрических 
потерь (5.2) описываются выражением tgδ при потерях проводимости.

2. Рассчитанные в первом приближении теории возмущений спектры для 

компонент КДП ( ) /

1ˆ ,
D

ω⎡ ⎤ε⎣ ⎦  
( ) //

1ˆ
D

ω⎡ ⎤ε⎣ ⎦  (9.2.1), являются частным случаем обобщен-

ных выражений (1) при температурах квантовой диффузионной релаксации 

(T << Tcr,relax) [1], а выражения ( ) /

1ˆ ,
M

ω⎡ ⎤ε⎣ ⎦
( ) //

1ˆ
M

ω⎡ ⎤ε⎣ ⎦  (9.1.1) являются частным случа-

ем (1) при температурах максвелловской релаксации (T >> Tcr,relax) [1], что может 
рассматриваться в качестве одного из критериев достоверности формул (1), (2). 
Выражения (1), (2) ранее построены в [6] в бесконечном приближении теории 
возмущений на основной частоте поля (ω). В настоящей работе проведено их 
аналитическое исследование в функции переменных (ω; T), в диапазоне измене-
ния температуры T = 1–1500 К.  

3. Построено трансцендентное уравнение (3), позволяющее численно рас-
считать критическую температуру Tcr,relax в случае релаксационного движения 
протона в поле параболического потенциального рельефа. Впервые доказано, 
что температура Tcr,relax существенно зависит от температуры Tcr,mov [7], разделя-
ющей зоны (области) квантовой (T << Tcr,mov) и классической (T >> Tcr,mov) релак-
сации.
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