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Аннотация. Пространства Харди играют огромную роль в комплексном анализе и его мно-
гочисленных приложениях. Однако, в отличие от одномерного случая, пространства типа 
Харди в поликруге исследованы сравнительно мало. В данной работе получены инте-
гральные представления классов n-гармонических в поликруге Un функций. В частности, 
даётся характеризация n-гармонических в поликруге функций, допускающих представле-
ние в виде кратного интеграла Пуассона от измеримых на остове поликруга функций из 
класса ( ),p nL T


 где 1( , , ),np p p=


  1 < pi < + ∞, 1, .i n=  При доказательстве основного 

результата используются общие методы комплексного и функционального анализа, тео-
рии классов Харди.

Ключевые слова: интегральный оператор, ядро Пуассона, n-гармоническая функция, по-
ликруг.

ABOUT INTEGRAL OPERATORS WITH POISSON KERNELS 
IN HARDY-TYPE SPACES IN POLYDISC WITH MIXED NORM
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Abstract. Hardy spaces play an important role in the complex analysis and its numerous 
applications. However, unlike a one-dimensional case, the Hardy-type spaces in a polydisc are 
investigated a little. In this paper, the integral representations of the classes of n-harmonic in a 
polydisc Un functions are received, in particular the characterization of n-harmonic functions in 
a polydisc which can be represented as a multiple Poisson integral from functions, measurable 

on a skeleton of a polydisc, from a ( ),p nL T


 class where 1( , , ),np p p=


   1 < pi < + ∞, 1, .i n=  
is given. At the proof of the main result the general methods of the complex and functional 
analysis, theory of Hardy classes is used.
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Как известно, интегральные представления играют важнейшую роль в ком-
плексном анализе и его многочисленных приложениях. Для примера напомним 
классические формулы Коши, Шварца, Пуассона и интегральные представления 
с воспроизводящими ядрами [1–3]. Они выражают значения функции, голо-
морфной в некоторой области, через её значения на границе или на остове этой 
области, что позволяет упростить исследование различных пространств голо-
морфных функций.

Исследование структуры этих пространств посредством интегральных пред-
ставлений служит мощным толчком к развитию целого ряда важных направле-
ний как в теории голоморфных функций (граничные свойства, задачи аппрок-
симации и интерполяции, вопросы факторизации и т.д.), так и в теории рядов 
и интегралов Фурье, в теории сингулярных интегральных операторов и в дру-
гих вопросах комплексного и гармонического анализа. Следует отметить, что в 
одномерном случае указанные вопросы изучены довольно полно [1; 3]. В тоже 
время интегральные представления в различных многомерных областях ком-
плексного пространства исследованы сравнительно мало, несмотря на то, что 
эти представления имеют важные приложения в теории кратных тригономе-
трических рядов, в теории функций нескольких комплексных переменных и в 
многомерном гармоническом анализе.

В последнее время ряд учёных занимается изучением широкого круга задач, 
связанных с интегральными представлениями как в единичном круге [4; 5], так 
и в различных областях пространств Rn и Cn [6–9]. Это и описание сопряжённых 
пространств, и построение линейных непрерывных функционалов на этих про-
странствах, и исследование ограниченности теплицевых операторов и др.; для 
примера укажем на работы [10; 11].

В данной работе получены интегральные представления классов 
n-гармонических в поликруге Un функций с граничными значениями из классов 
измеримых на остове поликруга функций со смешанной нормой. Аналогичные 
результаты в различных областях комплексного пространства рассматриваются 
и в работах других авторов, например, интегральные представления с ядрами 
Пуассона и Пуассона-Бергмана для гармонических в шаре функций с конечной 
смешанной нормой рассмотрены в работе [12].

Введём обозначения, необходимые для дальнейшего изложения. Пусть 

{ }1( , , ) : 1, 1,n
n iU z z z z i n= = < =  – единичный поликруг в n-мерном ком-

плексном пространстве Cn, { }1( , , ) : 1, 1,n
n iT i n= ζ = ζ ζ ζ = =  – его остов. Пусть 

Qn = [–π, π] × ... × [–π, π] = [–π, π]n – декартово произведение n экземпляров от-
резка [–π, π]; In = [0, 1) × ... × [0, 1) = [0, 1)n.

Через ( ),p nL T


 1( , , ),np p p=


  1 ≤ pi < +∞, 1,i n=  будем обозначать простран-
ство измеримых на T n функций f, для которых конечна норма
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np p
p p

p
p

n n
T T T

f dm dm dm

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= ζ ζ ζ ζ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

где T = T1, dm1 – линейная мера Лебега на T. 
Пусть 1( , , ),np p p=


  где 0 < pi < +∞, = 1, ,i n  тогда обобщённые пространства 

Харди ( )p nH U


 со смешанными нормами определим как пространства голо-
морфных в Un функций, для которых

 

3
2 2

1
1

1

1 1 1 2 1
0 r 1
sup  ( ) ( ) ( ) ( ) ,

np p
p p

p
p

n
T T T

f r dm dm dm
< <

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ζ ζ ζ ζ < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ 

где ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n. Соответствующие пространства n-гармонических в U n 
функций обозначим через ( ).p nh U


 Изучение основных свойств обобщённых 

пространств Харди в поликруге со смешанной нормой впервые начато в работах 
[13–16]. 

Функция u(z1, ..., zn), определённая на открытом множестве в Cn, называется 
n-гармонической, если u – гармоническая по каждому переменному в отдельно-
сти, то есть если zk = xk + iyk, 1, ,k n=  то u(z1, ..., zn) удовлетворяет n уравнениям 

Δku = 0, 1, ,k n=  где 
2 2

2 2
.k

k kx y
∂ ∂Δ = +
∂ ∂

Ядром Пуассона P(z, ζ) в поликруге, где z = (z1, ..., zn) ∈ Un, zk = rkeiθk, 
ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n, ζk = eiϕk, 1, ,k n=  назовём произведение:

1 1 1( , ) ( ) ( ),nr r n nP z P Pζ = θ −ϕ θ −ϕ

здесь 
2

2

1( )
1 2 cosr

rP
r r
−θ =

− θ+
 – обычное ядро Пуассона для единичного круга.

Каждую функцию ( )p nf L T∈


 можно n-гармонически продолжить в единич-
ный поликруг следующим образом:

 
1

1( ) ( , ) ( ) ( ), ( , , ) .
(2 ) n

n
n nn

T

u z P z f dm z z z U= ζ ζ ζ = ∈
π ∫   (1)

Возникает вопрос, как охарактеризовать те n-гармонические в U n функ-
ции, которые допускают представление вида (1). В частном случае, когда 
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p1 = ... = pn = p, 1 < p < +∞, такая задача была решена У. Рудиным (см. [2; 17]). 
Обобщим эти результаты на случай ( )p nL T


-пространств.

При доказательстве основной теоремы нам понадобятся следующие вспомо-
гательные утверждения:

Теорема A (см. [3]). Если V – окрестность нуля в сепарабельном топологи-
ческом векторном пространстве X, а {Λn} – такая последовательность в со-
пряжённом пространстве X*, что |Λnx| ≤ 1, (x ∈ V, n = 1, 2, 3, ...), то найдут-
ся такая подпоследовательность {Λni} ⊂ {Λn} и такой функционал Λ ⊂ X*, что 

lim in
i

x x
→∞

Λ = Λ  для всех x ∈ X.

Теорема Б (см. [18]). Пусть 1( , , ),np p p=


  1 ≤ pi < +∞, 1( , , ),nq q q= 
 

1 1 1,
i ip q
+ =

  
1, .i n=  J(f ) является непрерывным линейным функционалом на нормированном 

пространстве pL


 тогда и только тогда, когда существует единственная функ-

ция ( ) ,qg x L∈


 такая что J(f ) = g(x)f(x)dμ(x) и .qL
J g= 

Основным результатом работы является следующее утверждение:
Теорема. Пусть 1( , , ),np p p=


  1 < pi < +∞, 1, ,i n=  тогда следующие утверж-

дения эквивалентны:
1) n-гармоническая в U n функция u допускает представление:

1( ) ( , ) ( ) ( ),
(2 ) n

nn
T

u z P z f dm= ζ ζ ζ
π ∫  где ( ),p nf L T∈


 z = (z1, ..., zn) ∈ Un;

2) ( ).p nu h U∈


Доказательство. Пусть ( ).p nf L T∈


 Для данного r в силу свойства 
Pr(ϕ + 2π) = Pr(ϕ) и 2π-периодичности функции f по каждой переменной можно 
записать:

 

1( ) ( ) ( ) ,
(2 ) n

i
rn

T

u re f s P s dsθ = θ−
π ∫  (2)

где reiθ = (r1eiθ1, ..., rneiθn), ds = ds1 ... dsn. 
Для любого u справедливо равенство 

1
sup ( ) ( ) ,

nq
p g T

u u g d
=

= ζ ζ ζ∫




 

ζ = (ζ1, ..., ζn), |dζ| = |dζ1| ... |dζn|, 1( , ),nq q q=   
1 1 1,

i ip q
+ =  1,i n=  

(см. [5]). 

Подберём функцию ( )q ng L T∈


 такую, что 1
q

g =  и 
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2 2
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1
1

1

1 2 1 2( , , )

n

n

p p
p p
ppi i

nu r e r e d d d
π π π

θ θ

−π −π −π

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟θ θ θ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

1 1
1 1( , , ) ( , ) .n ni i i i

n nu r e r e g e e d d
π π

θ θ θ θ

−π −π

= θ θ∫ ∫   

Используя (2) и применяя теорему Фубини, будем иметь:

3
2 2
1

1
1

1

1 2 1 2( , , )

n

n

p p
p p
ppi i

nu r e r e d d d
π π π

θ θ

−π −π −π

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟θ θ θ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

1 ( ) ( ) ( )
(2 ) n n

rn
Q Q

f s P s ds g d
⎛ ⎞

= θ− θ θ =⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠
∫ ∫

1 ( ) ( ) ( )
(2 ) n n

rn
Q Q

P s f s g d ds= θ− θ θ ≤
π ∫ ∫

1 ( ) ( ) ( ) .
(2 ) n n

rn
Q Q

P s f s g d ds
⎛ ⎞

≤ θ− θ θ⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠
∫ ∫

Применяя к внутреннему интегралу обобщённое неравенство Гельдера и 

используя то, что 1 ( ) 1, 1,
(2 ) n

r qn
T

P s ds g= =
π ∫   получим:

3
2 2
1

1
1

1

1 2 1 2( , , )

n

n

p p
p p
ppi i

nu r e r e d d d
π π π

θ θ

−π −π −π

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟θ θ θ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

1 ( )
(2 ) n

r p q pn
T

P s f g ds f≤ =
π ∫  

Докажем обратное утверждение. Пусть u – n-гармоническая в U n и такая, что
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3
2 2
1

1
1

1

1 1 2sup ( , , ) .

n

n

n

p p
p p
ppi i

n n
r I

u r e r e d d d
π π π

θ θ

∈ −π −π −π

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟θ θ θ < +∞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

Докажем, что существует функция ( )p nf L T∈


 такая, что 

1( ) ( ) ( ) .
(2 ) n

i
rn

T

u re P t f t dtθ = θ−
π ∫

Поскольку 1( , , ),np p p=


  1 < pi < +∞, 1, ,i n=  то из результатов работы [18] 

следует, что ( )* ,p qL L=
 

 1( , , ),nq q q=   
1 1 1,

i ip q
+ =  1, .i n=

 
Положим

 

1( ) 1 ,i
mu u e

m
θ⎛ ⎞⎛ ⎞θ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  1( , , ).nθ = θ θ  (3)

По условию теоремы имеем: .pm L
u c≤  Рассмотрим на простран-

ствах ( )q nL T


 последовательность линейных непрерывных функционалов 
( ) ( ) ( ) ,

n

m m
T

g g u dΦ = ζ ζ ζ∫  где , 1,ji
j e j nθζ = =  и ( )q ng L T∈


 в шаре радиуса 1, т.е.

 
1.qL

g ≤  Тогда ( ) ,q p qm mL L L
G g u c g cΦ ≤ ≤ ≤   т.е. последовательность функци-

оналов {Фm} ограничена по совокупности на шаре радиуса 1. По теореме А най-
дётся такая подпоследовательность {Фmk} ⊂ {Фm} и такой функционал ( )* ,pLΦ∈



 
что для всех ( )q ng L T∈


 lim ( ) ( ),km

k
g g

→∞
Φ = Φ  где Ф – линейный непрерывный функ-

ционал на ( ).q nL T


 Следовательно, так как ( )* ,p qL L=
 

 то по теореме Б существует 

( )p nf L T∈


 такая, что ( ) ( ) ( ) ,
nT

g f g dΦ = ζ ζ ζ∫  где , 1, .ji
j e j nθζ = =  Для любого m

 

функция 1( ) 1 i
mu u e

m
θ⎛ ⎞⎛ ⎞θ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 – n-гармоническая в 1 .
11

z

m

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪<⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭

 Так что, если 

1, 1, ,ir i n< =  то, используя (3), имеем:

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
(2 ) (2 )k k k

n n

i it
m r m r mn n

T T

u re P t u e dt P t u t dtθ = θ− = θ−
π π∫ ∫

Так как ( ) ( ) ,q
rg t P L= θ ∈


 тогда 
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lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
(2 ) n n n

r m r r
T T T

P t u t dt g g t f t dt P P f t dt
→∞

θ− = Φ = = θ θ∫ ∫ ∫

Поскольку lim2 ( ) 2 ( ),k
i i

m
k

u re u reθ θ
→∞

π = π  то получаем:

1( ) ( ) ( ) .
(2 ) n

i
rn

T

u re P t f t dtθ = θ−
π ∫

Теорема доказана.
Отметим, что аналогичные результаты можно установить и в других областях 

n-мерного комплексного пространства Cn.
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Аннотация. В последние десятилетия стремительно расширяется область применения уль-
трафиолетовых источников излучения. Они находят многочисленные бытовые, медицин-
ские и промышленные применения, в особенности для обеззараживания воздуха, воды 
и поверхностей. Для этих целей наиболее эффективно УФ-излучение так называемого 
бактерицидного диапазона. Наибольшее распространение получили ртутные лампы низ-
кого и среднего давления. Однако в настоящее время усилились тенденции к исключению 
ртути не только из бытового, но и промышленного оборота. Этим вызвана необходимость 
развития не содержащих ртути УФ-источников. Такими являются эксимерные лампы, УФ-
излучающие светодиоды, а также представители нового направления – катодолюминес-
центные УФ-источники, в особенности с автоэмиссионным катодом. 

Ключевые слова: ультрафиолет, обеззараживание, бактерицидный диапазон, катодолю-
минесценция, автоэмиссия
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