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Аннотация. В работе отмечена особая роль курсовой работы в формировании творческих 
и исследовательских компетенций будущего специалиста, способности к самооргани-
зации и саморазвитию. Обозначена особенность курсовой работы по функциональному 
анализу, заключающаяся в применении общих абстрактных принципов в конкретных и 
прикладных случаях. Приведены примеры тем и описание задач курсовых работ по функ-
циональному анализу. Указана роль интегрированного междисциплинарного курсового 
проекта в учебном процессе. В статье представлены темы и перечень заданий для меж-
дисциплинарного курсового проекта по методам вычислений, функциональному анализу 
и интегральным уравнениям.
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Abstract. We discuss the special role of students’ term papers in the formation of creative and 
research skills of future specialists and development of their ability of self-organization and 
self-development. We determine the features of the term paper in Functional Analysis. The 
most important feature consists in applying general abstract principles to specific cases and 
applications. The paper provides examples of topics of tasks of term papers on Functional 
Analysis. The role of the integrated interdisciplinary course in the educational process is 
specified. The topics and the list of tasks for interdisciplinary term projects on methods of 
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Введение
Основная задача высшего образования заключается в формировании твор-

ческой личности специалиста, способного к саморазвитию, самообразованию, 
инновационной деятельности. Для решения этой задачи необходима правиль-
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ная организация самостоятельной работы студентов, которая должна стать ос-
новой образовательного процесса [1]. Учебно-воспитательный процесс в вузе 
должен строиться так, чтобы развивать умение учиться, формировать у студен-
та способность к саморазвитию, творческому применению полученных знаний, 
способам адаптации к профессиональной деятельности в современном мире. 
Неотъемлемой частью самостоятельной работы студента в ходе обучения в выс-
шем учебном заведении является курсовая работа или проект. Этот вид учеб-
ной деятельности способствует формированию познавательных, творческих, 
исследовательских и общепрофессиональных компетенций. Студент получает 
навыки находить нужную информацию из различных источников, творчески её 
обрабатывать и применять при решении различных практических задач.

Курсовая работа (проект) является завершающим шагом в освоении какой-
либо дисциплины или группы дисциплин. При выполнении работы у студен-
та есть возможность применить полученные во время занятий знания, а также 
получить новые с помощью самостоятельного изучения темы. При выполнении 
курсовой работы студент должен научиться искать необходимые для исследова-
ния материалы, проводить анализ, систематизацию, классификацию, интерпре-
тацию полученной информации, выстраивать логику рассуждений, формулиро-
вать выводы, адекватные полученным результатам. Студент учится оформлять 
отчёты о проделанной работе, получает опыт выступления перед комиссией при 
защите. 

Особенности курсовой работы  
по функциональному анализу и интегральным уравнениям

Функциональный анализ стал необходимым элементом серьёзного матема-
тического образования, и преподавание его основ включено в учебные планы 
математических, физических и многих инженерных специальностей класси-
ческих и технических университетов [2]. Функциональный анализ имеет мно-
жество приложений в различных областях математики, его методы проникают 
в смежные технические дисциплины. Для успешного освоения дисциплины 
«Функциональный анализ» требуется интеграция знаний, полученных при изу-
чении различных дисциплин математического цикла: математического анализа, 
аналитической геометрии, линейной алгебры, дифференциальных уравнений, 
кратных интегралов и рядов. Курсовая работа по функциональному анализу 
должна продемонстрировать работу общих абстрактных принципов в конкрет-
ных и прикладных случаях.

Тематика курсовых работ разрабатывается ведущими преподавателями в со-
ответствии с основным содержанием учебной дисциплины. Задания для кур-
совых работ должны иметь прикладной характер. Выполняя курсовую работу, 
студент должен познакомиться с приложениями функционального анализа в 
смежных областях математики и математической физике. Предполагается, что 
в каждом случае студент должен основательно изучить определённый теорети-
ческий материал, подробно и грамотно изложить его, а затем самостоятельно 
разобрать несколько практических примеров и решить ряд прикладных задач 
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по данной теме. Преподаватель, консультирующий студента, составляет под-
робный план работы, включающий постановку задачи, этапы и сроки её реше-
ния, необходимый теоретический материал, различные типы рассматриваемых 
в работе задач и примеров. При этом в плане приводятся ссылки (с указанием 
страниц или параграфов) на основные литературные источники, дополнитель-
ную литературу, рассчитанную на более глубокое знакомство с материалом, 
различные Интернет-ресурсы. Рекомендуемый подробный план поможет сту-
денту в организации самостоятельной работы над выбранной темой курсовой  
работы.

Для своевременного выполнения курсовой работы и стимулирования её ка-
чественного выполнения используется балльно-рейтинговая система оценки 
результатов обучения [3; 4]. Пример реализации этой системы при выполнении 
курсовой работы представлен в таблице 1.

Таблица 1.
Шкала оценки выполнения курсовой работы в баллах

№ Этап выполнения курсовой работы
Баллы по итогам  

модуля

Минимум Максимум

1
Выбор и согласование с руководителем темы 
курсовой работы, сбор и анализ первичных  
материалов

15 25

2 Точная постановка математической задачи  
и выбор пути ее решения 15 25

3 Решение задачи, его теоретическое обоснование. 
Анализ полученных результатов 15 25

4 Выводы и общее оформление курсовой работы, 
презентация. Защита курсовой работы 15 25

Итого 60 100

Приведём примеры тем и заданий курсовых работ по дисциплине 
«Функциональный анализ».

Пример 1. Тема «Упругая мембрана». 
Пусть мембрана с закреплённым краем занимает ограниченную область  

Ω ⊂ R2 (задана конкретная область – прямоугольник, круг, сектор и т.п.), функция 
u(x, y), (x, y) ∈ Ω – отклонение мембраны от плоского положения. Потенциальная 
энергия мембраны пропорциональна следующему интегралу:

22

( ) .u uE u dxdy
x yΩ

  ∂ ∂  = +    ∂ ∂    
∫∫
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Обозначим через 1
0( )C Ω  пространство непрерывно дифференцируемых 

функций в области Ω, обращающихся в 0 на её границе ∂Ω.
1) Доказать, что функция 

( , ) ,u v u vu v dxdy
x x y yΩ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫

определённая на 1 1
0 0( ) ( ),C CΩ × Ω  удовлетворяет всем аксиомам скалярного  

произведения.
2) Доказать, что евклидово пространство 1

0( )C Ω  с данным скалярным произ-

ведением не является полным.
3) Доказать неравенство Фридрихса:

( )2 , ( ) ( ).u x y dxdy m E u
Ω

≤ Ω∫∫

4) Пусть 
1,2
0 ( )W Ω  – пополнение евклидова пространства 1

0( ).C Ω  Доказать, что 

элементами пространства 1,2
0 ( )W Ω  являются функции, принадлежащие L2(Ω), и 

их частные производные тоже принадлежат L2(Ω).
5) Пусть функция u(x, y) является решением задачи 

	

, ( , ) ,
0, ( , ) .

u u x y
u x y

−∆ = λ ∈Ω
 = ∈∂Ω

Доказать, что для любой функции 1,2
0 ( )v W∈ Ω  верно равенство

	
( , ) .u v uv dxdy

Ω

= λ∫∫ 	 (1)

6) Доказать, что функция 1,2
0 ( )u W∈ Ω  является решением уравнения (1) для 

любой функции 1,2
0 ( )v W∈ Ω  тогда и только тогда, когда u является решением 

однородного уравнения u = λKu, где K – некоторый линейный вполне непрерыв-
ный самосопряженный строго положительный оператор, действующий в про-
странстве в 1,2

0 ( ).W Ω

Пример 2. Тема «Колебания струны».
Обозначим через Y пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций f на отрезке [0; l], таких, что f(0) = f(l) = 0. Колебания струны длины l с 
закреплёнными концами описываются уравнениями
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2 2

2 2
, 0 , 0.

(0, ) ( , ) 0,

y ya x l tt x
y t y l t

∂ ∂
= < < ≥∂ ∂

 = =

Пусть в начальный момент t = 0 струна имела положение y(x, 0) = y0(x) и нуле-
вые скорости.

1)  Доказать, что при каждом t > 0 для любого y0(x) ∈ Y выполнена оценка

	

2 2
0

0 0

( , ) ( ) ( ) .
l l

y x t dx C t y x dx≤∫ ∫

2)  Доказать, что множество Y плотно в L0[0; l].
3)  Продолжить линейный оператор Tt : Y → Y, где (Tty0)(x) = y(x, t) для любой 

функции y0(x) ∈ Y, до непрерывного линейного оператора 2 2: [0; ] [0; ].tT L l L l→

 
Описать свойства оператора .tT

4)  Пользуясь оператором ,tT  решить уравнение колебания струны длины 1 с 
начальным положением y0(x) = min{2x; 1 – x}.

Пример 3. Тема «Температура стержня».
Обозначим через Y пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций f на отрезке [0; l] таких, что f(0) = f ′(l) = 0. Изменения температуры в 
стержне длины l с фиксированной температурой в левом конце и отсутствием 
теплообмена в правом конце описываются уравнениями 

	

2

2
, 0 , 0.

(0, ) ( , ) 0,x

y ya x l tt x
y t y l t

∂ ∂
= < < ≥∂ ∂

 ′= =

Пусть в начальный момент t = 0 стержень имел распределение температур 
y(x,0) = y0(x) .

1)  Доказать, что при каждом t > 0 для любого y0(x) ∈ Y выполнена оценка

	

2 2
0

0 0

( , ) ( ) ( ) .
l l

y x t dx C t y x dx≤∫ ∫

2)  Доказать, что множество Y плотно в L2[0; l].
3)  Продолжить линейный оператор Tt : Y → Y, где (Tty0)(x) = y(x, t) для любой 

функции y0(x) ∈ Y, до непрерывного линейного оператора 2 2: [0; ] [0; ].tT L l L l→

 
Описать свойства оператора .tT

4)  Пользуясь оператором ,tT  решить уравнение теплопроводности в стержне 
длины 2 с начальным распределением температур y0(x) = |x – 1|.
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Междисциплинарные курсовые проекты по методам вычислений, 
функциональному анализу и интегральным уравнениям

Итогом изучения дисциплин «Функциональный анализ и интегральные урав-
нения», «Методы вычислений» и «Информатика» может служить междисци-
плинарный курсовой проект. Он поможет раскрыть практическую значимость 
изучения такой абстрактной науки, как функциональный анализ, тем самым 
закрепить полученные в ходе изучения дисциплины теоретические знания, по-
служить стимулом к получению новых знаний в этой области и их применению 
при решении прикладных задач. Многие приближённые и численные методы 
решения интегральных уравнений не излагаются в ходе изучения дисциплин 
«Функциональный анализ и интегральные уравнения» и «Методы вычислений». 
Однако, владение этими методами необходимо для дальнейшей профессиональ-
ной деятельности будущего инженера-математика. Освоить эти методы студент 
может, выполняя курсовой проект. В ходе работы над проектом студент изуча-
ет аналитические и численные методы решения какого-либо типа интеграль-
ных уравнений, используя при этом знания функционального анализа. Такой 
проект содержит теоретические исследования, описание алгоритмов выполне-
ния практических заданий, расчеты, графики, таблицы значений и листинги 
программ, выводы и рекомендации, выработанные в результате проведённого 
анализа результатов исследования. Смысл такого вида самостоятельной рабо-
ты заключается в непосредственном закреплении и комплексном применении 
приобретённых в ходе изучения различных дисциплин учебного плана знаний, 
умений и навыков, как в ходе дальнейшего углублённого освоения теории, так 
и при выполнении конкретных практических заданий. Курсовой проект по ме-
тодам вычислений, функциональному анализу и интегральным уравнениям 
является одновременно научно-исследовательской и расчётно-практической  
работой. 

Выполнение междисциплинарного курсового проекта по методам вычис-
лений, функциональному анализу и интегральным уравнениям способствует 
формированию у студентов готовности к самостоятельной работе, способности 
самостоятельно приобретать, осмысливать, структурировать и использовать в 
профессиональной деятельности новые знания, умения и навыки, расширять 
и углублять своё научное мировоззрение. Работа над проектом развивает вла-
дение межпредметными связями, способность самостоятельно изучать новые 
разделы фундаментальных наук, применять на практике полученные знания. 
Студент получает навыки подготовки и оформления технической документации 
и ведения отчётности по утверждённым формам, приобретает умение состав-
лять отчёты, рефераты, библиографии и списки публикаций по теме.

Приведём примерный план выполнения курсового проекта по методам вы-
числений, функциональному анализу и интегральным уравнениям:

•  Исследовать, изучить учебную и научную литературу по заданной теме, ис-
пользуя в том числе и Интернет-ресурсы. Коротко изложить в работе основные 
сведения по теме: определения понятий, основные утверждения, цели и задачи 
исследования.



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2017 / № 2

94

•  Провести необходимые теоретические исследования по вопросам, вынесен-
ным на самостоятельное изучение в рамках программы дисциплин.

•  Изложить алгоритмы аналитического и численного решения практических 
задач, поставленных в курсовом проекте. 

•  Решить предложенные задачи аналитически.
•  Решить предложенные задачи, используя различные численные методы, со-

ставив программы для ЭВМ, реализующие соответствующие алгоритмы. 
•  Сравнить полученные разными методами решения с аналитическими ре-

шениями, сделать соответствующие выводы и рекомендации по использованию 
тех или иных численных методов при решении задач данного типа. 

•  Подготовить отчёт и презентацию.
В качестве примеров рассмотрим темы курсовых проектов и опишем пере-

чень заданий, которые можно предложить студенту при выполнении междис-
циплинарного курсового проекта по методам вычислений, функциональному 
анализу и интегральным уравнениям.

Пример 4. Тема «Аналитические и численные методы решения интегральных 
уравнений Вольтерры второго рода».

1)  Изложить вводные сведения об интегральных уравнениях Вольтерры вто-
рого рода и их приложениях.

2)  Для уравнения

	 ( ) ( ) ( ),y x Ay x f x= λ + 	 (2)

где ( ) ( , ) ( ) ,
x

a

Ay x K x s y s ds= ∫  функция K(x, s) непрерывна в любой точке (x, s), для 

которой a ≤ s ≤ x ≤ b, функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b], доказать, что при 
любом значении λ ∈ R уравнение имеет единственное решение, непрерывное на 
отрезке [a; b].

3)  Доказать, что решение уравнения (2) может быть найдено как предел рав-
номерно сходящейся последовательности приближений ψn(x), определяемой 
рекуррентным соотношением ψn+1(x) = λAψn(x) + f(x), где ψ0(x) – произвольная 
непрерывная функция на отрезке [a; b].

4)  Доказать, что (см. пункт 1)

	
( ) ( , ) ( ) ,

x
n

n
a

A y x K x s y s ds= ∫

где 1( , ) ( , ) ( , )
x

n n
a

K x s K x t K t s ds−= ∫  (Kn(x, s)) – повторные ядра). 

5)  Для повторных ядер доказать неравенство
1( )| ( , ) | , , sup | ( , ) | .

( 1)!

n n

n
a s x b

M x sK x s a s x b M K x s
n

−

≤ ≤ ≤

−
≤ ≤ ≤ ≤ =

−
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6)  Доказать, что решение уравнения (2) при любом значении λ ∈ R предста-
вимо в виде:

( ) ( ) ( , , ) ( ) .
x

a

y x f x R x s f s ds= +λ λ∫

Для функции R(x, s, λ) (резольвентного ядра) найти её аналитическую зависи-
мость от K(x, s) и λ. 

7)  Вычислить резольвентное ядро для 
a)  2 2( , ) ,x sK x s e −=  λ = 2;
b)  K(x, s) = –2 + 3(x – s), λ = 1;
c)  K(x, s) = ch(x – s), λ = 1. 
8)  Найти решение уравнения (1) с точностью 10–2 по норме в C[0;1], исполь-

зуя методы простой итерации и квадратур, при
a)  2 2( , ) ,x sK x s e −=  λ = 2, f(x) = 2 + 2x;
b)  K(x, s) = –2 + 3(x – s), λ = 1, f(x) = 1.
Найти решение аналитически и сравнить полученные результаты.
Пример 5. Тема «Решение интегральных уравнений Фредгольма второго рода 

проекционными методами».
1)  Изложить вводные сведения об интегральных уравнениях Фредгольма и 

их приложениях.
2)  Описать метод наименьших квадратов решения интегральных уравнений 

Фредгольма второго рода.
3)  Найти точное решение уравнения

	

2 2 2( ) cos 4 ( ) .y x x x x s y s ds
π

−π

= + π + ∫

Найти собственные значения и собственные функции интегрального опера-
тора этого уравнения. Решить это уравнение с помощью метода наименьших 
квадратов, в качестве приближённого решения выбирая

a)  2 3 4
1 2 3 4 5( ) ;y x C C x C x C x C x= + + + +

b)  1 2 3( ) cos sin .y x C C x C x= + +

4)  Описать проекционный метод Галеркина–Петрова приближённого реше-
ния интегральных уравнений Фредгольма второго рода.

5)  Найти точное решение уравнения

	

1
2

1

( ) 1 3 ( ) ( )y x x x s x y s ds
−

= − + +∫

Решить это уравнение с помощью метода Галеркина–Петрова, выбирая базис-
ные функции ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2, ψ1(x) = 1, ψ2(x) = x. 

6)  Описать метод Бубнова-Галеркина приближенного решения интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода.
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7)  Решить уравнение 
1

2

1

( ) 1 ( ) ( )x x xsy x x e e x e y s ds−

−

= − − + ∫  с помощью метода 

Бубнова–Галеркина, выбирая базисные функции ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2. 
8)  Найти точное решение уравнения

	

1

0

( ) 4(ln 4 1) 4 ( ln(1 )) ( ) .y x x x s x y s ds= − − + + +∫

Решить это уравнение с помощью метода Бубнова–Галеркина. Приближенное 

решение искать в виде 
1

( ) ( ) ,
n

k
n k

k
y x f x C x

=

= +∑  причем ||yn – yn+1||L2[0;1] < ε, ε = 0,001.

9)  Решить уравнение 
1

2

1

( ) 1 ( ) ( )x x xsy x x e e x e y s ds−

−

= − − + ∫  с помощью метода 

Бубнова–Галеркина. Приближённое решение искать в виде:

1
( ) ( ) ,

n
k

n k
k

y x f x C x
=

= +∑  причём ||yn – yn+1||L2[0;1] < ε, ε = 0,001.

Пример 6. Тема «Решение интегральных уравнений Фредгольма второго рода 
для случая малого параметра»

Дано уравнение y(x) = λAy(x) + f(x), где ( ) ( , ) ( ) ,
b

a

Ay x K x s y s ds= ∫
где функция K(x, s) непрерывна на квадрате [a; b]2, функция f(x) непрерывна на 
отрезке [a; b], 

, [ ; ]
max | ( , ) | .

x s a b
M K x s

∈
=

1)  Доказать, что если |λ| < (M(b – a))–1, то существует единственное не-
прерывное на отрезке [a; b] решение данного уравнения, причём это реше-
ние может быть найдено как предел равномерно сходящейся последова-
тельности приближений ψn(x), определяемой рекуррентным соотношением  
ψn+1(x) = λAψn(x) + f(x), где ψ0(x) – произвольная непрерывная функция на от-
резке [a; b].

2)  Доказать, что собственные значения µ оператора A удовлетворяют нера-
венству |µ| ≤ M(b – a).

3)  Доказать, что решения уравнения при |λ| < (M(b – a))–1 выражаются в виде: 

( ) ( ) ( , , ) ( ) .
b

a

y x f x R x s f s ds= +λ λ∫

Для функции R(x, s, λ) (резольвентного ядра) найти её аналитическую зависи-
мость от K(x, s) и λ. 

4)  Найти резольвенту для ядра K(x, s) = xs + x2s2, предварительно показав, что, 
если K(x, s) = K1(x, s) + K2(x, s) и K1(x, s) ⊥ K2(x, s), то есть
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1 2 2 1( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0

b b

a a

Ê x t Ê t s ds Ê x t Ê t s ds= =∫ ∫

для любых x, s ∈ [a; b], то R(x, s, λ) = R1(x, s, λ) + R1(x, s, λ).
5)  С помощью резольвенты найти точное решение уравнения

	

1
2 2 3

1

1( ) ( ) ( ) .
4

y x xs x s y s ds x
−

= + +∫ 	 (3)

6)  Найти решение уравнения (3) с точностью 10–2 по норме C[0; 1]
a)  методом последовательных приближений;
b)  методом квадратур (используя формулу Симпсона).

Заключение
Курсовые работы по функциональному анализу и другим абстрактным ма-

тематическим дисциплинам должны включаться в учебные планы подготовки 
математических, физических и многих инженерных специальностей классиче-
ских и технических университетов. Именно выполняя курсовую работу, сту-
дент осознаёт практическую значимость таких дисциплин, востребованность 
в приложениях, закрепляя при этом теоретические основы, полученные в про-
цессе учебы. Разрабатывая темы курсовых работ, необходимо теоретические 
исследования тесно увязывать с конкретными практическими и прикладными  
задачами. 

Особое внимание необходимо уделять междисциплинарным курсовым про-
ектам. Именно при выполнении такого вида самостоятельной работы форми-
руется способность использовать фундаментальные и специальные знания, 
аналитические и численные методы, виртуальные модели для выполнения ин-
новационных инженерных проектов с целью достижения новых результатов. 
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