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ПРОДОЛЬНЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК В КЛАССИЧЕСКОЙ ПЛАЗМЕ  
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Аннотация. Проводится анализ нелинейного взаимодействия электромагнитного поля с 
максвелловской бесстолкновительной классической плазмой. В плазме распространяют-
ся две электромагнитные волны. Причём волновой вектор первой электромагнитной вол-
ны направлен вдоль оси х, а волновой вектор второй электромагнитной волны находится 
в плоскости (x, z), и его направление с осью х составляет угол ϕ (ϕ ≠ 0). Для этого слу-
чая найдены формулы для вычисления электрического тока. Оказалось, что нелинейный 
анализ позволяет выявить помимо известного поперечного тока ещё и продольный ток, 
пропорциональный квадрату электрического поля. Рассмотрен случай малых значений 
волновых чисел.

Ключевые слова: уравнение Власова, классическая плазма, поперечный и продольный 
ток, внешние электромагнитные поля.

LONGITUDINAL ELECTRIC CURRENT UNDER THE INFLUENCE  
OF TWO NONCOLLINEAR ELECTROMAGNETIC WAVES IN CLASSICAL 
PLASMA

V. Askerova,  A. Latyshev
Moscow Region State University,  
ul. Radio 10A, 105005 Moscow, Russian Federation
Abstract. We report an analysis of nonlinear interaction of electromagnetic field with the classical 
Maxwellian collisionless plasma. Two electromagnetic waves propagate in plasma. Moreover, 
the wave vector of the first electromagnetic wave is directed along the x axis. The wave vector 
of the second electromagnetic wave is in the (x, z) plane and its direction makes an angle of  

©  Аскерова В.И., Латышев А.В., 2017.



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2017 / № 2

24

ϕ, (ϕ ≠ 0) with the x axis. For this case, formulae for calculating the electric current are derived. 
It is found that the nonlinear analysis makes it possible to identify, apart from the known 
transverse current, the longitudinal current, which is proportional to the square of the electric 
field. The case of small values of the wave number is considered.

Key words: Vlasov equation, classical plasma, transverse and longitudinal electric current, 
external electromagnetic waves.

ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время исследование плазмы вызывает большой интерес у науч-

ного сообщества. Существует большое количество работ, посвящённых изуче-
нию плазмы [1–10]. В работах [1–4] изучаются нелинейные эффекты в плазме. 
Классическая плазма рассматривается в работах [5–10].

В данной работе рассматривается случай бесстолкновительной классической 
плазмы. Аналитически решается кинетическое уравнение Власова. Уточняются, 
как в разложении функции распределения, так и в разложении силы Лоренца 
величины, пропорциональные квадратам векторных потенциалов. 

При подобном ходе исследования оказывается, что электрический ток обладает 
двумя ненулевыми компонентами. Одной из компонент (такой же, как и в линейном 
анализе) является «поперечный» ток. Вторая же компонента – «продольный» ток, 
который ортогонален первой компоненте. Он имеет второй порядок малости отно-
сительно величин напряжённостей составляющих электрического поля. 

Отметим, что частный случай данной проблемы был рассмотрен в работе [5].

1. Уравнение Власова
Рассмотрим уравнение Власова, описывающее поведение бесстолкновитель-

ной плазмы

	
[ ]1 2 1 2

1 , 0.f f fe
t c
∂ ∂ ∂ + + + + + =  ∂ ∂ ∂

v E E v H H
r p

	 (1.1)

В данном уравнении f – функция распределения электронов плазмы,  
Ej, Hj(j = 1,2) – компоненты электромагнитного поля, c – скорость светa, p = mv − 
импульс электронов, v – скорость электронов, f(0) = feq(r, v) (eq ≡ equilibrium) – ло-
кально равновесное распределение Ферми–Дирака:

( )
1

12( )( , ) 1 exp  1 exp  ( )  ( , ),  eq eq
B

f v P f P
k T

−
− −µ   = + = + −α =      

ε rr r r

где ε = mv2/2 – энергия электронов, µ – химический потенциал электронного 
газа, kB – постоянная Больцмана, T – температура плазмы, P = P/pT – безразмер-
ный импульс электронов, vT – тепловая скорость электронов ( )2 / ,T Bv k T m=

  
α = µ /(kBT) – безразмерный химический потенциал, kB ⋅ T = εT = mvT

2/2 – тепло-
вая кинетическая энергия электронов.

Введём абсолютное распределение Ферми–Дирака:
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( )
1

12
0 0( ) 1 exp  1 exp  ( ). 

B
f v P f P

k T

−
− −µ   = + = + −α =      

ε

Будем полагать, что векторный потенциал Aj(r, t) ортогонален соответству-
ющему вектору kj, то есть kj ⋅ Aj(r, t) = 0, (j = 1,2). Это означает, что волновой 
вектор kj ортогонален соответствующей составляющей электрического и маг-
нитного поля:

kj ⋅ Ej(r, t) = 0, kj ⋅ Hj(r, t) = 0, j = 1,2.
Пусть один волновой вектор первой электромагнитной волны направлен 

вдоль оси х, а другой волновой вектор второй электромагнитной волны лежит 
в плоскости (x, z) и его направление составляет угол ϕ с осью х, причём ϕ ≠ 0, то 
есть

k1 = k1 ⋅ (1, 0, 0) и k2 = k2 ⋅ (cosϕ, 0, sinϕ),
E1 = E1 ⋅ exp(i[k1x – ω1t]) ⋅ {0, 1, 0} и

E2 = E2 ⋅ exp(i[k2(xcosϕ – zsinϕ) – ω1t]) ⋅ {0, 1, 0}.
Тогда электрическое и магнитное поля связаны с векторным потенциалом 

следующими равенствами:
1 .j j

j j
i

c t c
∂ ω

= − =
∂
A

E A

Напряжённость магнитного поля имеет следующие значения:
1 2

1 1 2 2
1 2

(0,0,1) , ( sin ,  0,  cos ) .ck ckE E= = − ϕ ϕ
ω ω

H H

Таким образом, векторное произведение равно:

[ ] 1
1 1

1
, ( , ,0),y x

ck E v v= −
ω

v H

[ ] 2
2 2

2
, ( cos , ( cos sin ), sin ).y x z y

ck E v v v v= ϕ − ϕ + ϕ ϕ
ω

v H

C помощью векторного произведения найдём силу Лоренца:

	
( )1 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
x y x

f f fE Ee k v k v k v
p p p

   ∂ ∂ ∂ + ω − + ϕ +   ω ∂ ∂ ω ∂  

	
( )( )2 2 2cos sin sin .x z y

y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ+ ϕ + ϕ ∂ ∂ 
	 (1.2)

Следовательно, уравнение (1.1) перепишется с учётом (1.2) в следующем виде:

	
( )1 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  
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( )( )2 2 2cos sin sin 0.x z y

y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ =∂ ∂ 
	 (1.3)

Решение уравнения (1.3) будем искать в виде

	 0 1 2( ) ,f f P f f= + + 	 (1.4)

где

	 1 1 1 2 2 ,f E E= ϕ + ϕ 	 (1.5)

	
2 2

2 1 2 1 2 01 2 .f E E E E= ψ + ψ + ψ 	 (1.6)

Здесь

( )1 1 1~exp  ,E i k x t −ω 

{ }( )2 2 2~exp  cos sin ,E i k x z t ϕ − ϕ −ω 

( )2
1 11 ~exp 2  ,E i k x t −ω 

{ }( )2
2 22 ~exp 2  cos sin ,E i k x z t ϕ − ϕ −ω 

{ } { }( )1 2 1 2 2 1 2~exp 2  cos sin   .E E i x k k k z t + ϕ − ϕ − ω +ω 

2. Первое приближение
В данной задаче имеется четыре параметра размерности длины  

λj = vT/ωj и lj = 1/kj. Будем полагать, что как на длинах λj, так и на длинах lj из-
менение энергии электрона под действием соответствующего электрическо-
го поля много меньше тепловой энергии электронов kBT, то есть параметры  
αj = |eEj|vT/(kBTω) и βj = |eEj|vT/(kBTk) являются малыми параметрами. Далее дей-
ствуем методом последовательных приближений, считая, что αj n 1, βj n 1.

Уравнение (1.3) с помощью (1.4) эквивалентно следующим уравнениям:

	
( )1 1 0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  

	
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sinx z y
y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
	 (2.1)

и

	
( )2 2 1 1 11 2

1 1 1 2
1 2

cosx y x y
x y x

f f f f fE Ev e k v k v k v
t x p p p

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + ω − + ϕ +   ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω ∂  
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( ) 1 1

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fk v v k v
p p

  ∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ  ∂ ∂  
	 (2.2)

Из уравнения (2.1) получим 

	 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 2  cos  sinx x zi i k v E i i k v i k v E− ω + ϕ + − ω + ϕ + ϕ ϕ =

	
( )0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
x y x

f f fE Ee k v k v k v
p p p

   ∂ ∂ ∂= − + ω − + ϕ +   ω ∂ ∂ ω ∂  

	
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fk v v k v
p p

∂ ∂ + ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
	 (2.3)

Введём безразмерные параметры ,j
j

T Tk v
ω

Ω =
 

,j
j

T

k
q

k
=  где qj – безразмерное 

волновое число, mv
= −  тепловое волновое число. 

В уравнении (2.3) перейдём к безразмерным параметрам. В итоге получим:

	 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2( cos sin )x x zi E q P E q P P ϕ −Ω + ϕ ϕ + ϕ −Ω = 

	
( )0 0 01 2

1 1 1 2
1 2

cosy x y
T T T x y x

f f fe E Eq P q P q P
k p v P P P

  ∂ ∂ ∂= − + Ω − + ϕ +   Ω ∂ ∂ Ω ∂  

	
( )( ) 0 0

2 2 2cos sin sin .x z y
y z

f fq P P q P
P P

∂ ∂ + Ω − ϕ + ϕ + ϕ ∂ ∂ 
	 (2.4)

Заметим, что
0 0 0~ , ~ , ~ .x y z
x y z

f f fP P P
P P P
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

Вычисляя правую часть уравнения (2.4), получим:

	
( )0 0 0

1 1 1 2 cosy x y
x y x

f f fq P q P q P
P P P

 ∂ ∂ ∂+ Ω − + ϕ +  ∂ ∂ ∂ 

	
( )( ) ( )0 0 0

2 2 2 1 2cos sin sin .x z y
y z y

f f fq P P q P
P P P

∂ ∂ ∂+ Ω − ϕ + ϕ + ϕ = Ω +Ω∂ ∂ ∂
	 (2.5)

Перепишем (2.4) с учётом (2.5) в следующем виде:

	 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2( cos sin )x x zi E q P E q P P ϕ −Ω + ϕ ϕ + ϕ −Ω = 
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( ) 0

1 2 .
T T T y

fe E E
k p v P

∂
= − +

∂
	 (2.6)

Таким образом, первое приближение равно:

	

1 2
1

1 1 2 2
.

( cos sin )T T T x x z

ie E Ef
k p v q P q P P

 
= + −Ω ϕ + ϕ −Ω 

	 (2.7)

3. Второе приближение
Уравнения (1.3) будем решать во втором приближении. Для этого в левую 

часть уравнения (2.2) подставим (1.6). Получим следующее уравнение:

	 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 21 22 2 ( cos sin )x x zE i k v E i k v v E E i    −ω ψ + ϕ + ϕ −ω ψ + − ω +ω +    

	
] ( )1 11

1 2 2 0 1 1 1
1

( ( cos ) sin )x x y x
x y

f fEi v k k k v e k v k v
p p

  ∂ ∂+ + ϕ + ϕ ψ = − + ω − +  ω ∂ ∂  

	
( )( )1 1 12

2 2 2 2
2

cos cos sin sin .y x z y
x y z

f f fE k v k v v k v
p p p

 ∂ ∂ ∂ + ϕ + ω − ϕ + ϕ + ϕ  ω ∂ ∂ ∂  

Перейдя к безразмерным параметрам, будем иметь равенство:

	 [ ] [ ] ( )2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 21 2 ( cos sin ) 2( cosx x z xE q P E q P P E E q q P−Ω ψ + ϕ + ϕ −Ω ψ + + ϕ +

	
]

22 2
0 01

2 0 12 2
1 1 1

/
sin )

2
y

z y
T T x x yT

f P fe Eq P q P
k p v P q P P

   ∂ ∂ ∂∂+ ϕ −Ω ψ = − − +   Ω ∂ −Ω ∂   

	 ( )
22

0 0 1 22
2 2

2 2 2 1

/
cos sin

y
y

x x z y

f P fE E Eq P
P q P P P

  ∂ ∂ ∂∂
+ − + ×  Ω ∂ ϕ + ϕ −Ω ∂ Ω   

	 ( ) ( )
2

0 1 1 0
1 2

2 2 2 2

/
cos sin cos sin

y x
y

x x z x z y

f P q P fq P
P q P P q P P P

  ∂ ∂ Ω − ∂∂
× + +  ∂ ϕ + ϕ −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂   

	

( ) 22 20 01 2
2 2

2 1 1 1 1

cos sin/
,x zy

y
x x x y

q P Pf P fE E q P
P q P q P P

 Ω − ϕ + ϕ ∂ ∂ ∂∂
+ +  Ω ∂ −Ω −Ω ∂  

где Ω = (Ω1 + Ω2)/2.
Из этого уравнения найдём ψ1, ψ2, и ψ0:

	

2
1

1 2 2 2
1 1 1

( ) ,
2 xT T T

e
k p v q P

Ξ
ψ = − ⋅

Ω −Ω
P

	 (3.1)
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	 ( )
2

2
2 2 2 2

2 2 2

( ) ,
2 cos sinx zT T T

e
k p v q P P

Ξ
ψ = − ⋅

Ω ϕ + ϕ −Ω
P

	 (3.2)

	

2
12 21

0 2 2 2
1 2 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) ,
2 2( cos ) sin )x x zT T T

e
k p v qP q q P q P

Ξ Ξψ = − ⋅ ⋅ + ⋅ Ω −Ω Ω + ϕ + ϕ −Ω 

P P 	(3.3)

где

	

2
0 0

1 1 2
1 1

/
( ) ,y

y
x x y

f P f
q P

P q P P
 ∂ ∂ ∂∂

Ξ = − ∂ −Ω ∂ 
P

	 ( )
2

0 0
2 2 2

2 2

/
( ) ,

cos sin
y

y
x x z y

f P f
q P

P q P P P
 ∂ ∂ ∂∂

Ξ = − ∂ ϕ + ϕ −Ω ∂ 
P

	 ( ) ( )
2

0 1 1 0
12 1 2

2 2 2 2

/
( ) ,

cos sin cos sin
y x

y
x x z x z y

f P q P fq P
P q P P q P P P
 ∂ ∂ Ω − ∂∂

Ξ = + ∂ ϕ + ϕ −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂ 
P

	

( ) 22 20 0
12 1 2

1 1 1 1

cos sin/
( ) .x zy

y
x x x y

q P Pf P fq P
P q P q P P

Ω − ϕ + ϕ ∂ ∂ ∂∂
Ξ = + ∂ −Ω −Ω ∂ 

P

Здесь Ω = (Ω1 + Ω2)/2, q = (q1 + q2)/2.
При ϕ = 0 получим формулы (3.1) – (3.3) из работы [5].
Таким образом, функция распределения во втором приближении построена и 

определяется равенством (1.4), в котором функция f1 задаётся формулами (1.5) и 
(2.7), а f2 определяется равенствами (1.6) и (3.1) – (3.3).

4. Плотность электрического тока
Найдём плотность электрического тока

	

3
3

3 3

2 2 .
(2 ) (2 )

T Td p p ve f f d P= =
π π∫ ∫j v P
 

	 (4.1)

Вектор плотности тока имеет две ненулевые компоненты j = (jx, iy, 0), где jx – 
плотность поперечного тока, jy – плотность продольного тока.

Вычислим плотность поперечного тока, которая определяется выражением:

	

3 3 2
3

1 13 3 3

2 2 2 .
(2 ) (2 ) (2 )

TT
y y y y

d p d p p vj e v f e v f f P d P= = =
π π π∫ ∫ ∫
  

	 (4.2)

Поперечный ток направлен вдоль электромагнитного поля, его плотность 
определяется согласно (4.2) только первым приближением функции распределе-
ния. Второе приближение функции распределения не вносит вклад в плотность 
тока. Таким образом, в явном виде поперечный ток равен:
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2 2
01 2 3

3
1 1 2 2

2
.

(2 ) ( cos sin )
T

y y
T x x z y

ie p fE Ej P d P
k q P q P P P

  ∂
= + π −Ω ϕ + ϕ −Ω ∂ 

∫


	 (4.3)

Теперь перейдём к исследованию продольного тока. В силу разложения (1.6) 
продольный ток может быть представлен в виде трёх слагаемых: jx = j1 + j2 + j0, 
где

	

( ) 32 3 11
1 3 2

1 1 1
,

(2 )
xT

T xT

P d PE e p
j

k v q P
Ξ

= −
π Ω −Ω∫

P


	

( ) 32 3 21
2 3 2

2 2 2
,

(2 ) ( cos sin )
xT

T x zT

P d PE e p
j

k v q P P
Ξ

= −
π Ω ϕ + ϕ −Ω∫

P


	

3
1 2 12 21 3

0 3 2
1 2 1 2 2

1 ( ) 1 ( ) ,
(2 ) 2( cos ) sin )

T
x

T x x zT

E E e p
j P d P

k v qP q q P q P
Ξ Ξ= − ⋅ + ⋅ π Ω −Ω Ω + ϕ + ϕ −Ω 

∫
P P



здесь Ω = (Ω1 + Ω2)/2, q = (q1 + q2)/2.
Отметим, что j0 = j12 + j21, тогда

	

( )3 121 2 3
12 3 2

1
,

(2 )
T

x
T xT

E E e pj P d P
k v qP

Ξ
= −

π Ω −Ω∫
P



	

( )3 211 2 3
21 3 2

2 1 2 2
.

(2 ) 2( cos ) sin )
T

x
T x zT

E E e pj P d P
k v q q P q P

Ξ
= −

π Ω + ϕ + ϕ −Ω∫
P



Найдём числовую плотность (концентрацию) частиц плазмы, отвечающую 
распределению Ферми-Дирака:

	

2

2

3 3 2 3

0 03 3 2
0

2 8(P) ( ),
(2 ) (2 ) 21

P
T T

P

d p p e P dP kN f l
e

∞ α−

α−

π
= = = α

π π π+∫ ∫
 

где ( )2
0

0

( ) ln 1  .l e d
∞

α−τα = + τ∫
В выражении перед интегралами выделим плазменную (ленгмюровскую)  

частоту 24 /p e N mω = π  и числовую плотность (концентрацию) N. При этом 
числовую плотность выразим через волновое число. Следовательно,

	

3 2

l,tr3 2
0 0

.
(2 ) 16  ( ) 16  ( )

T j p j j

T T TT

p e q e k k
k v p k l l

π Ω
= ⋅ = σ

π π α π α

Здесь Ωp = ωp/(kTvT) = ωp/(mvT
2) – безразмерная плазменная частота, σ1,tr – про-

дольно-поперечная проводимость (σ1,tr = e ⋅ Ωp
2/(pTkT)).

Составляющие продольного тока могут быть записаны в виде:

	 ( )2
l,tr 0 1 2 l,tr 1 12 2 21, ,j j jjj E k J j E E k J k J= σ = σ + 	 (4.4)
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где

	

( )2

1 2 3
0 1 1

ln 11 ,
16 ( ) ( )

xP
x

x

e dP
J

l q P

α−∞

−∞

+
=

π α −Ω∫

	

( ) 3
2

2 2
0 2 2 2

1 ,
16 ( )  ( cos sin )

x

x z

P d P
J

l q P P
Ξ

= −
π α Ω ϕ + ϕ −Ω∫

P

	

3
12

12 2
0 1

1 ( ) ,
16 ( )

x

x

P d PJ
l qP

Ξ
= −

π α Ω −Ω∫
P

	

3
21

21 2
0 2 1 2 2

1 ( ) .
16 ( ) 2( cos ) sin )

x

x z

P d PJ
l q q P q P

Ξ
= −

π α Ω + ϕ + ϕ −Ω∫
P

В равенствах (4.4) величины J1, J2, J12, J21 – безразмерные части плотности про-
дольного тока.

Следовательно, продольная часть тока имеет следующий вид:

	 ( )2 2
l,tr 1 1 2 2 1 2 1 12 2 211 2 .xj E k J E k J E E k J k J = σ + + +  	 (4.5)

Введём поперечные поля 2( ) / .j jk= −tr
j j jjE E k E k  Теперь равенство (4.5) можно 

представить в инвариантной форме:

	
( ) ( ) ( )2 2tr tr tr tr

long l,tr 1 1 2 2 1 12 2 211 2 1 2 .J J J J = σ + + +  
j E k E k E E k k

Рассмотрим случай малых значений волнового числа. Из (4.5) вытекает, что 
при малых значениях волновых чисел для плотности продольного тока полу-
чаем:

	 ( )
l,tr 1 2 1 22 2

1 21 23 3
1 2 1 21 2

2 .
8x

k k k kj E E E E
 σ +

= − + + π Ω Ω Ω Ω Ω +Ω 
	 (4.6)

Заключение
В данной работе рассмотрена классическая бесстолкновительная плазма, в ко-

торой в плоскости (x, z) распространяются две волны под углом ϕ друг к другу. 
С помощью метода последовательных приближений аналитически решено урав-
нение Власова. Исследовано влияние нелинейного характера взаимодействия 
электромагнитного поля с бесстолкновительной плазмой. 
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