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Введение 

Максвелл был первым, кто обратил внимание на движение разреженного 
газа под действием неоднородного распределения температуры [1–3]. Задача о 
тепловом скольжении газа вдоль поверхности (не обязательно плоской) 
вызывает постоянный интерес (см., например, [4–12]). Это связано как с чисто 
теоретическим интересом, так и с многочисленными приложениями в области 
аэродинамики и физики аэродисперсных систем. 

Наиболее полный обзор работ в этом направлении представлен в работе [4] 
и монографии [5]. Отметим ряд работ [6–9], в которых рассматривались 
зеркально-граничные условия. Большой вклад в изучение теплового 
скольжения внес Лойалка С.К. [7–9].  

В наших работах [10–15] были разработаны приближенные [10–12] и точные 
[13; 14] методы решения граничных задач для модельных кинетических 
уравнений. В работах [10; 11] коэффициент теплового скольжения 
аппроксимируется дробно-рациональными функциями. Аналитическое 
решение задачи о тепловом скольжении для газов с частотой столкновений, 
пропорциональной модулю скорости молекул, и диффузными граничными 
условиями было получено в [15].  

Затем в работах [16–18] тепловое скольжение рассматривалось для 
квантовых газов. 

 
1. Постановка задачи 

Пусть разреженный газ заполняет полупространство 0x   и движется 
вдоль оси y . Вдали от поверхности 0x   задан логарифмический градиент 

температуры ln
T

x

d Tg
dy 

 
  
 

. Требуется найти скорость теплового 

скольжения slu  и распределение массовой скорости газа в полупространстве. 

В работе [12] показано, что если функцию распределения искать в виде: 

 1Mf f h  , где 
3 2

( ) exp
2 ( ) 2 ( )M

m mvf n y
kT y kT y

  
   

   
, 
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 0( ) 1 TT y T g y  , то функция ( , )h x   ( )xC   удовлетворяет 

неоднородному кинетическому уравнению:  

22 1 1( , ) ( , )
2T

h G h x e h x d
x

    







            . (1.1) 

Здесь и ниже: 

11

ln
T

x

d TG
dy



 
  
 

, 1 ,x x   1 ,y y   
2
m
kT

  , sl slU u , 

ν – частота столкновений, x1, y1 – безразмерные координаты. Далее индексы у 
этих координат будем опускать.  
Будем считать, что молекулы отражаются от стенки зеркально-диффузно: 

(0, ) ( ) (1 ) (0, , , ), 0,M x y z xf q f y q f C C C C     С   (1.2) 

где q  – коэффициент диффузности, 0 1q  . При 1q   условие (1.2) является 
условием диффузного отражения, при 0q   – условием зеркального 
отражения. 

Для функции ( , )h x   условие (1.2) переходит в условие: 
(0, ) (1 ) (0, ), 0h q h      .  (1.3) 

Вдали от стенки функция распределения переходит в свое Чемпен-
Энскоговское распределение: 

2 1( , ) 2 ( ).
2sl Th U G        (1.4) 

Обозначим далее: 2 1( , ) ( ) ( , ).
2Th x G x       Тогда уравнение (1.1) 

переходит в однородное уравнение: 

21( , ) ( , )d x e x d
dx

     







    .  (1.5) 

Граничные условия (1.3) и (1.4) переходят в следующие:  

2 1(0, ) ( ) (1 ) (0, ), 0,
2Tq G q               (1.6) 

и 

( , ) 2 slU       (1.7) 
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21( , ) ( , )d x e x d
dx

     







    .  (1.5) 
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2 1(0, ) ( ) (1 ) (0, ), 0,
2Tq G q               (1.6) 
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( , ) 2 slU       (1.7) 

 

Далее положим: ( , ) 2 ( , )sl cx U h x    . При этом функция ( , )ch x   

удовлетворяет уравнению (1.5): 

21( , ) ( , )c
c c

h h x e h x d
x

   







   
    (1.8) 

и граничным условиям: 

2 1(0, ) 2 ( ) (1 ) (0, ), 0
2c sl T ch qU q G q h             (1.9) 

и  

( , ) 0.ch        (1.10) 

 
2. Включение граничных условий в кинетическое уравнение 

Продолжим функцию распределения на сопряженное полупространство 
0x   симметричным образом: ( , ) ( , ), 0.h x h x       При таком 

продолжении функция ( , )ch x   в отрицательном полупространстве 0x   

снова удовлетворяет уравнению (1.8) и граничным условиям: 

2 1( 0, ) 2 ( ) (1 ) ( 0, ), 0,
2c sl T ch qU q G q h                (2.1) 

и 

( , ) 0ch          (2.2) 

Включим граничные условия (1.9), (1.10) и (2.1) (2.2) в кинетическое уравнение 
в виде источника – члена, содержащего дельта-функцию Дирака: 

2 1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( 0, ) ,
2

c
c c sl T c

h h x U x x qU qG qh
x

                 


(2.3) 
где ( )x  – дельта-функция Дирака, 

212 ( ) ( , ) .c cU x e h x d  







     (2.4) 

Заметим, что ( )cU x  удовлетворяет граничным условиям:  

( ) 0cU   .  (2.5) 

Решая уравнения (2.3) при 0, 0x   , получаем решение, удовлетворяющее 
граничным условиям (1.9) и (2.5): 
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1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.6) 

Аналогично, при 0, 0x    находим: 

1( , ) 2 ( ) .x t
c c

x

h x e e U t dt 



       (2.7) 

Перепишем уравнение (2.3), заменим в нем последний член, используя 
продолжение функции h на сопряженное полупространство и равенства (2.6) и 
(2.7). На этом пути приходим к следующему уравнению: 

2 1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) (0, )
2

c
c c sl T c

h h x U x x qU qG qh
x

                 
 (2.8) 

Решение уравнений (2.8) и (2.4) ищем в виде интегралов Фурье: 

12 ( ) ( ) ,
2

ikx
cU x e E k dk







    
1( ) ,
2

ikxx e dk






     (2.9) 

1( , ) ( , )
2

ikx
ch x e k dk 







    (2.10) 

При этом функция ( , )ch x   выражается через спектральную плотность ( )E k  

массовой скорости следующим образом: 

1 1 1 ( )( , ) ( )
2 2 1

x ikx
t ikx

c
x

e E k dkh x e e dt e E k dk
ik


   

  


 

    
   . 

Аналогично получаем, что 

1 ( )( , ) .
2 1

ikx

c
e E k dkh x

ik


 







  

Используя четность ( )E k , далее получим: 

2 2 2 2
0

1 ( ) 1 ( )(0, ) .
2 1 1c

E k dk E k dkh
k k


   

 




 
    

Теперь уравнение (2.8) можем переписать в виде 

2 1 1
2 2
10

( )1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
2 1

c
c c sl T c

h E k dkqh x U x x qU qG h
x k

    
 

 
         


 (2.11)  
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ik


   

  


 

    
   . 

Аналогично получаем, что 

1 ( )( , ) .
2 1

ikx

c
e E k dkh x

ik


 







  

Используя четность ( )E k , далее получим: 

2 2 2 2
0

1 ( ) 1 ( )(0, ) .
2 1 1c

E k dk E k dkh
k k


   

 




 
    

Теперь уравнение (2.8) можем переписать в виде 

2 1 1
2 2
10

( )1( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
2 1

c
c c sl T c

h E k dkqh x U x x qU qG h
x k

    
 

 
         


 (2.11)  

 
 

 

3. Характеристическое уравнение 
Теперь уравнения (2.4) и (2.11) с помощью интеграла Фурье (2.9) и (2.10) 
преобразуются в следующую систему уравнений 

2

0

1( ) ( , ) ,E k e k d  



 

  
(3.1) 

2 1 1
2 2
10

( )1(1 ) ( , ) ( ) 2 ( ) .
2 1sl T

E k dkqik k E k qU qG
k

   
 

 
         


 

(3.2) 

Выразим функцию ( , )k   из уравнения (3.2) и подставим в уравнение (3.1). 
Получаем характеристическое уравнение: 

1 3 1
1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2sl TE k L k q U T k qG T k T k        

 
 

1 1 1
0

( , ) ( )q K k k E k dk




     (3.3) 

с ядром 
2

1 2 2 2 2
10

2( , ) .
(1 )(1 )

e dK k k
k k

  
 

 


 

  
(3.4) 

Уравнение (3.3) – это интегральное уравнение Фредгольма второго рода. Кроме 
того, в (3.3) введено обозначение: 

2

2 2
0

2( ) , 0,1,2,...
1

n

n
e dT k n

k

  


 

 
  ,   (3.5) 

2
0 2( ) 1 ( ) ( ).L k T k k T k         (3.6) 

 
4. Ряды Неймана 

Решение уравнения (3.3) ищем в виде: 

 2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .... ,TE k qG E k qE k q E k        (4.1) 

 2
0 1 2

1 ....
2sl TU G V V q V q         (4.2) 

Подставим разложения (4.1) и (4.2) в уравнение (3.3). С помощью равенств 
(3.4)–(3.6) получаем счетную систему уравнений: 

0 0 1 3 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2

E k L k V T k T k T k        (4.3) 
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1 1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




        (4.4) 

2 2 1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




    
  

(4.5) 

……………………………………… 

1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,n n nE k L k V T k K k k E k dk




         n=1,2.  (4.6) 

Из уравнения (4.3) находим: 

0 1 3

0 2
2

1( ) ( ) ( )
2( )

( )

V T k T k
E k

k T k

   



 .   (4.7) 

Устраним полюс второго порядка в правой части (4.7). Заметим, что:  

2 2
1 3 3 5

1 1( ) ( ), ( ) ( ).T k k T k T k k T k
 

       

Тогда: 

2 2
0 0 3 5

0 2
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

( )

V V k T k k T k
E k

k T k
 

       
 . 

Для устранения полюса потребуем, чтобы 0
1 1 1( ) 0
2

V
 

     , откуда 0
1
2

V  . 

Тогда: 

3 5
0

2

( ) ( )( )
( )

T k T kE k
T k


 . 

С помощью последнего равенства из уравнения (4.4) находим: 

1 1 1 0 1 1
0

1 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 


   (4.8) 

Для устранения полюса в правой части (4.8) выберем 1V  в виде: 

1 1
1 0 1 1

10

( )1 ( ) 0.28566.
(0)

T kV E k dk
T



       

Найдем числитель правой части (4.8). Имеем:  
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1 1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




        (4.4) 

2 2 1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,E k L k V T k K k k E k dk




    
  

(4.5) 

……………………………………… 

1 1 1 1 1
0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,n n nE k L k V T k K k k E k dk




         n=1,2.  (4.6) 
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


 .   (4.7) 
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 

       

Тогда: 

2 2
0 0 3 5

0 2
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

( )

V V k T k k T k
E k

k T k
 

       
 . 

Для устранения полюса потребуем, чтобы 0
1 1 1( ) 0
2

V
 

     , откуда 0
1
2

V  . 

Тогда: 

3 5
0

2

( ) ( )( )
( )

T k T kE k
T k


 . 

С помощью последнего равенства из уравнения (4.4) находим: 

1 1 1 0 1 1
0

1 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 


   (4.8) 

Для устранения полюса в правой части (4.8) выберем 1V  в виде: 

1 1
1 0 1 1

10

( )1 ( ) 0.28566.
(0)

T kV E k dk
T



       

Найдем числитель правой части (4.8). Имеем:  

 

1 1 1 0 1 1
0

1( ) ( , ) ( )V T k K k k E k dk




   1 1 1
1 0 1

10

( ) ( )1 ( , ) ( )
(0)

T k T kK k k E k dk
T

  
  
 
 . 

Заметив, что: 
2 2 2 2

1 1 1 3 1 3 1 5 1( , ) (0) ( ) ( ) ( , ),K k k T k T k k T k k k K k k      

найдем разность: 

  2 2
1 3 1 1 3 11 1 1

1 1
1 1

(0) ( ) (0) ( )( ) ( )( , ) ( , )
(0) (0)

T k T k T k T kT k T kK k k K k k
T T

 
     

2 2
2 2 1

1 1 3 1 3 1 3 3 1
1

( , ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
(0)

k kK k k T k T k k T k T k T k
T

        

2 2 2
1 5 1 3 3 1 1( , ) ( ) ( ) ( , ),k k K k k T k T k k S k k         

где: 
2

1 1 5 1 3 3 1( , ) ( , ) ( ) ( )S k k k K k k T k T k      . 

Согласно (4.8) теперь получаем: 

 
1 1 0 1 1

2 0

1( ) ( , ) ( )
( )

E k S k k E k dk
T k



    . 

Из уравнения (4.5) находим: 

2 1 1 1 1 1
0

2 2
2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

V V k K k k E k dk
E k

k T k




  
 




. 

Отсюда находим: 

2 1 1 1 1 1
0

1 ( ) ( ) 0.021135.V T k E k dk




      

С помощью этого соотношения предыдущее равенство преобразуем к виду: 

2 1 1 1 1
2 0

1( ) ( , ) ( )
( )

E k S k k E k dk
T k



    . 

Аналогично из уравнения (4.6) находим: 

1 1 1 1 1
0
2

2

1( ) ( , ) ( )
( )

( )

n n

n

V T k K k k E k dk
E k

k T k




  
 




. 

Отсюда находим, что: 
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1 1 1 1 1
0

1 ( ) ( ) , 1, 2,...n nV T k E k dk n




   . 

При этом 

1 1 1 1
2 0

1( ) ( , ) ( ) , 1, 2,...
( )n nE k S k k E k dk n

T k



    . 

Выпишем формулы для распределения массовой скорости во втором  
приближении:  

 20 1 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
4

ikx
c slU x U q e E k E k q E k q dk







     

Для функции ( , )h x   получаем: 

2 1 1( , ) ( ) 2 ( , )
2 2

ikx
T slh x G U e k dk  







      , 

где 

2
0 1 02 2

(1 ) 1( , ) ( ) ( ) ( )
1 2T

ikk E k q E k G V
k
  


         
 

20 1 1 1 1 1
2 12 2 2 2

1 10 0

( ) ( )1 ( )
1 1T
E k dk E k dkq E k G V

k k


 
   

    
          

  . 

 
5. Обсуждение результатов и заключение 

Сравним полученные результаты с предшествующими, в частности, с 
точным решением для скорости теплового скольжения при 1q  : 

0.38316sl TU G  [13]. Перепишем эту формулу в размерном виде:  

1.1495sl Tu g . 

Безразмерная скорость теплового скольжения согласно полученным 
результатам равна:  

2 2
1 2 2( ) 0.5( ) 0.5(0.5 0.2857 0.0211 ) .sl T TU q V V q V q G q q G       

Приведем эту формулу к размерному виду:  
2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 )sl Tu q q q g   ,   (5.1) 

где  –кинематическая вязкость газа.  
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          
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5. Обсуждение результатов и заключение 

Сравним полученные результаты с предшествующими, в частности, с 
точным решением для скорости теплового скольжения при 1q  : 

0.38316sl TU G  [13]. Перепишем эту формулу в размерном виде:  

1.1495sl Tu g . 

Безразмерная скорость теплового скольжения согласно полученным 
результатам равна:  

2 2
1 2 2( ) 0.5( ) 0.5(0.5 0.2857 0.0211 ) .sl T TU q V V q V q G q q G       

Приведем эту формулу к размерному виду:  
2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 )sl Tu q q q g   ,   (5.1) 

где  –кинематическая вязкость газа.  

 

В нулевом приближении из формулы (5.1) видно, что нами получен точный 
результат Максвелла для зеркальных граничных условий: 0.75 .sl Tu g  Введем 

относительную ошибку: 
( )( ) 100%,sl sl

n
sl

u u qO q
u


     (5.2) 

где ( )slu q  определяется равенством (5.1). 

В первом приближении скорость теплового скольжения равна: 
(1) ( ) 0.75(0,5 0, 2857 )sl Tu q q g  , во втором приближении она определяется 

равенством (5.1): (2) 2( ) 0.75(1 0.5714 0.0422 ) gsl Tu q q q     . Нетрудно видеть, что 

относительная ошибка в нулевом приближении равна: ���1� � ������, в 
первом: ���1� � �����, во втором – ���1� � �����. Сравнивая приведенные 
оценки, приходим к заключению, что именно нелинейный анализ приводит к 
эффективной аппроксимационной формуле для вычисления скорости 
теплового скольжения. 

Перепишем формулу (5.1) в виде: ( )sl Tu K q g , где K – коэффициент 

теплового скольжения. Проведем сравнение коэффициента скольжения из 
данной работы с коэффициентами, найденными в [6–8]. В работах [6] и [7] был 
найден один и тот же коэффициент: K=0.75(1+0.5q). Сравнение этого 
коэффициента с (5.1) согласно (5.2) показывает, что при q=1 отклонение 
коэффициента из [6] и [7] не превосходит 2%. В работе [8] было получено, что 
K=0.75(1+0.532q). Согласно (5.2) получаем, что отклонение коэффициента из 
[7] от полученного в работе коэффициента не превосходит 0.2%. 

Таким образом, в работе выведены эффективные аппроксимационные 
формулы для решения задачи о тепловом скольжении с зеркально-
диффузными граничными условиями. В дальнейшем авторы намерены 
рассмотреть задачу о тепловом скольжении для квантовых газов. 
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