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О ПОЛОЖИТЕЛЬНОСТИ ГЛАВНОЙ ЧАСТИ СИНГУЛЯРНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Аннотация. Для оператора вида ( ) - ,0 1B I k m C mC= + +  где ( ) ( )1
,0 0

t
C y t y s ds

t
= ∫

( ) ( )1
,1 2 0

t
C y t sy s ds

t
= ∫  [ ] [ ], : 0, 0,0 1 2 2C C L T L T→  – операторы Чезаро,                              

𝑘𝑘,𝑚𝑚 – действительные константы, приведено описание области параметров (𝑘𝑘,𝑚𝑚), в 
которой оператор В является положительным. Получены эффективные оценки снизу 
нижней границы оператора В. 
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ABOUT POSITIVITY OF THE MAIN PARTS OF SINGULAR DIFFERENTIAL 
OPERATORS OF SECOND ORDER 

Abstract. For the operator ( ) - ,0 1B I k m C mC= + +  where
 

( ) ( )1
,0 0

t
C y t y s ds

t
= ∫

( ) ( )1
,1 2 0

t
C y t sy s ds

t
= ∫  [ ] [ ], : 0, 0,0 1 2 2C C L T L T→  are the Cesaro operators and mk,  are 

real constant, we present the description of the range of parameters ( )mk,  in which the 

operator B  is positive. Effective lower estimates of the infimum of the operator B  are 
obtained.  
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Рассмотрим оператор  

( ) ( ) ( ) ( )2
,

k m
Ax t x t x t x t

t t
′′ ′= + +

 
где [0, ], ,t T k m∈  – действительные константы. Как известно, оператор A 

является левой частью однородного уравнения Эйлера [9, с. 154]. При 

различных значениях параметров k  и m  оператор А  встречается в 
квазилинейных сингулярных дифференциальных уравнениях [5]. Кроме того, 
этот оператор возникает во многих математических моделях уравнений 
математической физики, например в уравнении Ванье-Штарка [8]. 

Пусть ],0[22 TLL =  – гильбертово пространство суммируемых с 

квадратом по Лебегу функций [ ] RTy →,0: , со скалярным произведением 

( ) ( ) ( )∫=
T

dttytyyy
0

2121 ,  и нормой ( )yyy
L

,
2
= . Через ],0[0

2 TW  обозначим 

пространство абсолютно непрерывных вместе с первой производной функций, 

таких, что 𝑥𝑥′′ ∈ 𝐿𝐿2[0,𝑇𝑇], ( ) 00 =x , ( ) 00 =′x , с нормой 
2

0
2 LW

xx ′′= . 

В соответствии с общей теорией функционально-дифференциальных 
уравнений [4], под главной частью оператора А будем понимать линейный 

оператор В, действующий на 𝑥𝑥′′(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑡𝑡). Этот оператор В имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −++=
tt

dssyst
t

m
dssy

t

k
tytBy

0
2

0

.   (1) 

В работе оператор В будем рассматривать как оператор, 

действующий в 2L . 

В предлагаемой работе получено описание области параметров ( )mk, , в 

которой оператор В является положительным. Для характеристики 
положительности оператора будем рассматривать функционал 

( ) ( )yByB
y

,inf
1=

=γ , 

называемый нижней границей оператора [7]. Говоря о положительной 

определенности, подразумеваем выполнение неравенства ( ) 0>Bγ . Отметим, 

что при ( ) 0>Bγ  оператор является положительным, т.е. ( ) 0, >yBy , при 

0≠y . 
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1. Вспомогательные утверждения 

Рассмотрим операторы 2210 :, LLCC → , определенные равенствами: 

( ) ( )∫=
t

dssy
t

tyC
0

0

1
,            ( ) ( )∫=

t

dsssy
t

tyC
0

21

1
. 

Оператор 0C  называется оператором Чезаро [10], а 1C  – обобщенным 

оператором Чезаро. Этот оператор также известен как оператор                          
Харди-Литтлвуда [6, с. 187]. 

Пусть I – тождественный оператор. Оператор В является суммой 

тождественного оператора I и линейной комбинации операторов Чезаро, т.е. 

( ) 10 - mCCmkIB ++= .     (2) 

Воспользуемся некоторыми результатами, полученными в работах [2; 
3]. При этом соответствующие утверждения [2] приведем в удобной для 
дальнейшего изложения форме. 

Лемма 1. Операторы 2210 :, LLCC →  являются ограниченным                   

и 20 =C , 
3
2

1 =C . 

Сопряженные с операторами 10 ,CC  операторы 22
*
1

*
0 :, LLCC →  имеют 

вид: 

( ) ( )
∫=
T

t

ds
s

sy
tyC *

0 ,             ( ) ( )
∫=
T

t

ds
s

sy
ttyC

2
*
1 . 

Лемма  2. Для любого 𝑦𝑦 ∈ 𝐿𝐿2 справедливы равенства: 

( ) ( ) 2*
0

*
00 2

1
,, yCyCyyyС == ,             ( ) ( ) 2*

1
*
11 2

3
,, yCyCyyyС == . 

Лемма  3. Для любого 𝑦𝑦 ∈ 𝐿𝐿2  справедливо неравенство yCyC *
0

*
1 ≤ . 

2. Положительная определенность оператора В 

В силу леммы 2 и представления (2) скалярное произведение ( )yBy,  

представим в следующем виде: 

( ) 2*
1

2*
0

2

2
3

-
2

, yC
m

yC
mk

yyBy
+

+= .     (3) 

 

На плоскости параметров ( )mk,  определим следующие множества: 

( )






 −+=

4
9≥-

2
;0≥/,1 m

k
mkmkE , 

( )






 −><+=

4
1≥-

2
;0;0/,2 m

k
mmkmkE , 

( )






 −+<<+=

2
1≥;0;0/,3 mkmmkmkE . 

Положим 321 EEEE ∪∪= . На множестве E  определим следующий 

функционал ( )mk,0γ  равенством 

( )

( )

( )

( ) ( )






























++

−+

−+

=

.3∈,,21

,2∈,,
2

41

,1∈,,
29

4
1

,0

Emkmk

Emkm
k

Emkm
k

mkγ  

Теорема 1. Если параметры ( ) Emk ∈, , то оператор В является 

положительно определенным, причем ( ) ( )mkB ,0γγ ≥ . 

Доказательство. Положим, что пара ( )mk,  принадлежит одному из 

дизъюнктивных множеств 321 ,, EEE . 

Пусть ( ) 1, Emk ∈ . Тогда 0≥mk +  и 
4
9≥-

2
−m

k
. В этом случае 

оценим снизу второе слагаемое (3), используя лемму 3. Получим: 

( ) 2*
1

2

2
, yCm

k
yyBy 






 −+≥ . 

Отсюда очевидно, что при 0
2

≥−m
k

 оператор B является 

положительным. Если же 0
2

<−m
k

, то воспользуемся утверждением леммы 1 

и получим следующую оценку: 

( ) ( ) 2

0

222*
1

2
,

29
4

1
2

, ymkym
k

yCm
k

yyBy γ=













 −+=






 −+≥ . 
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Пусть ( ) 2, Emk ∈ . Следовательно, 0<+mk , 0>m и 
4
1≥-

2
−m

k
. 

Для 0<−m  применение леммы 3 к третьему слагаемому (3) позволяет 
получить следующую оценку: 

( ) 2*
0

2

2
, yCm

k
yyBy 






 −+≥ . 

Так как выражения 0
2

<−m
k

, то согласно утверждению леммы 1 

получим: 

( ) ( )
22 2 2 2*

, 1 4 ,0 0
2 2

k k
By y y m C y m y k m yγ≥ + − = + − =

    
        

. 

Пусть ( ) 3, Emk ∈ . Тогда 
2
1≥,0,0 −+<<+ mkmmk . С учетом (2) 

и утверждения леммы 2 представим скалярное произведение в виде: 

( ) ( )( ) 2*
10

2

2
3

,, yCmyyCmkyyBy −++= . 

Для оценки последнего равенства снизу достаточно отбросить третье 
слагаемое и оценить второе, используя утверждение леммы 1. Получим: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2

0

22*
0

2
,21, ymkymkyCmkyyBy γ=++=++≥ . 

Переходя в полученных неравенствах к точной нижней грани по всем 𝑦𝑦, 
таким, что ‖𝑦𝑦‖ = 1, получим утверждение теоремы. 

Теорема доказана. 

В некоторых случаях имеют значение условия, при которых ( ) 1≥Bγ . 

Приведем соответствующее утверждение. 

Теорема 2. Если 0≤m  и 0≥+ mk , то ( ) 1≥Bγ . 

Доказательство. Анализ выражения (3) показывает, что если 0≤m          

и 0≥+ mk , то ( ) 2
, yyBy ≥ . Следовательно, ( ) 1≥Bγ . 

Теорема доказана. 
В качестве применения полученных утверждений рассмотрим 

следующую задачу Коши. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tftSxtx
t

m
tx

t

k
tx =++′+′′

2
,               (4) 

( ) ( ) 00,00 =′= xx , 

где [ ]Tt ,0∈ , 2
0

2: LWS →  – линейный ограниченный оператор. 

Теорема 3. Пусть параметры mk,  таковы, что ( ) Emk ∈,  

и ( )mkS ,0γ< . Тогда задача (4) для произвольной правой части 2Lf ∈  имеет 

единственное решение в пространстве 0
2W . 

Доказательство. Для доказательства утверждения рассмотрим 
уравнение, эквивалентное задаче (4) 

fySBy =+
~

. 

Здесь оператор 22: LLB →  определен равенством (1), а оператор 

22:
~

LLS →  имеет вид SVS =
~

, где 2
0

2: LWS → , 0
22: WLV → , 

( ) ( ) ( )∫ −=
t

dssysttVy
0

. 

Так как 
2

0
2 LW

yVy = , то SS ≤
~

. Утверждение теоремы будет 

доказано, если установить справедливость неравенства ( ) 0
~
>+ SBγ . Для этого 

воспользуемся свойством функционала ( )⋅γ  [1], а именно: 

( ) ( ) SBSB
~~

−>+ γγ .    (5) 

В силу (5) имеем: 

( ) ( ) ( ) SBSBSB −>−>+ γγγ ~~ . 

Теорема доказана. 
Для применения теоремы 3 к задаче вида (4) с конкретным оператором 

S  достаточно оценить S . Для примера рассмотрим задачу вида (4) при 0=m  

с оператором ( ) ( )( )thxtaS = , где [ ] [ ]TTh ,0,0: →  такая измеримая функция, 

что ( ) Tth ≤<0 . Тогда задача (4) примет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tfthxtatx
t

k
tx =+′+′′ , 

( ) ( ) 00,00 =′= xx . 
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Если функция ( )⋅a  ограничена в существенном, т. е. ( )
[ ]

∞<=
∈ Tt

tavraia
,0

sup , то 

норма оператора S  имеет оценку 

3
2

3

T a
S ≤ . В общем же случае можно 

доказать справедливость оценки ( ) ( )( )
1

21 2 3

03

T
S a t h t dt≤ ∫ . При 0=m  из 

теоремы 1 следует оценка: 

( ) ( )









<≤−+

≥+

≥=

.0
2

1
;21

,0;
9

2
1

,00

kk

kk

mkk γγ
 

В частности, при 0>k  и +∞<a  неравенство 

3
2

9
1

2 3

T a
k > −

 
 
 
 

 

гарантирует существование единственного решения. 
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ПРОБЛЕМА КЛАССИФИКАЦИИ ДИАГОНАЛЬНЫХ РИМАНОВЫХ МЕТРИК 
С ФУНКЦИОНАЛЬНО АБЕЛЕВЫМИ СВЯЗНОСТЯМИ 

Аннотация. Криволинейный мультипликативный интеграл был впервые использован в 
дифференциальной геометрии еще Шлезингером. В статье описаны его новые 
приложения в дифференциальной геометрии, поставлена и полностью решена задача 
классификации римановых пространств с диагональными метриками и функционально 
абелевыми связностями. Доказано, что если метрика некоторого n-мерного риманова 
пространства диагональная и определенные ею матрицы связности функционально 
абелевы, то это риманово пространство есть прямое произведение некоторого числа 
двумерных конформных плоскостей на прямое произведение прямых. 
Ключевые слова:  мультипликативный интеграл, мультипликативная производная, 
функционально абелева функция, пространство аффинной связности, риманово 
пространство, метрика, матрица связности. 
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THE PROBLEM OF CLASSIFYING DIAGONAL RIEMANNIAN METRICS WITH 
FUNCTIONALLY ABELIAN CONNECTION 

Abstract. The curvilinear multiplicative integral was first used in differential geometry by 
Schlesinger. In this paper we have described a new application of this integral in differential 
geometry. We have formulated and completely solved the problem of classification of 
Riemannian spaces with diagonal metrics and functionally Abelian connections. It is proved 
that if the metric of an n-dimensional Riemann space is diagonal and its connectivity matrix is 
functionally Abelian, than the Riemannian space is the direct product of some number of two-
dimensional conformal planes by the direct product of some number of straight lines.  
Key words: multiplicative integral, multiplicative derivative, functionally Abelian function, 
space of affine connection, Riemannian space, metric, connection matrix.  

Криволинейный мультипликативный интеграл был использован в 
дифференциальной геометрии впервые Шлезингером при выводе аналога 
формулы Грина [1]. Этим было положено начало описания геометрических 
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