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Аннотация. Рассматривается испарение бинарной смеси для случая, когда испа-
ряющейся компонентой является ферми-газ. Получено аналитическое решение за-
дачи о скачке химического потенциала ферми-газа для случая, когда частота столк-
новений молекул испаряющейся компоненты  является переменной величиной. 
Найдены величины скачка химического потенциала и концентрации газа. Исследо-
вана зависимость коэффициента скачка химического потенциала от коэффициента 
испарения. Проведено графическое исследование коэффициента скачка химпотен-
циала и коэффициента концентрации. 
Ключевые слова: ферми-газ, испарение, аналитическое решение, скачок химическо-
го потенциала. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Интерес к решению кинетических уравнений для квантовых газов был заложен 

работе [14]. В настоящее время по прежнему наблюдается интерес к решению гранич-
ных задач для квантовых газов [2,13].  Из многочисленного потока работ выделим ана-
литические работы, посвященные точным решениям [1-3,5-8].  

Значительный интерес  вызывает поведение разреженных бинарных газовых сме-
сей. Будем считать, что одной из компонентов бинарной газовой смеси является ферми-
газ.  

Целью настоящей работы является построение аналитического решения БГК 
(Бхатнагар – Гросс – Крук) модели кинетического уравнения Больцмана для бинарной 
смеси газов с использованием модели зеркально-диффузного отражения молекул газа 
от плоской поверхности. Имеется смесь двух газов испаряющихся с плоской поверхно-
сти в полупространство. Испаряющийся компонентой является газ ферми и его концен-
трация много меньше второго газа. В качестве второго газа можно выбрать, например 
воздух или любой другой газ, в том числе и квантовый. Вдали от поверхности задан 
постоянный градиент концентрации первого газа.  

Требуется построить функцию распределения первого компонента, а также найти 
его макропараметры: коэффициент диффузии, скачок и профиль химпотенциала и кон-
центрации. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
Рассматривается задача об испарении ферми-газа с плоской поверхности  в би-

нарную смесь квантовых газов. Полагается, что концентрация испаряющегося компо-
нента смеси n1 много меньше концентрации неиспаряющегося компонента n2: n1≪ n2 
(случай разбавленной смеси).  

В квазиклассическом приближении уравнение Больцмана для бинарной газовой 
смеси имеет вид [9]: 
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где  fi —функция распределения i-го компонента смеси, Jii и Jij —интегралы столкнове-
ний молекул i-го компонента между собой и с молекулами  j-го компонента соответ-
ственно. 

Заметим, что J11 ∼ n1
2 , а J12 ∼ n1n2 (так как fi ∼ ni). Величина ε = n1/n2 является ма-

лым параметром (ε ≪ 1), т. к.  n1 ≪ n2. Отсюда следует, что |J11|=|J12| ∼ ε. Поэтому в 
первом приближении по ε величиной J11 можно пренебречь по сравнению с величиной  
J12. Заметим также, что в этом приближении по ε воздействием первого компонента на 
функцию распределения второго можно пренебречь. Значит, в условиях рассматривае-
мой задачи функцию распределения второго компонента газовой смеси можно считать 
равновесной со средней нулевой скоростью и постоянными температурой  T2 и концен-
трацией  n2.  В силу неравенства      n1 ≪ n2 температура второго компонента T2 = T яв-
ляется равновесной температурой системы. 

Рассмотрим величину J12, которую можно аппроксимировать кинетической моде-
лью типа БГК [10,12]. Тогда  кинетическое уравнение для первого компонента будет 
иметь вид: 
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*f – аналог фермиевской функции распределения для первого компонента, k – посто-

янная Больцмана, )(* r – аналог химического потенциала первого компонента, T – 
температура смеси, считающаяся постоянной,  l – средняя длина свободного пробега 

молекул, )(w 0 ruv    модуль скорости молекулы в системе отсчета, относитель-

но которой газ покоится, )(0 ru – среднемассовая скорость в лабораторной системе  

координат, 
l

v
w

)( v  – эффективная частота столкновений молекул первого компонен-

та с молекулами второго.  
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Рассмотрим декартову систему координат с центром на поверхности, с которой 
происходит испарение. Ось x1 проведем перпендикулярно поверхности. При испарении 
с поверхности вдали от поверхности существует постоянный градиент концентрации 
первого компонента: 
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n – концентрация (числовая плотность) первого компонента. 

Будем считать испарение слабым, т. е. предположим, что относительное измене-
ние концентрации первого компонента на длине свободного пробега молекул l много 
меньше единицы:  
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Здесь ns —концентрация насыщенного пара (газа) первого компонента на поверх-

ности испарения, соответствующая температуре поверхности Ts ≡ T.  
В этих условиях задача допускает линеаризацию. Перейдем к безразмерной ско-

рости TC v , безразмерной координате lxx 1  и безразмерному аналогу химиче-

скому потенциалу )()()( ** kTxx   .  Здесь  1T  - тепловая скорость первого 

компонента, )2( kTm , Tl   - средняя длина пробега молекул первого компонента 
с тепловой скоростью,  - среднее время между двумя последовательными столкнове-
ниями молекул первого компонента.   Теперь после линеаризации частоты столкнове-
ний уравнение (1.1) можно записать в виде: 
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Линеаризацию задачи проведем относительно абсолютного фермиана 
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где  αs – значение безразмерного химического потенциала на стенке т.е.  
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где 
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Функцию распределения будем искать в виде: 
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С помощью (1.4) уравнение (1.2) записывается в виде: 
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Параметр sxxa   )()( **  найдем с помощью закона сохранения числа частиц: 
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Отсюда мы приходим  к уравнению, из которого находим 
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Здесь: 
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Следовательно,  уравнение  (1.5) принимает следующий вид: 
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Из постановки задачи будет видно, что граничные условия не зависят от модуля 

молекулярной скорости, т.е. считать, что ),(),,(  xhCxh  .  Тогда уравнение (1.7) 
упрощается и принимает вид: 
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Найдем истинное значение химпотенциала и сравним его с аналогом. Для этого 
воспользуемся свойством равновесной функции 
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где feq – равновесная фермиевская функция распределения, 
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Рассмотрим  локально равновесную функция  ),( xCfF , которая имеет вид:  
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где )(x  – значение безразмерного химического потенциала,  причем 

)()( xax s   . Линеаризуя эту функцию относительно абсолютного фермиана s
Ff  

получаем:  
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С учетом формул (1.10), (1.3)  и закона сохранения (1.9) получаем равенство: 
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Таким образом, истинное значение химпотенциала совпадает с его аналогом и равно:  
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2. ФОРМУЛИРОВКА ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
Рассмотрим граничное условие на поверхности испарения для молекул первого 

компонента, учитывающее влияние свойств поверхности путем введения коэффициен-
та испарения q (см [4,11]): 
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Величины q и (1-q) – вероятности того, что молекула, падающая на стенку, соот-
ветственно конденсируется на ней и отражается от нее без конденсации. 

Граничное условие на стенке для функции ),( xh  выведем из условия (2.1). Для 
этого результат линеаризации следующий функции  
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подставим в условие (2.1) 
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а затем, подставив условие (2.2) в уравнение (1.4) получим: 
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Величина )( 0 s   определяется из условия непротекания для молекул, отра-

зившихся от поверхности без конденсации на ней (вероятность такого процесса равна 1 
− q) 

 

0)](),0()(),([)1( 0
0    dCCfCCfCq xxFx   ,   

 
где )(x  – функция Хэвисайда.  

Условие непротекания преобразуем, учитывая определение функции Хэвисайда к 
виду: 
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Далее, подставляя в (2.4) функцию (1.4) и функцию (2.2), получаем: 
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Вдали от поверхности - вне слоя Кнудсена толщиной порядка длины свободного 

пробега молекул - функция ),( xh  имеет вид: 
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G  - градиент безразмерного химического потенциала, заданный вдали от стенки: 
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A – скачок химического потенциала - неизвестная величина, которая находится из ре-

шения задачи. 
Подставляя функцию ),( xhas  в формулу (1.6) и учитывая (1.11) получаем 

асимптотическое распределение безразмерного химпотенциала: 
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Отсюда следует, что sasasaA   )0()0( , т.е. скачок химпотенциала опреде-

ляется как разность между экстраполированным значением химпотенциала на стенке и 
его значением непосредственно у стенки.  

В явном виде условия непротекания (2.4) имеет вид с учетом того, что функцию 
распределения мы ищем в виде (1.4): 
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Отсюда, производя необходимые вычисления, приходим к выражению: 
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Таким образом, с учетом равенства (2.6) граничное условие (2.3) принимает вид: 
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3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 
Решение уравнения (1.8) будем искать в виде: 
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где принята следующая единичная нормировка собственной функции характеристиче-
ского уравнения 
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  - спектральный параметр, или параметр разделения. 

Подставляя (3.1) в уравнение (1.8) найдем характеристическое уравнение: 
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Решая уравнение (3.2) в классе обобщенных функций и получим собственные 

функции: 
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где символ 1Px  означает главное значение интеграла от 1x , )(x  - дельта-функция 

Дирака,  )(z - дисперсионная функция:  
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Теорема: Существует и причем единственное решение кинетического уравнения 

(1.8) с граничными условиями (2.5) и (2.7) в виде разложения по собственным функци-
ям характеристического уравнения. 

Решение задачи (1.8), (2.5) и (2.7) будем искать в виде разложения по собствен-
ным функциям характеристического уравнения:  

 

 









1

0

)(),(exp)(),( 


  dA
x

xGAxh ,   
(3.3) 

 
где )(A - неизвестная функция (коэффициент непрерывного спектра), а A  - неиз-

вестная постоянная (коэффициент дискретного спектра).  
Причем коэффициенты A  и G  связаны линейным соотношением: 
 

  GqCA ),(  ,  (3.4) 
 

где функция ),( qC   - коэффициент скачка химического потенциала. 
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Найдем коэффициенты дискретного и непрерывного спектров. Для этого подста-
вим собственные функции в разложение (3.3) и учитывая условие (2.7) получаем син-
гулярное интегральное уравнение с ядром Коши:  

 

)()(
)(

2

1
1

0



 Ad

A
GAB 


  , 0 .   

(3.5) 

 
Введем вспомогательную функцию: 
 





d

z

A
zM  


1

0

)(

2

1
)( ,   

 

 

граничные значения которой на положительной полуоси сверху и снизу связаны фор-
мулами Сохоцкого: 
 

)()()(  AiMM   ,  0 , (3.6) 
 

)(
2

)()( 
M

MM


 
,  

 

где 
 



 d

A
M  


1

0

)(

2

1
)( , 

 

причем интеграл  )(M  понимается как особый интеграл в смысле главного значения 
по Коши. 

С помощью граничных значений функций )(z  и )(zM  сверху и снизу на разре-

зе (0,1) сведем сингулярное уравнение (3.5) к краевой задаче Римана: 
 

))()(())()(( BGAMBGAM     , 0 . (3.7) 

 
Рассмотрим соответствующую однородную краевую задачу 
 

)(

)(

)(

)(
















X

X
, 0 . 

 

 
Ее решение [8] имеет вид: 
 

)(1
)( 


 VeX  ,  

 

 
где 
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





0

)(1
)( 





 dV ,   

i
arcctg


 )(2

)()(  . 
 

 
С помощью однородной задачи неоднородную краевую задачу Римана сведем к 

задаче определения аналитической функции по ее нулевому скачку на разрезе: 
 

))()(())()(( BGAMXBGAMX     , 0 .  

 
Решение этой задачи имеет вид:  
 

)(
)(


 

 X

G
BGAM  . 

 

 
Из условия разрешимости 0)( M  найдем величину скачка безразмерного хи-

мического потенциала: 
 

1VGBA   ,            

где   


1

0

1 )(
1 


dV 0.71045. 
(3.9) 

 
Коэффициент непрерывного спектра )(A  найдем, если подставим решение крае-

вой задачи в равенство (3.6): 
 

)(

)(sin
2)(


  X

GA  . 
 

 
Таким образом, неизвестные коэффициенты разложения (3.3) найдены. Это озна-

чает, что функция распределения испаряющейся компоненты полностью построена и 
представляется в виде: 
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
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



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1
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)(sin
)(

),(
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2
),(
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



d

X

x
xqC

G

xh
.   

 

 
Отсюда видно, что задача имеет единственное решения в виде разложения по соб-
ственным функциям характеристического уравнения.  
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4. СКАЧОК И ПРОФИЛЬ ХИМПОТЕНЦИАЛА 
Сравнивая равенства (3.4) и (3.9), с учетом второго из  равенств (2.7) находим ко-

эффициент скачка безразмерного химпотенциала: 
 

13

)1(4
)( V

q

q
qC 


 . 

 

 
Распределение химпотенциала полупространстве 0x  задается равенством 

(1.12). Поставляя разложение функции распределения (3.3) в (1.12) находим профиль 
химпотенциала: 
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5. КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ 
 
Рассмотрим функцию 
 

),(),(),(),(  xhCgCfCxf as
s

Fas  ,  

где )(),(    xGAxhas . Эта функция называется функцией распределения 

Чепмена-Энскога [4,9]. 
Вычислим коэффициент диффузии 12D  с помощью функции ),( xhas . Диффуз-

ный поток i возникает в результате наличия в газе градиента плотности  , поэтому 

при малых   имеем:   12Di  [10]. Отсюда согласно постановке задачи  
 

.
)(

)(

3

1

)(

v

' 0

1
12

1



 g

gl

dfm

dfmi
D

xas

xas

x

x 







.
 

 

 
Переходя к безразмерным координатам и вычисляя необходимые интегралы, по-

лучаем: 
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(5.1) 
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Отметим, что при s  этот результат переходит в классический. Используя  

асимптоматику  
 

seg s


4
)(0  , seg s


2

1
)(1  , s , 

 
получаем известный результат [5]: 
 


l

D
3

2
12  . 

 
 
 

 
 
 

6. КОЭФФИЦИЕНТ СКАЧКА ХИМПОТЕНЦИАЛА 
Равенство (3.4) представляет собой величину скачка безразмерного химпотенциа-

ла.  Перейдем в (3.4) к размерным величинам и учитывая, что  
1

1
l , получим: 
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Частоту столкновений 1  выразим через коэффициент диффузии 12D  согласно 

формуле (5.1). В результате получаем: 
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где ),( qK   - коэффициент скачка химического потенциала,  
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(6.1) 

Отметим, что при s  коэффициент скачка химического потенциала переходит в 

ранее известный  для классического газа результат [5]: 
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Поведение коэффициента скачка химпотенциала (6.1)  можно описать с помощью 
графиков (рис 1,2,3).  

 
 

 
 

Рис.1. Зависимость коэффициента скачка безразмерного химического потенциала 
от величины α, кривые 1, 2 и 3 отвечают значениям  
коэффициента испарения q=0.1, q=0.2, и  q=0.3. 

 
 

Рис.2. Зависимость коэффициента скачка безразмерного химического потенциала 
от  величины α, кривые 1, 2 и 3 отвечают значениям  

коэффициента испарения q=0.8, q=0.9 и q=1. 
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Анализ графиков на рис.1 и на рис.2 показывает что значение коэффициента 
скачка химпотенциала тем больше, чем меньше значение коэффициента испарения. 

 

 
 

Рис.3: Зависимость коэффициента скачка безразмерного химического потенциала 
от величины α, кривая 1 отвечают случаю бозе-газ с переменной частотой столкновений, 

кривая 2 отвечает случаю ферми-газ с переменной частотой столкновений. 
 
 
Сравнение коэффициента скачка химпотенциала отвечающего случаю бозе-газа с 

переменной частотой столкновения молекул с коэффициентами отвечающими случаям 
ферми-газа с переменной частотой столкновения показано на рис. 3. При этом хорошо 
видно, что коэффициент скачка химпотенциала для ферми-газа больше соответствую-
щих значений для коэффициента для бозе–газа во всем диапазоне значений безразмер-
ного химпотенциала. 

 
 

7. СКАЧОК И ПРОФИЛЬ КОНЦЕНТРАЦИИ 
Профиль концентрации газа N(x)  в полупространстве 0x  дается равенством 
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а отклонение концентрации насыщенного пара вычисляется так: 
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GNGN 0  (7.1) 

 

NP  - коэффициент профиля концентрации, NG  - величина градиента концентрации (по 

безразмерной координате) 
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Равенство (7.1) означает, что градиент химического потенциала есть градиент ло-
гарифма концентрации: 
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Нетрудно найти связь между отклонениями концентрации и химпотенциала от 

соответствующих значений у стенки 
 

)()()( 00 xagNxn  . (7.2) 

 
Из соотношения (7.2) при  x=0  находим величину скачка концентрации: 
 

),,()0( qCGn NNas    

 
где ),()(),( 0 qCgqCN    - коэффициент скачка концентрации. 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе аналитически решена задача об испарении одной из компонент бинарно-

го газа в случае, когда частота столкновений молекул  испаряющейся компоненты яв-
ляется переменной величиной. Испаряющейся компонентой является ферми-газ.  На 
основе аналитического решения задачи получено явное представление функции рас-
пределения, выражение скачка химпотенциала и распределение химпотенциала в полу-
пространстве. Также найден скачок концентрации и построен профиль концентрации 
испаряющейся компоненты газа. 
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CHEMICAL POTENTIAL JUMP DURING EVAPORATION 
OF FERMI GAS WITH VARIABLE COLLISIONS FREQUENCY 

OF  MOLECULES 
 

E. Bedrikova,  A. Latyshev 
 

Moscow State Regional University 
 

Abstract. Evaporation of a binary mixture is considered. Evaporating component is fermi-
gas. The case when collision molecules frequency   of evaporating components is propor-
tional to the module of molecular velocity is considered.  The analytical solution   this 
problem is received. Dependence of chemical potential jump coefficient  on evaporation 
coefficient is investigated. Concentration evaporating components is supposed much less 
concentration of bearing gas. Graphic research of coefficient of chemical potential jump 
is carried out. 
Keywords: Fermi-gas, evaporation, analytical solution, chemical potential jump, concen-
tration jump 


