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Эффект высокоскоростной  поступательной  неравновесности, заключающийся в 

значительном превышении количества пар активных  молекул внутри фронта  ударной 
волны над соответствующим количеством  пар  с поступательно равновесным  макс-
велловским распределением  за ее фронтом, был установлен ранее в работе [1] на осно-
ве численного моделирования методом Монте-Карло. 
Чисто аналитическое исследование этого эффекта  на основе т.н. эллипсоидального 
распределения, позволило получить в явном виде функцию распределения пар молекул 
внутри фронта ударной волны [2]. 

Наличие такого аналитического выражения позволяет, в принципе, в каждом кон-
кретном случае для рассматриваемого  типа физико-химических процессов получить 
соответствующее аналитическое представление  для констант скоростей поступательно 
неравновесных химических реакций. 

Полученная в явном виде зависимость функции распределения пар молекул от 
определяющих  макроскопических  параметров, позволила также выделить  четыре ос-
новных фактора, определяющих  явление высокоскоростной  поступательной неравно-
весности и трактовать их как специфические аналитические свойства  анизотропного  
(по «продольной» и «поперечной» кинетическим температурам) эллипсоидального 
распределения  в ударной волне [2]. 

В настоящей  работе обсуждается связь аналитических свойств  функции распреде-
ления  пар молекул с физическими факторами, вызывающими ускоренное протекание  
кинетических процессов  внутри фронта ударной волны и приводится ряд конкретных 
результатов  для принятых в физическом эксперименте модельных  сечений  кинетиче-
ских процессов. 

Как оказалось, несмотря на все разнообразие  систем активированных химических 
реакций, эффект  высокоскоростной поступательной  неравновесности в главном 
асимптотическом приближении (при значительном  превышении кинетической энергии  
молекул над энергией их теплового движения ) может быть учтен универсальной фор-
мулой, включающей все основные  физические факторы, определяющие этот эффект. 
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Наиболее сложной составляющей в аналитическом выражении функции распреде-
ления пар молекул в ударной волне (при использовании бимодальной аппроксимации 

Тамма-Мотт-Смита) является т.н. «перекрестная» мода   ( )neq
ijG  

Для удобства аналитического исследования  выражение для функции  ( )neq
ijG  удобно 

записать в безразмерной форме, перенормировав, полученное ранее в работе [2] выра-

жение для ( )neq
ijG на характерную величину тепловой  скорости молекул VT , связанную с 

эффективной «поперечной» температурой  ijT  в смеси  идеальных газов с компонента-

ми ( i, j ). 

Это выражение, нормированное на единицу, т.е. ( )

0

1neq
ijG d



   , имеет следующий вид: 

 

  1( ) ( ) 2 2 2 22( ) exp[ ( ) ] exp( ) ( ) exp[ ( ) ]exp( ) ( ) .neq neq
ij ij ij ij ijG A V V Erfi V Erfi       

                (1) 

 

Здесь      
( ) 2

,neq
ij ijA V




 

// ,ij ij ijV T T // // //( ) ,ij i j j i i jT T m T m m m   1 ,ij ijV V  
 

1,ij Tg V 
2 ij

T
ij

kT
V





     , ( ) ( )ij i j j i i jT mT m T m m     ,  ( ) ,ij i j i jm m m m  
 

 
k – постоянная Больцмана, 

ijg  - скорость относительного движения молекул с массами mi и mj, 
1.ij ij TU V   

Uij  - средне- массовая  макроскопическая  скорость относительного движения конти-

нуумов смеси газов  сортов  i иj, ,ij i jU U U  ,ij ij ij ij ijV V V      
    

( )Erfi x  - 

интеграл вероятности  мнимого аргумента: 
 

                                                   ( ) ( )Erfi x iErfi ix  , 2 1i    

                                                     

2

0

( ) exp( ) .
x

Erfi x t dt        [3] 

 
(В дальнейшем для удобства записи формул  индексы i и  j , будут опущены) 

Важно отметить, что параметр    ,ijV V    ijV V      ударной волны  [1, 4, 5] и 

эксперимент [6]  оказываются существенно меньше единицы. 
Это обстоятельство  позволяет в целях построения  максимально упрощенной и  

наглядной аналитической оценки эффекта высокоскоростной поступательной неравно-
весности применить асимптотический подход к дальнейшему анализу распределения 
пар молекул (1) (где  Gij

(neq) ≡ G(neq) ). Полагая величину ΔV  асимптотически малой  
ΔV→0 , получим, что аргументы    ζ±  в выражениях для интегралов вероятности мни-
мого аргумента становятся  асимптотически  большими по сравнению с единицей 

1     , т.к. величина  ( )V V       при 
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                                                     0V    ,  1   , 1V                                                      (2) 
 
асимптотически стремится к бесконечности. 

Важно отметить, что  предельный  переход   ( )V V      возможен не только 
в случае (2), но и в случае 

 

                                                  1   , 1V    , 1,V                                                         (3) 
 
что физически  соответствует большим значениям  макроскопической скорости «U» 
относительного движения  континуумов газов сортов i и  j, сталкивающихся в ударной 
волне, по сравнению со скоростью теплового движения  TV  

Асимптотическое условие (2) реально выполняется в  однокомпонентных  или 
релеевских  смесях  газов с большим  преобладанием  концентрации легкой  компонен-
ты  nl над  концентрацией  nh тяжелой, при l hn n  и  l hm m  [1]. 

Случай  (3) наиболее интересен для рассматриваемой теории, т.к. эффект высоко-
скоростной  поступательной неравновесности в ударной волне был обнаружен при 
наличии высокопороговых  процессов электронного возбуждения  молекул [8-10]  или 
их высокопороговой диссоциации,  лимитирующей времена рождения  активных ради-
калов в  реакциях горения [11]. 

Выполнение асимптотического случая (3) может быть обеспечено при разгоне по-
тока смеси газов до скорости   U , сравнимой с  пороговой скоростью  U0 , где 

2
0

02

U
E


    ( E0- пороговая энергия активации). 

Случай (3) реализуется  также в столкновениях молекул  двух сравнимых по массе тя-
желых компонентов в трехкомпонентных  газах, сильно разбавленных третьей, легкой  
компонентой [7]. 
В обоих случаях, используя  при 1  связь функций  ( )Erfi  с    вырожденной гипер-

геометрической функцией   21 3
, ;

3 2
Ô    

 
   [3],  т.е. 

 

                                                      21 3
( ) , ,

2 2
Erfi Ô     

 
                                                 (4) 

получим  
                                                      2( ) (1 2 )exp( )Erfi                                                     (5) 
 

Функция распределения пар молекул  (1) в силу  соотношения (5)  преобразуется к 
виду: 

 

            
 ( ) ( ) 1 2 2 1 2 1( ) exp ( ) (2 ) exp ( ) (2 )neq neqG A V V V       

                      (6)  
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Наличие выражения  (6)  позволяет получить, в частности, аналитические  пред-
ставления  констант  поступательно  неравновесных высокопороговых химических ре-
акций  ( )neqK для наиболее часто используемых в практических приложениях моделей 
сечения процессов ( )  , когда эти сечения  зависят только от энергии относительного 
движения сталкивающихся  молекул и не зависят от их внутренних (квантовых)  состо-
яний (раздел 9 [12]): 

 

                                                       0

( ) ( ) ( )neq neqK G d


  


                                                      (7) 

 

Здесь  0
0 2

E

kT

 
     

E0  - энергия  активации  неупругих соударений частиц компо-

нентов «i» и «j» смеси газов. 
Например , для модели твердых сфер радиуса R0 с активацией радиальной состав-

ляющей энергии  относительного  движения частиц вдоль линии, соединяющей их цен-
тры  масс (раздел 9 с.43 [12] ), сечение  ( )   имеет вид: 

 

                                          ( )                                                 (8) 

 
Подставляя  соотношения (6) и (8) в формулу (7) и применяя при 0 1  асимпто-

тический метод Лапласа  [13], получим: 
 

( ) 2 2 2 1 1
0 0 0 0

2 1
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )

4 2
neq

TK R V V erfc V V erfc V
V

      


 
 

                     

      
1 2 2 2 1 1

0 0 0(1 2 ) exp ( ) (2 ) exp(2 ) (2 ) exp( 2 )V V V V V V       
 

             

                
1 1

0 0 0(2 ) exp(2 ) (2 ) exp( 2 )V V V V     
 

                                                   (9)
 

                 

Здесь ,V V   .V V  
 

Выражение (9) при точно переходит в формулу для константы ско-
рости поступательно неравновесной  активированной  реакции, полученной ранее в ра-
боте [14].  При  учете анизотропии поля  кинетических температур  в ударной волне  
(т.е. при / /T T  или  0, 1V V   ) наиболее сильное влияние этого фактора матема-
тически будет проявляться через  аргументы экспонент  и  интеграла ошибок в формуле 
(9). 

В формуле (9) содержится также и переход к поступательно равновесному газу ,  
когда  0  . В этом случае  получается чисто аррениусовская зависимость: 
 

                                         ( ) 2 2
0 0

2
exp( )eq

TK R V 


      
                                                 (10) 
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Как отмечалось ранее  в работе [9]  влияние анизотропии поля температур в удар-
ной волне  может быть  значительным: 

                                                      

/ /

/ /
~ 1

T T
V

T


  , 

 

чем и  объяснялось  возбуждение  электронных уровней ряда атомов и молекул  удар-

ной волны  при  кинетических энергиях потока  
2

2

g

  
значительно меньших барьера  

активации  E0    (
2

0,5
2

g
 эВ, E0~10 эВ) . Математическое выражение этого свойства, 

согласно формулам (1),(2),(9)  заключается в том , что параметр V,входящий в соответ-
ствующие экспоненциальные зависимости , представляет собой отношение температур  

/ /

T

T



,  ограничивающих  постоянную кинетическую температуру  T  по разные стороны  

ее изменения: / /T T и T T 
 

Для практических приложений представляется существенным рассмотреть вопрос 
об аналитической связи констант скоростей поступательно- равновесных ( )eqK    и  
неравновесных  ( )neqK  реакций с высоким порогом  активации  0( ) 1E kT  . 

Заметим, что константа ( )eqK зависит от полной кинетической температуры  T, а кон-
станта ( )neqK   от ее составляющих / /T  и T    причем, 
 

                                                       / /(1 3) (2 3)T T T    
 

как это следует из формального определения величин  T,  / /T ,  T


 [15]. 

В связи с этим для сопоставления величин  ( )neqK   и  ( )eqK оказывается удобным 
выразить функцию распределения   ( )neqG   через безразмерные скорости  относительно-
го движения пар молекул,  

 

                                                         2rc kT g   
 

Тогда выражения для рассматриваемых констант скоростей 
( )eqK  и  

( )neqK  соответ-
ственно примут вид 

                                        
0

( ) 3 2 2( ) exp( )eq
r r r r

c

K c c c dc


                                                         (11) 

                                       
0

( ) 2 2 2 2
/ / / /(1 2 ) exp( ) exp( ) exp( )neq

r r

c

K c c S S    


        

                                      2[ ( ) ( )] ( )r r rErfi Z Erfi Z c c dc                                                        (12) 
 

Здесь
1

r ec V g  , 2eV kT  , / / / /T T  , ,T T  // ,      
1

eS V u  , // 1 2( ) ,rZ c S   
      1

0 0( 2 ) .ec E V   
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Для  перехода к размерным константам скоростей  ( )eqK  , 
( )neqK  их надо умножить 

на частоту соударений  
4

( )i j en n V


 , где ( , )i jn n  - концентрации соответствующих  

компонентов  смеси. 
В случае модели твердых сфер  при отсутствии энергетического барьера  реакции 

0( 0)c   константа поступательно равновесных реакций (11) переходит в известное  вы-

ражение для  полного числа упругих столкновений  Nij  молекул сорта «i» с молекула-
ми сорта  «j» в единицу времени в единице объема смеси газов [4]. 

 
                                                  2 8 ( )ij ij ij i jN d kT n n                                                     (13) 

 
Здесь  ( ) 2ij i jd d d   ,   где     (di , dj ) – диаметры молекул-«шаров» сортов «i» и «j» 

соответственно. 
В  случае модели сечения столкновений (8) формула для  ( )neqK   (12) совпадает с 

формулой (9). 
Покажем, что для высокопороговых бимолекулярных  эндотермических реакций 

при 0 1c    величина 
( )neqK  может быть непосредственно выражена через величину  

( )eqK ,  умноженную на коэффициент, содержащий в себе  одном влияние всех четырех 
основных факторов [2],  определяющих эффект высокоскоростного « перехлеста» [1]. 

 Обозначим символом ( )rF c  произведение следующих сомножителей: 
 

                                 

2 2 2
/ /

2 2 1 2
/ /

( ) exp( ) exp( ) exp( )

exp( ) ( ) exp( )

r r r

Z

r

Z

F c c c S

S c t dt

 

  








   

      
                                             (14) 

С учетом соотношения (14) формула для  ( )neqK  (13) может быть  записана так:  
 

                                               
0

( ) ( )( ) [ ( )]neq eq
r r

c

K F c d K c


                                                   (15)    

Где функция   
( ) ( )eq

rK c   равна   

                                              
( ) 3 2( ) exp( )
r

r

eq
c r r r r

c

K c c c dc


                                                    (16) 

При  0rc c  формулы  (16) и (11) совпадают.  Формула (15), после интегрирования 
по частям, примет вид: 

 

                           
0

( ) ( ) ( )
0 0( ) ( ) ( ) ( )neq eq eq

r r

c

K F c K c K c dF c


                                                (17) 

 
При больших значениях величины с0  по сравнению с единицей (с0>>1), т.е. в слу-

чае значительного превосходства по величине барьера энергии  E0  над  энергией теп-
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лового движения  частиц 
2 2TV , значение  интеграла в формуле (17) асимптотически 

(в главном приближении по параметру  
2
01 c ) будет  определяться изменением подын-

тегрального выражения в окрестности точки   0rc c . В силу этого значение интеграла 
в формуле (17) может быть асимптотически оценено следующим образом:  

 

                        

0

( ) 2 ( ) 2
0 ( )

2 ( ) 2
0 ( )

0

( ) ( ) [exp( ) ] [exp( ) ( )]

exp( ) exp( ) ( )

r

eq eq
r r c r r

eq
c r r

K c dF c c K c dF c

c K c dF c

 

 



   

  

 


                            (18) 

Применяя вновь  интегрирование по частям к выражению (18) и подставляя резуль-
тат в формулу (17) , приведем её к следующему структурному виду: 

 

                                         
( )

0 / /( , , , )neqK Q c S                                                                   (19) 
 

Коэффициент  0 / /( , , , )Q c S   в  формуле (19) зависит от четырех параметров , 
определяющих влияние четырех основных физических факторов [2] на величину высо-
коскоростной  поступательной неравновесности в ударной волне [1]. 

В более подробной записи коэффициент  0 / /( , , , )Q c S    будет равен: 
 

                        
/ / 2

0 / / 0

0, / / 0 0, / / 0

2
/ / 0, 0 / / 0

( , , , ) ( ) exp( )

( ) [[ ( )] ( ) [ ( )]

( ) ( ) exp[ ( ) ]

Q c S c

F Z Erfc c S F Z Erfc c S

F Z S

    

 

     



 



   

    

    

                        (20) 

 

здесь  
2( ) exp( ) ( )F Z Z erfi Z  , ( ) 2 ( ),Erfc Z Erf Z  0, 0 // .Z c S        
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ANALYTICAL QUALITIES OF HIGHVELOCITY TRANSLATIONAL 

NONEQUILIBRIUM IN SHOCK WAVE 
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Abstract. The analytical method of investigating the structure of  shock  wave front with 
nonequilibrium translational chemical reaction is considered. The method is based on el-
liptic bimodal approximation of the function of the molecules distribution in  connection 
with  the analysis of  the  barrier chemical processes rates. 
Keywords:   kinetic, equation, nonequilibrium, chemical, reaction shock wave, distribu-
tion, molecular. 

 
 


