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Аннотация. На базе экспериментов сформулированы и верифицированы основы 
кумулятивной квантовой механики (ККМ). Сравнением аналитических расчётов ре-
зонансных спектров с экспериментальными данными доказано, что ККМ описыва-
ет: 1) неограниченную кумуляцию к центру резонатора симметричных  ψn-½-
функций волн де Бройля электронов (со спектром En-1/2 ~±(n-½)±2), захваченных по-
ляризационными потенциалами в сферические или цилиндрические полые резона-
торы (фуллерены и нанотрубки); 2) поляризационные квантово-размерные эффекты 
Высикайло; 3) расщепление уровня с главным квантовым числом n на два (с ψn и с 
ψn-1/2) с энергией между уровнями ΔEn-½,n ~ n-¼ в случае барьера и c ΔEn-½,n 

=13.56·(n-¼)/ε2(n-1/2)2n2 [эВ] для ямы с U(r)~ - 1/εr); и 4) спектры переходов между 
состояниями с различной симметрией ψ-функций (ψn→ψn-1/2) в сверхрешётках из 
стоячих экситонов в кристаллах IV группы, легированных бором. 
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Введение. В лабораториях ведутся работы по исследованию изделий на квантовых 

точках (КТ) или квантовых линиях (КЛ). КТ и КЛ это ловушки для электронов, т.е. 
квантовые резонаторы для захвата волн де Бройля электронов. В будущем КТ и КЛ – 
это огромное перспективное поле деятельности в квантовой электронике и практике. 
Ловушки для свободных электронов позволяют структурировать и управлять объём-
ными зарядами и электрическими полями в наномире, тем обуславливая поляризацион-
ные эффекты Высикайло или физическое легирование нанокристаллитов [1], что при-
водит к изменению диэлектрической проницаемости, электропроводимости, теполо-
проводности и других физических свойств нанокомпозитов при таком электрокатализе. 
Уже можно выделить несколько направлений, где КТ или КЛ имеют большие перспек-
тивы применения. Это - биотехнологии и медицина. В этой области применение кван-
товых ловушек из молекул углерода для электронов с резонансной энергией может ока-
заться наиболее предпочтительным. Следующее направление - это оптоэлектроника и 
светодиоды нового типа -  экономичные, миниатюрные, яркие. В перспективе на осно-
ве светодиодов считается можно делать дисплеи для мониторов – очень тонкие, гибкие, 
с высокой контрастностью изображения. Возможно применение КТ (при создании из 
них мерцающих кристаллов, сверхрешёток или подрешёток) в ювелирной промышлен-
ности и для мощных СВЧ транзисторов с частотами до 1011 Гц. Четвёртое направление 
– использование отрицательно заряженных ловушек - КТ или КЛ для кулоновского 
упрочнения (обжатия при физическом легировании наноматериалов) и улучшения ха-
рактеристик солнечных батарей и термоэлектриков [1, 2].  

Полые сферически симметричные молекулы фуллерена и замкнутые цилиндриче-
ски симметричные нанотрубки могут, из-за поляризационных сил, захватывать  в свой 
объём ранее свободные электроны с резонансной кинетической энергией (до 6 шт. на 
молекулу фуллерена) и образовывать метастабильные сферически симметричные КТ 
или цилиндрически симметричные КЛ с полной энергией электронов больше нуля [1-
3]. Это явление – квантово-размерный поляризационный эффект Высикайло первого 
типа, описан в [1-3] с помощью модели, восходящей к модели Гамова-Гельмгольца, 
применённой Г.А. Гаммовым для описания  α–распада атомных ядер, т. е. прохождения 
α-частицы через потенциальный барьер (U(r)), окружающий атомное ядро. 

Волновые свойства частиц давно открыты, обобщены де Бройлем в его гипотезе, и 
их ψ–функция волны де Бройля в полом квантовом резонаторе с внешним потенциаль-
ным барьером описывается стационарным уравнением Шредингера или уравнением 
Гельмгольца в случае первой краевой задачи [4], если потенциальный барьер заменяет-
ся бесконечной потенциальной стенкой (U(r) = 0 при r ≤ R+rind  и U(r)= ∞ при r > 
R+rind):     
 
                                                              Δ3ψn + kn

2ψn = 0.                                                   (1) 
 
В теории сферически (КТ) и цилиндрически (КЛ) симметричных резонаторов име-

ется ряд вопросов, на которые необходимо ответить для: 1) развития математического 
описания кумулятивных явлений в квантовой механике, которые, в частности, явно 
происходят при фокусировке электрона с резонансной энергией в объём С60 [1-3],  и 
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дальнейшего эффективного применения ККМ для правильного описания наблюдаемых 
в экспериментах, но относимых к «загадочным» спектральным линиям или «загадоч-
ным» резонансным сечениям захвата электронов (рис. 1 и 2).  

Основным парадоксом, по мнению автора, является следующий факт. При плос-
костной симметрии в квантовых резонаторах классической квантовой механикой раз-
решается полный спектр собственных резонансных энергий и ψ–функций, как для 
асимметричных относительно центра резонатора sin-волн (ψn(0)=0 в центре резонато-
ра), так и для симметричных относительно центра резонатора cos-волн (основного то-
на), у которых ψn-1/2–функции, в случае плоскостной симметрии резонаторов, ограни-
ченно кумулируют к центру квантового резонатора (ψn-1/2(0)~ cos(0)~1 в центре). Для 
случаев сферической и цилиндрической симметрии квантовых резонаторов весь энер-
гетический спектр симметричных cos-волн (с полной энергией уровней En-1/2 ~±(n-
1/2)±2) выбрасывается из-за требования ограниченности ψ–функций [5, с. 209]. Автор 
утверждает, что во многих экспериментах с полыми поляризующимися молекулами, 
типа фуллеренов и нанотрубок, наблюдаются состояния с, ошибочно запрещёнными 
Дираком, резонансными симметричными (ψn-1/2) cos-волнами и соответствующие им, 
запрещённые Дираком, энергетические переходы, расщепление уровней с главным 
квантовым числом n, с симметричными ψn-1/2 и асимметричными ψn относительно цен-
тра резонатора ψ-функциями и соответствующие таким, запрещённым Дираком, пере-
ходам спектры электромагнитного излучения (с ΔEn,n-1/2). Эти наблюдения связать со 
структурами резонаторов с плоскостной симметрией не возможно, так как в этих 
экспериментах явно участвуют структуры со сферической симметрией. Решение та-
ких парадоксов, обусловленных неограниченной кумуляцией ψn-1/2 в центре полого 
сферически или цилиндрически симметричного квантового резонатора в квантовой ме-
ханике проведено автором в [1-3, 6-8], поэтому будем эти парадоксы в квантовой меха-
нике называть парадоксами Высикайло (ПВ). Именно идеальная сферическая форма 
С60 позволила решения ПВ обосновать не только аналитически, но и впервые провести 
сравнения аналитических расчётов [1-3, 6-8] с имеющимися экспериментальными ис-
следованиями формирования отрицательно заряженных метастабильных сферически 
симметричных КТ на базе молекул фуллеренов С60 и С70 [9]. Согласно [1-3, 6-9] в слу-
чае сферически симметричных полых резонаторов можно подойти к проблеме фор-
мально, - учесть все процессы и спектры, в которых участвуют состояния с симметрич-
ными (ψn-1/2) cos-волнами и разрешить переходы между состояниями с ψn (sin-) и ψn-1/2 

(cos-) состояниями, которые запретил Дирак, тем более что решения с cos-волнами в 
случае сферической и цилиндрической симметрий для первой краевой задачи Гельм-
гольца приведены в справочниках линейных уравнений математической физики [4, с. 
515].  Применим ККМ для систематизации аналитических расчётов и их сравнения с 
экспериментальными наблюдениями за резонансным захватом электронов в полые по-
ляризующиеся молекулы фуллеренов (рис. 1-4) и для описания спектров комбинацион-
ного рассеивания стоячих экситонов по модели Высикайло в опорных кристаллах алма-
за, кремния и германия, допированных (химически легированных) бором, внедряю-
щимся в кристаллическую решётку опорного кристалла (таблица). Внедрённый в ре-
шётку трёхвалентный атом бора смещается относительно узла решётки опорного кри-
сталла из четырёх валентных атомов и тем появляется возможность формирования со-
стояний с ψn-1/2(r)–функциями стоячих экситонов Высикайло с соответствующим спек-
тром En-1/2=-13.56·Z2((n-½)ε)-2 эВ. Z – заряд КТ. Наличием этих состояний и соответ-
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ствующих им переходов отличается модель автора от модели Ванье-Мотта-Френкеля-
Бора, в которой разрешены только состояния с ψn(r) и, соответственно, с En=-13.56·(nε)-

2 эВ [10, с. 353]. Здесь ε – относительная диэлектрическая проницаемость кристалла.   
1. Фуллерены представляют  ловушку для электронов, обладающих резонансной 

энергией En > 0. При резонансном захвате во внутреннюю полость формируется эндо-
электрон в фуллеренах и иных полых молекулах. Отрицательный ион фуллерена m

NС
  с 

эндоэлектроном или их системой в полости можно назвать эндоионом и ввести обозна-
чение для него em@CN [6-8]. Здесь e – электрон, m –  число эндоэлектронов в эндоионе, 
N – число атомов углерода в молекуле фуллерена.  

В случае полой молекулы С60 наблюдается следующая картина для резонансного 
сечения захвата электрона (рис.1) с полной энергией E > 0 [9]. Продуктов распада С60 
или C70 после захвата резонансного электрона обнаружено не было. Согласно [9] (рис. 
1) эффективный радиус поляризационного взаимодействия RΣ превышает характерный 
радиус молекулы С60 (RC60 ≈ 0,36 нм) и для электронов с энергией порядка 2 эВ дости-
гает RΣ ≈ 0,62 нм, что на rind ≈ 0,26 нм превышает радиус молекулы – R. Это явление 
связано с поляризационными силами, достигающими своего максимального значения 
на расстоянии rind, между уже внешним (экзо) электроном и поляризованной этим экзо-
электроном молекулой С60 (рис. 2).  

 

                         
              Рис. 1.                                                              Рис. 2. 

Рис. 1. Экспериментально измеренные сечения захвата электрона  C60 в зависи-
мости от его энергии [9]. Прямыми жирными пунктирными вертикаль-
ными линиями отмечены собственные энергии En-1/2 (с главными числами 
n = 1, 2, 3, 4), рассчитанные по (1) с учетом действия сил поляризации 
С60 на стабилизацию эндоиона фуллерена.  

Рис. 2. Относительная вероятность W= 4πr2|ψ(r)|2dr найти электрон в области по-
лой сферически симметричной молекулы [6-8] от расстояния до её цен-
тра для косинус-резонанса (c E1-1/2) обозначается сплошной линией и для 
синус-резонанса (c E1) – пунктирная линия. Прямой вертикальной лини-
ей разделены внутренние и внешние области полой поляризующейся 
сферически симметричной молекулы. Затемнена относительная вероят-
ность нахождения электрона при косинус-резонансе  вне оболочки полой 
молекулы (расчеты выполнены для С60). 
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В результате поляризационного взаимодействия происходит формирование в поло-
сти молекулы стоячей сферической волны – эндоэлектрона (рис. 2) c симметричной ψn-

1/2(r) или с асимметричной ψn(r). Аналитическое исследование поляризационных явле-
ний проводилось в [1-3, 6-8] в рамках модели с резким поляризационным барьером, от-
ражающим электрон в  полость молекулы. Барьер расположен за оболочкой С60 на рас-
стоянии 0,26 нм, т.е. ψ(r ≥ R + rind= 0,62 нм) ≡ 0. Вычислены собственные (резонансные) 
энергии для волн де Бройля эндоэлектрона в фуллерене с симметричной функцией - ψn-

1/2(r):  
 

En-1/2 = π2(n-½)2 ћ2/2m(R+rind)
2 = 0,37·(n-½)2/(R+rind)

2 [эВ];                       (2) 
 
и с асимметричной функцией - ψn(r): 
 

En = π2n2 ћ2/2m(R+rind)
2 = 0,37·n2/(R+rind)

2 [эВ].                                        (3) 
 
 
 

                         
                Рис. 1.                                                         Рис. 2. 

 
Рис. 1. Экспериментально измеренные сечения захвата электрона  C60 в зависи-

мости от его энергии [9]. Прямыми жирными пунктирными вертикаль-
ными линиями отмечены собственные энергии En-1/2 (с главными числами 
n = 1, 2, 3, 4), рассчитанные по (1) с учетом действия сил поляризации 
С60 на стабилизацию эндоиона фуллерена.  

Рис. 2. Относительная вероятность W= 4πr2|ψ(r)|2dr найти электрон в области по-
лой сферически симметричной молекулы [6-8] от расстояния до её цен-
тра для косинус-резонанса (c E1-1/2) обозначается сплошной линией и для 
синус-резонанса (c E1) – пунктирная линия. Прямой вертикальной лини-
ей разделены внутренние и внешние области полой поляризующейся 
сферически симметричной молекулы. Затемнена относительная вероят-
ность нахождения электрона при косинус-резонансе  вне оболочки полой 
молекулы (расчеты выполнены для С60). 
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             Рис.3.                                                               Рис.4. 

 
Рис. 3. Модификация свойств композитных материалов слоями объемного за-

ряда, формируемого ловушками для электронов. Схема физического 
принципа легирования материалов. Структуризация заряда в объеме 
нанокомпозита, обусловленная захватом свободных электронов ловуш-
ками – квантовыми резонаторами для волн де Бройля электронов в 
нанокомпозите [6-8]. D – размер зерна нанокомпозита, h – характерный 
размер квантового резонатора – ловушки. 

Рис. 4. Характерная зависимость параметров нанокомпозита, например, кон-
центрации ионов или электронов n от объемного содержания кванто-
вых резонаторов – С60 в композите. 

 
Согласно (2-3), учитывая разницу в характерных размерах С60 и иных фуллеренов, 

можно рассчитать резонансные энергии электронов для любых фуллеренов. Так для С60  
– En-1/2 = 0,23; 2,1; 6,0; 11,8 эВ; для  С70  – En-1/2 = 0,21; 1,9; 5,6; 11,1; 17,8 эВ и т.д. Опре-
делены ψn-1/2(r) = An-1/2cos(kn-1/2r)/r. Построены соответствующие им профили собствен-
ных ψ-функций, определяющих вероятность – Wn нахождения электрона в области мо-
лекулы и действия сил поляризации (рис. 2). В результате аналитически описана не-
ограниченная кумуляция волн де Бройля (ψn-1/2-функций, рис. 2) электронов в поляри-
зующихся, сферически симметричных, квантовых резонаторах для волн де Бройля 
электронов – полых молекулах (на примере С60, 70 и др.). Эндоэлектрон имеет положи-
тельную полную энергию, но из-за поляризационных сил, действующих на него, посто-
янно отражается от поляризационного барьера и кумулирует к центру полой сфериче-
ски симметричной молекулы (С60), в результате формируется отрицательный эндоион 
(атом наоборот) с электроном запертым внутри полой молекулы (вероятность нахож-
дения электрона с ψn-1/2-функцией внутри полой молекулы ≈ 90%). Эндоэлектрон, с ре-
зонансной энергией активации E ≥ 0,23 эВ, локализуется (в виде локализованного соли-
тона), не образует с атомами углерода химических связей, при r ≥ R+rind вероятность 
его нахождения равна нулю (т.е. ψn(r ≥ R+rind) ≡ 0). По мнению автора, механизмом 
«стабилизации» электронов, с энергиями менее 12 эВ, сталкивающихся с молекулой 
фуллерена, является их отщепление во внутреннюю полость молекулы С60 и последу-
ющая локализация электронов к центру поляризующейся молекулы. Совпадение экспе-
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риментальных наблюдений с аналитическими расчетами дает основание автору считать 
полученные аналитически решения правильными. Функция – ψn-1/2 ~ cos(knr)/r кумули-
рующего к центру электрона растет неограниченно к центру поляризующейся молеку-
лы, однако вероятность нахождения электрона в центре ограничена из-за геометриче-
ского мультипликатора 4πr2. Учёт геометрического мультипликатора, строгое выпол-
нение гипотезы де Бройля, т.е. сохранение собственного резонансного энергетического 
спектра с ψn-1/2  и является основой кумулятивной квантовой механики, предложенной 
автором в [1-3, 6-8]. Учётом энергетического спектра En-1/2 с ψn-1/2 отличается ККМ от 
квазиклассической модели атома водорода Бора, учитывающей и в полых резонаторах 
только спектр с En и ψn. Захват электронов обеспечивает изменение проводимости и 
иных параметров нанокомпозитных материалов с квантовыми резонаторами. Суще-
ственно модифицируются свойства полупроводников n- и p-типа (рис. 4), когда кон-
центрация ловушек, порядка концентрации носителей заряда, осуществляющих пере-
нос тока. 

2. Кумулятивно-диссипативные водородоподобные квантовые точки. В кри-
сталлах, в области захваченных в кристаллическую решётку атомов примеси, в резуль-
тате применения ККМ автором открыты кумулятивно-диссипативные структуры с 
профилированной относительной диэлектрической проницаемостью – ε, кумулирую-
щей экситоны к атомам примеси [16].  

 
Таблица  

Уровни водородоподобной полой квантовой точки в алмазе,  
допированном бором, с En-1/2=-13.56·((n-½)ε)-2 эВ и En=-13.56·(nε)-2 эВ 

 
n En, мэВ       

Теория 
En, мэВ.  
Эксп. [лит.] 

ε(n) ΔE, мэВ 
=En - En-1/2 

1-1/2 Нет - 6.06  
1 -369 -369 [11; 12] 6.06  
2-1/2 -164 -161÷165 [11] 6.06 72 
3-1/2 -60.27 -? 6.0 17.37 
3 -42.9 -42.9 [13] 5.925 17.36[13]  
4-1/2 -30.74 -30.99[13] 6.0 7.96 
4 -22.78 -22.56[13] 6.1 7.9[13] 
5-1/2 -19.10 ? 5.92 3.97 
5 -15.13 -15.13[13] 5.987 3.97[13] 
6-1/2 -13.51 -13.51 [13] 5.76 2.1 
6 -11.41 -11.41[13] 5.745 1.98[13] 
7-1/2 -9.31 -9.3[13] 5.87 1.38 
7 -7.93 -7.93[13] 5.906 ? 
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Рис. 2. Волны а) – на воде, согласно гипотезе де Бройля, аналогичны б) – волнам 
относительной диэлектрической проницаемости - ε(r) в легированном 
алмазе в области внедрения в решетку атома бора (см. таблицу). 

 
Выводы. Обоснованы и применены методы кумулятивной квантовой механики для 

описания поляризационного захвата электронов полыми молекулами (рис. 1-4) и рас-
щепления Высикайло спектральных линий мерцающих кристаллов (сверхрешёток) в 
кристаллах IV группы, допированных B (таблица). Выявлена причина расщепления 
уровней с главным квантовым числом n. Установлена зависимость относительной ди-
электрической проницаемости – ε наноразмерных кристаллов от радиуса – rn-1/2 = 
a0·ε·(n-1/2)2 водородоподобной КТ. a0 = 0.529 Ǻ - радиус боровской орбиты (табл. 1 и 
2). Следует отметить, что в случае легирования кристаллов IV группы As и P данных по 
спектрам не достаточно для убедительной идентификации спектров. В случае легиро-
вания бором, этих данных достаточно для утверждения, что автором открыты стоячие 
полые экситоны.  

Работа проводилась при финансовой поддержке Министерства образования и 
науки Российской Федерации ГК № 16.552.11.7014 и ГК № 16.523.11.3002 (работы по 
термоэлектрическим материалам). 
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Abstract. The author formulated the principles of the cumulative quantum mechanics 
(CQM). CQM describes: 1) unlimited cumulation of symmetric ψn-½- electron function of 
the de Broglie waves (with a spectrum En-1/2~± (n-½)±2) captured potentials in spherical 
and cylindrical hollow cavities, 2) the polarization quantum-dimensional effects, 3) the 


