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Аннотация. В рамках кинетического подхода построено аналитическое ре-
шение задачи о течении Куэтта для молекулярного газа. Построены профили 
массовой скорости газа и вектора потока тепла в канале, вычислены прихо-
дящиеся на единицу ширины канала величины потоков массы газа и тепла и 
отличная от нуля компонента тензора вязких напряжений. Проведено срав-
нение с аналогичными результатами, относящимися к бесструктурным од-
ноатомным газам. 
Ключевые слова: течение Куэтта, молекулярные газы, аналитические реше-
ния. 

 
Введение 
Для описания течений газа в каналах, расстояние между стенками которых соизме-

римо со средней длиной свободного пробега молекул газа, необходимо использование 
кинетического подхода, основанного на решении кинетического уравнения Больцмана 
с соответствующими микроскопическими граничными условиями, которым должна 
удовлетворять функция распределения молекул газа на стенках канала [1]. В представ-
ленной работе в рамках кинетического подхода рассматривается задача о течении Ку-
этта – задача о течении газа в канале между двумя параллельными стенками, которые 
движутся, оставаясь параллельными самим себе, с равными по модулю, но противопо-
ложными по направлению скоростями. К настоящему времени в рамках кинетического 
подхода данная задача неоднократно рассматривалась, как с использованием точных 
аналитических, так и численных методов [2]-[11]. Однако полученные в указанных ра-
ботах результаты относятся к газам, число Прандтля которых близко к 3/2 , в то время 
как для многих реальных газов это значение существенно отличается от приведенного 
выше. Так при Ct 20  для воздуха, кислорода и аммиака число Прандтля равно со-

ответственно 71.0 , 85.0  и 93.0 , для водяных паров при Ct 100  число Прандтля 
равно 01.1  [12]. Учитывая сказанное, представляет интерес рассмотрение задач, свя-
занных с исследованием зависимости макропараметров газа в канале от значения числа 
Прандтля. Анализ такого рода зависимости для молекулярных газов и составляет цель 
представленной работы. В качестве основного уравнения, описывающего кинетику 
процесса, в работе используется обобщение на случай молекулярных газов ЭС (эллип-
соидально-статистической) модели кинетического уравнения Больцмана, предложен-
ное в [13], а в качестве граничного условия на стенках канала – модель диффузного от-
ражения. 
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Постановка задачи. Построение функции распределения молекул газа 
Рассмотрим плоский канал толщиной D , стенки которого расположены в плоско-

стях dx   прямоугольной декартовой системы координат ( 2 Dd ), ось zO   
которой параллельна стенкам канала. В выбранной системе координат обобщение ЭС 
модели кинетического уравнения Больцмана на случай молекулярных газов записыва-
ется в виде: 
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где trTnkp B  и n  – давление газа и концентрация молекул, Bk  – постоянная Больц-
мана, trT  – температура поступательных степеней свободы молекул газа,   и   – па-
раметры релаксации, Z/1 , где  /RZ  , R  – время релаксации внутренних и 
поступательных степеней свободы молекул газа,   – промежуток времени между дву-
мя столкновениями молекул, а параметр   связан со значением числа Прандтля газа 

Pr  соотношением   1Pr 1 , 
 
 














 

rel

/2
1

2/
rel

)()(
2
1exp1

)2det(
][

RT
IF

RTF
fG gg







 uvuv ,  

 

  dII )exp( /21 
 , I  – энергия внутренних степеней свободы молекул газа, mn  

– плотность газа, m  – масса молекулы газа,   – число внутренних степеней свободы 
молекул газа, gu  – массовая скорость газа, II eqRTRTF   ]Θ)1)[(1( tr , 

relT  – температура релаксации, связанная с равновесной температурой eqT  и темпера-

турой, отвечающей внутренним степеням свободы молекул газа intT , равенством 

intrel )1( TTT eq   , mkR B / , I  – единичный тензор, а тензор   связан с тензо-

ром вязких напряжений равенством ΘP  . 
Предположим, что стенки канала движутся в своих плоскостях в противоположных 

направлениях со скоростями u  и u . Будем считать, что течение носит стационарный 
характер, а скорость движения стенок канала много меньше скорости звука в газе. То-
гда рассматриваемая задача допускает линеаризацию. Учитывая, что в задачах сколь-
жения функция распределения пропорциональна касательной к обтекаемой поверхно-
сти компоненте массовой скорости газа, функцию распределения молекул газа по ко-
ординатам и скоростям представим в виде: 

 
                                        )(1][),( xz CxZCfMIf  vr ,                                       (2) 
 
где ][ fM  – локально-равновесный максвеллиан, r  – размерный радиус-вектор; 

vC 21   – безразмерная скорость молекул газа; eqBTkm 2 ; glxx   – безразмер-
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ная координата; pl gg   21  – средняя длина свободного пробега молекул газа, 

g  – коэффициент динамической вязкости газа, 
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Подставляя (2) в (1), после линеаризации приходим к уравнению для нахождения 
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Общее решение (3) имеет вид [6] 
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Здесь 0A , 1A  и )(a  – неизвестные параметры и функция, подлежащие дальней-

шему определению, 
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)/1( zP  – распределение в смысле главного значения при вычислении интеграла от 

z/1 , )(z  – дельта-функция Дирака, 1Pr  . В случае использования модели диф-
фузного отражения граничные условия на стенках канала запишутся в виде: 
 
                                              UdZ 2);(   ,       0 .                                            (5) 

 
Здесь uU 2/1  – модуль безразмерной скорости движения стенок канала. Учи-

тывая симметрию задачи, );();(  dZdZ  . В силу этого, в (4) необходимо поло-
жить 00 A , )()(  aa  . Учитывая сказанное и подставляя (4) в (5), приходим к 
интегральному уравнению: 
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Решение (6) ищем с использованием теории краевых задач функции комплексного 

переменного. С этой целью введем вспомогательную функцию, заданную интегралом 
типа Коши: 
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С учетом граничных условий на верхнем и нижнем берегах разрезов для функций 
)(zN  и )(z , сведем интегральное уравнение (6) к краевой задаче Римана на действи-

тельной положительной полуоси: 
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Особенность краевой задачи (9) состоит в том, что функции )(zN  и )(z  имеют 

различные разрезы. Чтобы устранить эту особенность воспользуемся решением одно-
родной краевой задачи: 
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решение которой имеет вид [6] 
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С учетом решения однородной краевой задачи (10) перепишем (9): 
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Линии скачков функций )(zN  и )(zX  совпадают с контуром краевого условия. 

Тогда, учитывая поведение входящих в (11) функций, по формулам Сохоцкого получа-
ем ее общее решение: 
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Раскладывая (12) в окрестности бесконечно удаленной точки, приходим к условию 
разрешимости краевой задачи (11) 
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Здесь 01619.11 Q  – интеграл Лойалки. Учитывая, что согласно (7), (8) 
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для нахождения )(a  приходим к интегральному уравнению Фредгольма второго рода 
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Решение (14) ищем в виде степенного ряда 
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Подставляя (15) в (14) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  , 

приходим к системе рекуррентных соотношений, из которых находим: 
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Коэффициент 1A  находим из (13). Подставляя (15) в (13) и вычисляя входящие в 
полученное выражение интегралы, находим 
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Таким образом, неизвестные параметры 0A , 1A  и функция )(a , входящие в (4) 

найдены и функция распределения молекул газа по координатам и скоростям построе-
на. 
 

Вычисление макропараметров газа в канале 
С учетом построенной функции распределения вычислим безразмерную массовую 

скорость газа с канале )(xU z , z -компоненту безразмерного вектора плотности потока 
тепла )(xqz , приходящиеся на единицу ширины канала безразмерные потоки массы 
газа и тепла через верхнюю половину канала MJ  и QJ  и значение безразмерной ком-

поненты тензора вязких напряжений xzp . 
Исходя из статистического смысла функции распределения, находим 
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Здесь интегралы kI  ( ...,2,1,0k ) определены выражениями (17)-(19), 2/Dd  , 

а интегралы )(xJk  имеют тот же самый вид, что и введенные ранее kI , с той лишь 
разницей, что в них вместо )(1 g  входит функция 
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Интегрируя (20) и (21) по x  от 0  до d , находим 
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Здесь интегралы kK  отличаются от kI  тем, что в них вместо )(1 g  входит функ-

ция 

 
2

2
2 exp1exp
|)(|2
)()( 





















 



 dX . 

 
Аналогичным образом находим выражение для компоненты тензора вязких напря-

жений 
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Значения интегралов kI  и kK , входящих в (21) – (23), вычислены с использовани-

ем пакета прикладных программ Maple 9.5 путем интерполяции подынтегральных 
функций линейными сплайнами. Учитывая то, что подынтегральные выражения со-
держат множитель )exp( 2 , эти интегралы достаточно быстро сходятся и вместо 
бесконечного верхнего предела интегрирования принималось значение, равное 5 . Чис-
ло учитываемых членов ряда существенно зависело от толщины канала. Так для канала 
толщиной glD 1,0'  для достижения точности 410  учитывалось шесть членов ряда, 

а для glD 10'  – только один (нулевой) член ряда. Значения MJ , QJ  и xzp , рассчи-
танные для различных значений толщины канала на основании (22) – (24) приведены в 
таблице 1. Там же приведены соответствующие значения для одноатомного газа. Как 
следует из приведенной таблицы учет внутренних степеней свободы молекул газа 
практически не влияет на значение xzp . Влияние на MJ  имеет место только для кана-
лов, толщиной glD ' . В то же время имеет место существенная зависимость влияния 

внутренних степеней свободы на значение QJ . Данные результаты согласуются с вы-
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водом, приведенным в [14], согласно которому наличие внутренних степеней свободы 
молекул газа в большей степени сказывается на тех свойствах газа, которые связаны с 
переносом молекулами энергии, и в меньшей степени на других характеристиках. 

 
Таблица 1. 

 

gl
D'

 3NH  
93.0Pr   

2O  
85.0Pr   

Воздух 
71.0Pr   

2Cl  
64.0Pr   3

2Pr   

MJ  
0.1 7.0063(–1) 7.1953(–1) 7.5811(–1) 7.8081(–1) 7.7185(–1) 
1.0 2.3674(–1) 2.4264(–1) 2.5533(–1) 2.6319(–1) 2.5992(–1) 
10 4.2306(-2) 4.2455(-2) 4.2847(-2) 4.3147(-2) 4.3022(–2) 

QJ  

0.1 1.0979(-1) 1.1441(-1) 1.2388(-1) 1.2947(-1) 1.2730(–1) 
1.0 1.6720(-2) 1.8101(-2) 2.1082(-2) 2.2935(-2) 2.2190(–2) 
10 2.0538(-4) 2.4094(-4) 3.2840(-4) 3.9013(-4) 3.6479(–4) 

xzp  
0.1 5.2297(–1) 5.2374(–1) 5.2514(–1) 5.2588(–1) 5.2533(–1) 
1.0 3.3953(–1) 3.4029(–1) 3.4183(–1) 3.4272(–1) 3.4228(–1) 
10 8.3113(-2) 8.3115(-2) 8.3122(-2) 8.3127(-2) 8.3125(–2) 

 
Заключение 
Итак, в работе с учетом внутренних степеней свободы молекул построено аналити-

ческое решение задачи о течении Куэтта. Для различной толщины канала вычислены 
приходящиеся на единицу ширины канала потоки массы газа и тепла, построены про-
фили массовой скорости газа и вектора потока тепла, вычислены значения отличной от 
нуля компоненты тензора вязких напряжений. Проведенные численные расчеты пока-
зали существенное влияние внутренних степеней свободы молекул газа на значение 
потока тепла в канале. 
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Abstract. An analytic solution to the problem of the Couette flow for molecular gases is 
constructed using the kinetic approach in the isothermal approximation. Structures of 
mass speed of gas and vector of a stream of heat in the channel are constructed. The mass 
and heat fluxes falling to the unit of channel width as well as the nonzero component of 
the viscous stress tensor are calculated. The results are compared with analogous data ob-
tained for unstructured one-nuclear gases. 
Keywords: Couette flow, molecular gases, analytic solution. 


