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�


�����. � ����	
  ��������
��
��� ������
�

 
�
���
����� ���
�
 �
�
�
-
�
�
� �����, ����
�
����� �� ���
�
 ����������-������������� ����������. ��-
�
�	 ����������� ��� ����	!�
����� ��
��"
�� 
 ��

��
������ �� 
����	�����

 
� �
"
�
 �
��	���� ��
�
�
 �� ���
 ���#
�
����� ��
"��. $����� �%����
�� ��
 
#
�������� ����
�"�
 �
��������
 $& (������� ' 13.G25.31.0093) � �����* �
-
��
���

 /��������
�
� /���
�
�	���� $& ' 218 «: �
��* ����������
���� ���-
�
�"�
 ����
�
� ����
���

 ����
���
* �%��
* ��
��%* ���
�
�
� 
 �����
��-
�
�, �
��
��!�
* �����
���%
 ���
��% �� ������
! �%�����
*�����
����� ���-

��������». 
�������� ��
��: %��
�
�����

, ��
��"
�, ����������-�����������
 ����������, 
���#
�
��
� ��
"��. 

 
1. ��7*�8&)/ 9#�2�/%:. 

���
�
�����

 �
���
�
 �
�
�
�
�
� ����� ����
��� ��"�%� ;����� � ����
��
 
������
� ����	!�
��%* ��
��"
��� ����������-����������%* ���������. <�
��
� ��-
�
�
�	, ��� ���
�
�����

 #
�
�
��
*  ����
���� ��
�
�
�
�	��  � ������ 
 ����
� 
�*���%� �
*�
�
��
� ��
������ ���

 ��������
�����	 ����
�
 �������
. =��, 
����
�
�,  ���
�
 #
�
�
 ���
�% ����� ��������
�% � ������* [1-8]. � �����
 [8] ���-
�����
�� ���
�	 ���
���%* ������ ��
 �����
 �
*��
���� ���>
�� 
 
��
�
�
� �%�
-
��, ���������� �� ����
��

, ��
������
���� � [3]. ��� ��
���
� ������������ ��
-
"
�
� �
��
�% 
��
�
�
� �%�
�� (<?�) ����� 
����	��!��� �
�
���
�
��

 �
�
��-
����%
 #����

 �
����� �������, ����%��!�

 �������
 ��
�	
� ����� � ������� ���-
����	! ���
�%. �%��"
�
� ��� �
�
���
�
��
* �
�
������%* #����
� �����
�% ��� 
����
��%* ���������
��%* 
�����
�
� ���
���%* �
��
�, �������
�
��!�
* 
��������� 
 �
*��
���� 
��
�
�
� �%�
��, ���!��� �������
�
��!�

 ����������, 
�������"
��%
 ��� ���������� ����#�����. � ����
��
 ������
�
� ���
���
�
���� 
���
�
 �
�
���
�
��

 �
�
������%
 #����

 �
�
��
��!��� � ���
������
 ���-
��������� ��
"
�
�. :�����, ��
��
� ���
�
�	, ��� ��
�
�
���� � �����
 ���
�	 ��-
�
� ���������� ���
� *�����
� 
 
������	�� �
 ��
�����������	 ��� 
����	�����
� � 

�
������* ����	!�
��%* ��
��"
���, ��
�����
�	��, �����"����	 

 ��
�
�
�
� � 
�
"
�
 �
��	���� ��
�
�
 ��
��
� ������
�
�	�%* 
���
�����
�. 

:��
�
� ���"
 ������ [2], � ������� ��������
��
��� �������
�
�������� �
��
�� 
�����
�
�
� ����% ����
��
���� ����� ���
���%* ���>
��%* ������, ������� ���!-
��
� � �
�� ���
�	 �
��
�%, �������
� 
� ����� 
 ���
�% (� �����"����	! 

 �
#����-
�

). :�����, ��
��
� ���
�
�	, ��� ��
�
�
���� � �����
 ���
�	 
����	��
���  ��� 



������� 	
��. 
��. «������ - 	���������». 2012. � 2  

 58

�������� �� ������ �����, *��� 
 ��"
� �%�	 �����
������ � ����
� �������. :�����, 
�������
� ����
��
� 

 ����
�
�	��� �����
�
���

. 

� �����
 [7] ��������
��
��� ���
�
�����

 �
*��
���� �
�
��
"
�
� ������ � 
��@��� ��
"
�
� �
*��
���� ���>@��, �%�
�� ���
�% 
 �������� ������ ��
 �
���
-
�
���� ����
����

 �
���.   

/�
�
�
���� �
��
�� �
##
�
��
��	�%* �����
�
� ��
�%��
� ������ �
�%�@* �
-
���
�
�%* �
*��
���� ������	�%* ������: ��@* ��������
�	�%* ��
"
�
� �
*��
�-
��� – �
�
��
"
�
� 
 ���>@�� �����, ���
��	��
 
��
�
�

 �%�
�� ���
�% 
 �����-
�
�	��
 (�����
�
�	�� �
��
���	��� ��
) ��
"
�

 �����, � ���"
 ���
���
� �
����� 
����
�� �����. ���
�	 ��
������
�� � �
�
 �
�
�
����, �
���������� �
��
�% 
� �
-
�
 �
##
�
��
��	�%* �����
�
� ������� ������� � �
�
�
��%�
 ��;##
�

����
, 
������ ����	 �����%* ���
�"
� #����

 �
������ �������
. ���
�	 ��
������ �����-
������, ������ � �
��� ��

��
������ �� ���
�
�����

 �
������ �������
, ��
�
� �
 
� �
"
�
 �
��	���� ��
�
�
. � ��������
��
��� "
 ���������
 ��
������!�
� ����-
�
� ����
��� ���
�
�����

 ����
����
� �
����
� ��
������ ����������, ��
�
�, � 
�
"
�
 �
��	���� ��
�
�
. 

=��
� �������, �%�
�������%
 �����%, � ����� ������%, ���
�"�� �
���	���%, 
�����%
 ����� �%�	 ���
�% ��
 ���������
 ���
���
�
���� ���
�
 
�
������ ���>-

����� �����, � ������ ������%, 
* �
����
����
���
 
����	�����

 �
�����"��, ��-
����	�� � 
�
������ ��
�>����!��� ��
��!�

 ������������!�

 ��
�����
�: ������ 
� �
��	��� �
"
�
 ��
�
�
, �
��
���� �������� �
��
���

, �����"����	 ���
���
�-
���
� � ����
�
���� �
��
��� ����	!�
���� ���#
�
. 
 
2. �7&��&:/ *#/2���&)8 4 %�0/�). 	:2�# %�*/%�*)</74��� �9)7�&)8. 

?���
�����
� ��
�������� 
 �
��
�
�
����� *�����
��, �������
��%
 �� ������

 

�
���
����� ���
�
 �
���
�
 ����� � ��
��"
�
 ���>
����� �����, ���!��!�: 

1. ?���
�����
� �
��
��
�
���� ���
�
 ��>
���, ��� �������� �����
��� ��
��"
�, 
� �
�	! ������
�
� 
�� ���
�����	����
 �� ��
�
�
, �������!�
� ��
���
! �
��-
�
�
 ��>
��� � �
"
�
 �
��	���� ��
�
�
 � ��*���
�

� #����
��
��
�
��
* �������. 

2. $��������� 
 
���
�����

 ���
���
�
��
* ���
�
� #
�
�
��
* ����
����, 
���
�*����
* � ����
��
 �����% ���������� �������
 � �
�	! ������
� 
�
������ 
����	!�
����� ��
��"
��, ��
������� ��� �����% � �
"
�
 �
��	���� ��
�
�
. 

3. ?���
�����

 ���
����!�
* ����������-
�#�����
���%* 
 �
*�
�
��
* �
-
�
�
�, ���!��� ���
���%
 
���
�����
�. 

4. ?���
�����

 ���
����!�
* �
�
�
� � ������
 �
�
�%* �
*�����
�, ����!-
�
*�� �����%�
 ��� ���
�
�
�
� ����
��
� 
 �����
��%* �
*�
�
��
* �
�
�
� ��
 
������

 �
�
���� ���
���� ��������	�����
�	����� ����	!�
����� ��
��"
�� . 

5. ?���
�����
� � ������
 �
���
�
 ������
� 
 
����	�����
� ����	!�
����� 
��
��"
��. 

B
�
�%� ������
�

� ���
�
 ����
��� 
�
���
� �����% ;�
�
���� �
�
��������-
�� ����������  � ����	!�
���� ��
��"
�
, ��
�������
���� ��� ����
�
� ��
������� 
�����
�����!�
* �
*�
�
��
* �
��
�. 

C����%� ��
�����

�, ��
�>����
�%� � ���
�
, ����
��� ������

 (� �����
��
 � 
�
��
��� �
����
���

 
 �����
�
 �������
 ��
��"
��) ��������������� �
����	���� 

 ����
�	���� ������, ����������!�
�� ����
�
! ��
�������. 
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���
�	 �
 ��
�������
�� ��� ���
��
�����
�, 
���
�
� ��������
 ���������
� 
 
����
* �
�
�
�%* #����
�. 

:�����%
 ��
�����
� 
 �����
�
�, ���
��%
 ��
 ������
�

 ���
�
: 
1. ���
�	 ��
�������
�� ��� �����% � �
��	��� ��
�
�
.  
2. ���
�	 �
 ��
�������
�� ���  �
����
���

 ����������
� ����
��%* 

����
����.  =�� "
 ��� �
 �
����
�
��
� �%��"
���!  �
�
�
���! �
��
��
! ����� 
(���%�%, ��*�
��%). D��
 � ����
��
 �����% � ��
��"
���, �
�����	��� �
*�
�
���� 
���������
� �
�
*��
� �  �
������
�%� �
"
� (������	 *���
�
��
* ���
���
�, 
������
�

, ����

 
�
���

 ����

), ��
����� ������
� �����
�

 
 ����
�

 
��
��������
��
���. 

3. ���
�	 ���
�"
� ��� �����
����, ��%���
 
��
�
�

 �����%* �������
� 
��
��
�
�	 *�����
� ���
�
�
� ���
�
 � ���
�
�
! �
��	���� ���������� 

4. ���
�	 (��
 ��*���
�

 �%������ ���
���� 
�
���

) ���"�� �%�	 ��� ��"�� 
���

 �������, 
 �
 ��
�����	 ��
 �
��
���

 ��������
* 
 ������ �����
��
�%* 
���������%* ��
�. 

� ������ ���>
����� ����� �*��
� ���
��. � �����
 ���
�
� ���
* ��>
���� �
"
� 

�*����� ���
�	 #
�
�
����� �����
��, ���
#
�
��
��� ��
�
�
�
�	�� � 
�����
����� ����������. &
�
�
��
� �����
� - ���
������, ��
�������!�
� ����� 
��@���
 �
��, ���
���!�

 ���
���
� � ���
 �
� �����
�
�	�� ����
, �
 ����!�
��� 
�
����� ���� ;���� �
��.  

E
� ��
�� ������
��
�

� ��
�%, �
##
�
��
��	��
 �����
�

 ���
���
� #
�
�
-
����� �����
�� � ���
 �
�% ��"
��
 ���
�%��
��� ��
��!�
� �������: 

 
��
 �  - ���� ������
�
� �����
�� �� ������
�
�; g - �����
�

 ���������� ���
�
�; l - 
��
�� �����
��. 

:�����, ������	�� ��
��, � ������� ���
��
��� �����
�, �
 
�
��	��, ��
��
� ��� 
"
 ��
�%���	 ��;##
�

�� ������
��
�
� ��
�% k. =����, �����
�

 ���
���
� � 
��������
 x0y ��
�
� �
�: 

 

 

l
gw �  . 

 

 
���%
 ���
���
� ��������!� ��
��
� �
�
����, � ���	�

 — �
�
�
���� �
��

 

���
���
�. � �
����
��%* �
����
�* ���
���
� �����, ����
�
����� �� ���
�
, 
����!��� ���%�
. 
2. �%)*�=)�&&�/ %�0/�)#���&)/ 7*#/�: � *#/&�>/#/. 

/
�
��
� �� #�����	��-���
���
�
����� ��
���
� � ��
���
!, �������� ��� 

�
���
������ ���
�
�����
�  � �
��
�
 ����	!�
����� ��
��"
��.  �������
 
���-
��"
�

 ���
�% ���>
����� ����� � ������ 
 ������ �������� �� �
�. 1. � �%������� 

�� sin
2

��� g
dt

dl ,  

)(sin)(cossin 2

2

2

2
2

2

2

l
y

dt
d

l
x

dt
dw

dt
dk

dt
d

������� ����� ,  



������� 	
��. 
��. «������ - 	���������». 2012. � 2  

 60

����
��

  ��������
��!��� ��
 �����������
��%
 �����
���% (x, y, z) 
  �����
���� 
��
�
�
 t. E��
� ��
���	, ��� ������ �����������
��%* �����
��� � �����
 ����
��� 
���
�
�����
� �������
� � ������ ����
������
�
� ����� 
 ���
�%, � ��
��!�
� ���� 
�������"
� ������ �
��
���	��.  

/�
����
 ������ �����
��� 
 ����"
�

 �����
����%* ��
� �������% �� �
�.1. 
���

 ��
�
� ��
��!�

 �������
�
�. 
L – �
����� ��
�� ��
��!�
�� ����� �� ������ �����
��� �� ����� (�
�. 1); 
m – ����� �����; 
P – ����� ����
������
�
� ����� �� ���
��� (� �����	�%� ���
�� ��
�
�
 �����-

��
� � ������� �����
���); 
Q – �������� ����� ��
�
�
�
� ����� 
 �����; 

��
�
�,  L � ���
� �����
 ��"
� �
���	�� � ���
�
����
 �� ��
�
�
 (L(t)), � �
���	��-
�
 ������
���
� ��
��!�
�� ����� ��
 ���%��
 ��
������	 ����,  � ���"
 
�-�� �����-
�
���
� ����� � �
���	���
 ����
����
� �
�% ��"
��
. 

��
�
� �������
�
� �����, ������!�
*�� �
"�� �
������
 �����
����%* ��
� 
 
�
�

�, ��
�
��!�
� ����� P 
 ����� Q ���, ��� ;�� �������� �� �
�. 2: 

Fi – ���� �������� � ��������
 (XY), �� �����%� �
�
� �
"�� P 
 Q �������
��� �� 
�
��
���
; 

Psi – ���� �������� � ��������
 (YZ), �� �����%� �
�
� �
"�� P 
 Q �������
��� 
�� �
��
���
. 

H�
 ��� ���� ��
�%��!� �!�%
 ������
�
� �
�

 PQ �� �
��
���
, �����%
 ���-
�
�"
��
� ��
��"
�. C
���
�
�
���
 “������
�%���

” ����� ���
� �������, ����% �� 
�������� �%�
 ����
 P *��� 
 �����"
� � �
��

 ���
���
�, �� ��
�	 �
 ��������
��-

���, ������ ��� �%*��
� ��
���� ���
�� �� ����
 ������	���� �
"
�� ����
�
�. 

� ���
� �����
,  ��� Fi, ��� 
 Psi ���
��� �� ��
�
�
. � �����	�%� ���
�� ��
�
-
�
 ��
 ����% ���!. 
 

                  
 

/�����
�

 ���-���
�
 ���
���
� ����� ���
�*��
� ��
��!�
� �������. /�-
����	�� ����� P � �
���	���
 �
����
� ��
������ ��"
� �
�
�
���	�� � �����������
, 
����
�
��%� �� ����
 ���� ���
� ���
���	��.  

���
���
� ������ ���� ���
�*���� � ���* ���
��� �
��
��
������%* ���������* 
(XY 
  YZ ) 
 ����� �%�	 ����
�
�����% �� �����
  �
��

 �����
���. /�����
� ��-
������!��! ���
� ���
�
, ��������!�� � ���
���
�	�%�  ����
���� � ����
 ��
�
� 
����� Psi 
 Fi. 

$
�. 1. <*
�� ���
�
 ���
�% ����� 

YY 
L 

P P

Q Q
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&������, ��
�%��!��� ���
���
� �����, � ��������
 XY, ����
��!�

 
�-�� �
-

�
�
�
�
� ����
 P, 
�

� �
�: 
 

)(sin)(cossin 2

2

2

2
2

2

2

L
y

dt
dFi

L
x

dt
dFiFiw

dt
dFik

dt
Fid

�������  , 
 

 

��
 x(t) -  �
�������"
�

 ����
 P �� ��
 X � ���
�� ��
�
�
 t; 
y(t) -  �
�������"
�

 ����
 P �� ��
 Y � ���
�� ��
�
�
 t; 
k - ��;##
�

�� ������
��
�
� ��
�%; 
L - ��������

 �� ����
 G �� ����
 P, �����
 ��
�
 ���������� �����; 
g - �����
�

 ���������� ���
�
� (g= 9.8156 �/�
�2). 

/��
�*�"�
�

 ;�
* ���
���
� ��� �
���	���� ����
����
� ������������
��%* 
�
� �
������
��
� �
�. 3. 

K�����
���, #������, ��
�%��!��� ���
���
� ����� � ��������
  ZY ���
� 
�
�	 
�
�: 

 
��
 z(t) - �
�������"
�

 ����
 P �� ��
 Z � ���
�� ��
�
�
 t. 

:��
�
�, ��� ���% Psi 
 Fi, ��
��

 � 90 �������� 
 �������%
 � ;�
� ������

 
���
���
�, �
 ���
�
��!���, ��� ��� ;��� �
"
� �����% ��
�	 ���
� �� �������� 
 
���"
� �%�	 
���!�
�  � ��
��"
�
. 

� �
��	����
  �
�
�
�
�

 ����
 P ��"
� ���
����	�� ����� � ��

* �����
���-
�%* ���������*, ��
�����
�	��, 
 ���
���
� ����� ���
����	�� � ��

* ���������*. 
C
��
��
� ;���� ����
��� �������� �� �
�. 4.  <
������  Teta � ������ �����
 ������-
�
� ���� �
"�� �
��
���	! 
 �
�

�, ��
�
��!�
� ����
 P 
 Q.  

 
 

)(sin)(cossin 2

2

2

2
2

2

2

L
y

dt
dPsi

L
z

dt
dPsiFiw

dt
dPsik

dt
Psid

������� ,  

�
� ����� �
� �� ������% ��
-
������

X

Y

Z Z

Y 

X 

P P

Q

Q

FiPs

$
�. 2. :������
�
� ����� 
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:������
��%
 �� �
����
 ��������
� ����
��!��� ��
��!�
� �������
�
��: 

=����: 

 
=��
� �������, �����
���� ���
�	 ���
���
� �����, ����
�
����� �� ����
, ��
-

�
� �
�: 

 

 
 

$
�. 3. &
�
�� ���
���
� � ���
�	�� ������ ��������
 
 
�*���%�
 �
������
 ��� ���
�
 ����� ���
�
����
 x(t), y(t), z(t). �%*���%�
 �
�-

�����
 – ���
�
����
 Fi(t) 
 Psi(t). L����	�%
 �����
� ��� �
�
�
� �����
�
�: 

 
M
��
���
 �
�
�

 �
��
�% �
##
�
��
��	�%* �����
�
� ����
��������	 � ���-

��* ��
"�� �
��
�% ��
*�
����� ���
�
�����
� Blender. L� �
�. 5 ��
������
� #���-
�
�� ���

 ;�����, �����
��%� � ����
��
 ���
�
�����
�, �� ������� ������� #
��
-
������%� ���
�� - ���� 
�-�� ��
"
�
� ���
�% ��*��
��� � ��
��� ��
�
���� �����
-
�
�	�� �
��
���
 ����"
�

. 

a2+b2=d2, 
d=L*sinTeta, 
h=L*cosTeta, 
tg Fi=a/h, 
tg Psi=b/h. 

 

Tg Teta=sin Teta/cosTeta=d/h=(a2+b2)1/2/h.  

2 2 2
2

2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

sin cos ( ) sin ( ),

sin cos ( ) sin ( ).

d Fi dFi d x d yk w Fi Fi Fi
dt dt dt c dt c

d Psi dPsi d z d yk w Fi Psi Psi
dt dt dt L dt L

�
� � � � � � ���

	
� � � � � � � ��


  

Fi(0)=0, 
Psi(0)=0, 
x(t)=0, 
y(t)=0, 
z(t)=0. 
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$
� 5. =�
*�
���� ���
�	 ���
�% � ����
�
��%� ������ 
3. 	:��0: ) 9#)%/&/&)/. 

/����
���� ���
�	 �%�� 
����	������ � ���
���
 �����% ��� 
���
�����
�	����� 
������
�� ����	!�
����� 
�
������ ��
��"
�� �������
��. /�
 �
��
���

 �%�
-
��
����%* ���
�
� �%�
 
����	�����% ��%� python, �
��
��
�
 ���
���
�
����� ��-
�
�
�����
� numpy, � ���"
  ����������� "#
�
��" ��
"�� ���#
�
���� ��
�% ���
�
-
�����
�, ��� ��� ;�� �������
� �����
�	 ������ 
�
������ 
 
����
�	 
�� �� �������-
�
* ������
�
�	�%* �����
�. :�����
�

 
�����"
�
� �� ;����
 ���
����
���	 � ��-
������ 60 ��� � �
�����. H���
�
�
��% � ���
�	! �������
 �%����! �
��
��
�����	 
�����
����� 
�
������. 

=��
� �������, ��
���"
���� ���
�	 ��"
� ���"
�	 ������� ��� ���������
 ���-
�	!�
��%* ��
��"
��� ������ 
 ����
* ����������-����������%* ���������. /�
 ;��� 
��� �
�
�� �
�������� �����������
, ��� ����
��� ��"�� ��� �
��
�, �����%
 ����-
��!� � �
"
�
 �
��	���� ��
�
�
. 

$
�. 4. C
��
��
� �
�
�
�
�
� � ���* ���������* 

Z 

Y 

X 

L 

Teta 

Fi 

Psi 

 
a 

d

�

 
f 
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$����� �%����
�� ��
 #
�������� ����
�"�
 �
��������
 $& (������� ' 
13.G25.31.0093) � �����* �
��
���

 /��������
�
� /���
�
�	���� $& ' 218 «: �
-
��* ����������
���� ����
�"�
 ����
�
� ����
���

 ����
���
* �%��
* ��
��%* ��-
�
�
�
� 
 �����
���
�, �
��
��!�
* �����
���%
 ���
��% �� ������
! �%�����
*-
�����
����� ���
��������». 
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Abstract. Simulation model of the weight attached to the crane arm  is considered in this 
article. The model is developed for the computer  training simulator and focused on use 
in real time calculations in the environment of the graphics engine. This work is done 
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