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Аннотация. Мягкооболочечные конструкции представляют собой активно разви-
вающийся тип технических изделий, которые находят новое широкое применение в 
инженерной практике. Такие изделия производятся из тканей, ламинатов, лент и 
шнуров, которые по прочности приблизились к металлам, но существенно легче 
традиционных конструкционных материалов. Необходимо создание адекватных 
методов расчета таких конструкций, опережающее математическое моделирование 
их функционирования в реальных условиях. Значительный опыт инженерного рас-
чета и математического моделирования мягкооболочечных конструкций накоплен в 
парашютостроении, где такие разработки проводятся с 50-х годов прошлого века. В 
статье анализируется современное состояние моделирования в парашютостроении 
и ставится проблема создания нового поколения расчетных методов на основе 
уравнений Лагранжа второго рода. 
Ключевые слова: Мягкая оболочка, мягкооболочечная инженерная конструкция, 
парашют, парафойл, математическое моделирование, уравнение Лагранжа второго 
рода. 

 
     Мягкооболочечные конструкции, изготовленные из тканей и строп, находят все 
большее применение в инженерной практике. В эластичных резервуарах подушечного 
типа хранится горючее. Тентовые и воздухоопорные конструкции стали существенной 
частью современной архитектуры. Суда, где движителем являются парусные конструк-
ции, переживают второе рождение как экологически чистый вид транспорта. Пара-
шютные конструкции, появившиеся в ХХ веке, стали значительной составляющей со-
временной армии, авиации и спорта. Практика конструирования мягкооболочечных 
конструкций показала необходимость опережающего математического моделирования 
их функционирования, что, по сути, отражает особенность современной инженерии: на 
смену большого количества исследовательских экспериментов пришло математическое 
моделирование, и лишь интегральные, практически поверочные, испытания, проводят-
ся на реальном изделии. Отличительной особенностью мягкооболочечных конструк-
ций, которые должны описываться математическими моделями, являются большие пе-
ремещения, существенная нелинейность и анизотропия. В ряде мягкооболочечных кон-
струкций (парашюты) существенным является динамика аэроупругого взаимодействия 
инженерного объекта с потоком воздуха. Это связано с особенностями функциониро-
вания парашютов, наполнение и раскрытие которых занимает, как правило, от долей 
секунды до нескольких секунд, проходит в автоматическом режиме и представляет со-
бой своеобразный удар с перегрузкой 5÷10 и более единиц. Актуальным является уве-
личение времени наполнения и раскрытия, как с точки зрения уменьшения влияния пе-



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 3  

 91

регрузок на спасаемый груз, так и для сохранения прочности конструкционных мате-
риалов парашюта. 
     На рисунке приведены основные типы парашютных конструкций с куполами раз-
личных форм [1, 7]: 
 
 

 
 
 

     Цифрами обозначены составляющие элементы планирующего парашюта-крыла (па-
рафойла) самого современного типа – двухоболочкового крыла (parafoil на английском 
языке): 1 – верхняя оболочка, 2- нижняя оболочка, 3 и 4 – соответственно нервюра и 
концевая шайба крыла. 
     Традиционным для решения аэроупругих задач в парашютостроении является метод 
установления. Непрерывный процесс взаимодействия парашюта с потоком воздуха ап-
проксимируется последовательностью квазистатических форм, в каждой из которых 
внутренние силы в оболочке уравновешиваются аэродинамическими силами. Когда в 
процессе решения ряд последовательных квазистатических форм становится мало от-
личающимися одна от другой, считается, что достигнута статическая равновесная фор-
ма или положение равновесия (в дальнейшем равновесная форма описывается тополо-
гическими методами и раскраивается на тканевые детали). Наряду с вычислительными 
достоинствами такого подхода выявлены системные недостатки, главным из которых 
является отсутствие учета инерционных сил в квазистатических моделях, что необхо-
димо при расчете динамической прочности конструкции. «Одна из центральных задач 
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парашютостроения – раскрытие (наполнение) – в теоретическом плане в полном объе-
ме по прежнему остается нерешенной» [2, 35; 3, 25]. Именно поэтому задачи раскрытия 
парашютов (а значит и задачи развертывания других мягкооболочечных конструкций) 
до сих пор решаются и в российских, и в иностранных парашютных фирмах полуэмпи-
рическими методами. Это показывает анализ расчетных методов, применяющихся в 
инженерной практике парашютостроения как в России [4, 371], так и США [5, 5-42]. 
Другие динамические задачи парашютостроения, в частности колебательные режимы, 
воздействие на мягкооболочечную конструкцию подвижного порыва и взрыва, также 
представляют значительные сложности в традиционной постановке. 
     Последовательный временной анализ расчетных методов парашютостроения, при-
менявшихся во второй половине ХХ века и содержащийся в ряде отечественных моно-
графий [6, 1, 7, 8, 4], являющихся настольными книгами конструктора парашютов, еще 
ждет своего исследования. Первые теоретические работы Н.А. Лобанова содержали 
обобщение экспериментов [6, 69], далее появились «ростки» математического модели-
рования, на которые возлагались большие надежды [1, 3-4]; методология математиче-
ского моделирования достигла своего апогея в 80-90-е годы и связана с именами 
О.В. Рысева, И.В. Днепрова, А.А. Вишняка и Ю.В. Мосеева [7, 8]. Аэродинамика пара-
шюта описывалась методами крупных частиц О.М. Белоцерковского и дискретных 
вихрей С.М. Белоцерковского. Однако уже тогда появилось понимание ограниченности 
чисто теоретического подхода, основанного на методах конечных элементов, конечных 
разностей и крупных частиц. Наряду с методами математического моделирования про-
должали существовать полуэмпирические методики Р.А. Андронова и Ф.Г. Герасимато, 
которые зачастую и применялись в инженерной практике, так как давали конкретные 
результаты. Развитие теоретического парашютостроения в конце ХХ – начале ХХI века 
связано с именами В.И. Морозова и А.Т. Пономарева, которые смогли объединить ме-
тодики Р.А. Андронова и Ф.Г. Герасимато для осесимметричных парашютов с дости-
жениями математического моделирования [4, 384]. Для решения задач парашютострое-
ния существует современный комплекс прикладных программ [9, 186]. 
     При описании функционирования мягкой оболочки в среде важным является явле-
ние (эффект) «перемешивания» слоев жидкости, что в уравнениях Навье-Стокса пред-
ставлено членами, содержащими вязкость жидкости. Использование потенциальных 
течений для объяснения и исследования процесса развертывания представляется но-
вым. При этом не возникает противоречия с парадоксом Даламбера – так в случае ста-
ционарного потенциального обтекания купола, хотя общая сила и момент реакции 
жидкости равны нулю, но ненулевые силы и моменты, действующие на отдельные час-
ти купола, приводят к нарушению условий равновесия, и, следовательно, появлению 
нестационарного течения и движениям в процессе развертывания мягкой оболочки. 
     В общей постановке задача развертывания мягкой оболочки описывается уравне-
ниями в частных производных [10, 30; 11, 469]: 
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где ( )321 ,, xxxr =  - радиус–вектор; 1 2 3, ,d d dv x x x
dt dt dt

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

- скорость перемещения; 

21122211 ggggg −=  - дискриминант метрического тензора деформированной, и 
ooooo

21122211 ggggg −=  - исходной недеформированной поверхности; 0γ – поверхностная 
плотность материала; 22211211 ,,, TTTT – натяжения в мягкой оболочке; 22211211 ,,, gggg – 
компоненты метрического тензора; ε – коэффициент конструкционного демпфирова-
ния; t – время. 
     Вектор аэродинамических сил P определяется как 0 при t<0 и npΔ  при t≥0, где n – 
нормаль к поверхности ячейки; величина перепада давления pΔ  соответствует макси-
мальной местной аэродинамической нагрузке при раскрытии парашюта. 
     Вычислительная задача по методу установления решается на конечно-разностной 
сетке: 
 

 
 

что автоматически подразумевает математическую модель мягкой оболочки с большим 
(тысячи и десятки тысяч) числом степеней свободы. Гораздо более эффективным пред-
ставляется снижение степеней свободы (большинство которых в вычислительной прак-
тике оказываются нереализованными и паразитными) и нахождение аналитических ре-
шений. В [1, 131] описана аналитическая модель «волана» (не нашедшая достойного 
продолжения), из нескольких воланов составляется купол парашюта. В методе дис-
кретных вихрей С.М. Белоцерковского используется аналитическое решение уравнения 
Навье-Стокса для отдельно взятого вихря; в дальнейшем это решение применяется для 
всех вихрей в потоке. И.К. Лифанову удалось распространить такую аналитическую 
методологию на физические задачи, далекие от аэродинамики [12, 405]. 
     Известен метод аналитической гидродинамики, берущий свое начало от классиче-
ских трудов механиков, при котором производится параметризация – вводится конеч-
ное число степеней свободы, после чего задача сводится к интегрированию системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений Лагранжа второго рода. Технически не 
составляет труда описать форму купола парашюта конечным числом параметров – на-
пример первая обобщенная координата q1 – путь, пройденный вершиной купола, и вто-
рая - q2 - пространственный угол раскрытия купола. Эффективным параметром оказы-
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вается объем воздуха под куполом парашюта (вследствие несжимаемости при малых 
дозвуковых скоростях движения), который втекает по нижней кромке и вытекает через 
полюсное отверстие и проницаемую ткань. Далее с использованием обобщенных коор-
динат записывается полная энергия системы: 
 

П+Tc – U=const,  
 
где U- силовая функция, П – потенциальная энергия системы, Тc- кинетическая энергия 
системы, которая состоит из кинетических энергий точечного груза, собственных масс 
купола и строп, а также кинетической энергии жидкости T, выражаемой в виде квадра-
тичной формы: 

.
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     Величины λij , i=1,2, j=1,2 называют коэффициентами присоединенных масс - мо-
ментов инерции деформируемой мягкой оболочки. Проблема определения величины 
присоединенных масс является одной из краеугольных нерешенных (и в российских, и 
в иностранных публикациях) задач парашютостроения. Вычисление коэффициентов 
присоединенных масс – моментов инерции для деформируемого тела, необходимых 
для вычисления кинетической энергии жидкости, как и применение процедуры уравне-
ний Лагранжа второго рода к задаче развертывания мягкой оболочки, представляется 
новым [13, 220]. 
     Ожидается, что модель с тремя степенями свободы позволит вычислять не только 
пиковые усилия растяжения в стропах, но и в куполе, и тем самым проверить гипотезу 
критического сечения о том, что максимальные усилия в куполе должны реализовы-
ваться не при полном развертывании мягкой оболочки, а лишь при развертывании до 
критического радиуса. 
     В предлагаемом подходе за основу рассмотрения взято потенциальное обтекание 
мягкой оболочки, что объясняется быстротечностью фазы развертывания. Другой от-
личительной особенностью подхода является параметризация – бесконечное число сте-
пеней свободы заменяется конечным. Так модель с двумя степенями свободы может 
перемещаться вертикально как жесткое целое и менять угол развертывания купола (ти-
па «зонтик» – мягкая оболочка). Эти две степени свободы описывают положение и 
форму парашюта также эффективно, как и конечно-элементная модель с практически 
бесконечным числом степеней свободы. В модели с тремя степенями свободы «зонтик» 
может дополнительно складываться посередине, что описывает процесс «перехлеста» 
купола стропами, либо в качестве третьей степени свободы берется объем воздуха под 
куполом парашюта, что позволяет перейти к рассмотрению планирующего парашюта 
(парафойла) самых современных форм. Для вычисления кинетической энергии жидко-
сти предлагается расширить классические методы определения коэффициентов при-
соединенных масс – моментов инерций на случай деформируемого тела. Проблема оп-
ределения коэффициентов присоединенных масс – моментов инерции купола, завися-
щих от обобщенных координат, решается численно несколькими методами: с исполь-
зованием конформных отображений (только для плоских моделей), дискретных осо-
бенностей (присоединенных дискретных вихрей) и граничных элементов. В дальней-
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шем на фоне потенциального обтекания формулируются модели, описывающие мест-
ный отрыв потока. 
     Связь напряженного и деформированного состояния текстильных конструкционных 
материалов парашюта описывается аналитически [14, 145]. Постановка задач по разра-
ботке нового подхода проводится в соответствии с общей методологией математиче-
ских исследований и их программной реализацией [15, 5-6]. 
     Алгоритм решения проблемы создания нового поколения методов расчета функцио-
нирования парашютов на основе уравнения Лагранжа второго рода можно представить 
последовательностью действий: 
• Разработка основных механических моделей для исследования процесса разверты-
вания и комплекса прикладных программ определения коэффициентов присоединен-
ных масс – моментов инерции купола следующими численными методами: 
- использующими методологию конформных отображений, 
- по методу дискретных особенностей, 
- по методу граничных элементов; 
• Создание комплекса прикладных программ по описанию топологии мягких оболо-
чек с последующим выходом на автоматическое построение чертежей деталей; 
• Анализ результатов моделирование с последующей разработкой практических ре-
комендаций по расчету присоединенных масс. 
 
     Использование математических аналитических методов в сочетании с методами вы-
числительной математики, позволяет предполагать дальнейшее развитие теоретическо-
го парашютостроения и эффективное применение результатов в инженерной и конст-
рукторской практике. 
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Abstract. Soft cover engineering constructions represent actively developing type of 
technical products which find new wide application in engineering practice. Such con-
structions are made from fabrics, laminates, tapes and cords which on durability have 
come nearer to metals, but essentially it is easier than traditional constructional materials. 
Creation of adequate methods of calculation of such designs, advancing mathematical 
modeling of their functioning in actual practice is necessary. Considerable experience of 
engineering calculation and mathematical modeling Soft cover engineering constructions 
is saved up in Parachute design Industry where such workings out are spent since 50th 
years of the last century. In article the modeling current state in Parachute design Industry 
is analyzed and the problem of creation of new generation settlement methods on the ba-
sis of the equations of Lagrange of the second sort is put. 
Keywords: Soft cover, soft cover engineering construction, parachute, parafoil, mathe-
matical modeling, equation of Lagrange of the second sort. 

 
 
 


