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Abstract. We study the problem of expanding the reciprocal of an entire function of ex-
ponential type with simple zeros located at a half-plane in a series of partial fractions. Our 
main result is the development of a theorem of M. G. Krein on the properties of an entire 
function with simple real zeros, the inverse of which can be decomposed into simple frac-
tions. These results demonstrate the possibility of using specific examples. The first of 
these is the Laplace transform, taken in a finite interval with decreasing it original. 
Second - regularly encountered in the analysis and probability errors integral. 
Keywords: entire function, partial fraction, Krein’s series, Laplace transform, errors 
integral. 
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Аннотация. Для уточнения асимптотического поведения функций  в конечной точ-
ке или на бесконечности удобно применять правило Бернулли-Лопиталя,  в кото-
ром поведение отношения функций определяется с помощью отношения их произ-
водных. Однако не все функции дифференцируемы, поэтому актуальным является 
обобщение понятия производной таким образом, чтобы новое более широкое поня-
тие сохранило свойства классической производной,  а также было применимо к 
изучению относительного роста не дифференцируемых функций. Одно из таких 
обобщений рассматривается в данной работе. В ней также доказываются формулы 
для корней уравнения, дающих оценки относительного роста выпуклых функций в 
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тауберовых теоремах, в которых относительный рост обобщенных производных 
оценивается по относительному росту самих функций.  
Ключевые слова: выпуклость, l-выпуклость, l-дифференцируемость, относительный 
рост, абелевы и тауберовы теоремы. 

 
     Одной из важнейших задач математического анализа является исследование относи-
тельного роста двух функций. К прямым задачам или задачам абелева типа относятся 
задачи, в которых относительный рост дифференцируемых функций определяется по 
относительному росту их производных. При естественных условиях справедлива тео-
рема Бернулли-Лопиталя, которая утверждает справедливость неравенств: 
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     В обратных задачах или задачах тауберова типа об относительном поведении произ-
водных функций судят по относительному росту самих функций. Неравенства проти-
воположного смысла к (1)–(1*) в общем случае неверны, но при дополнительных (тау-
беровых) условиях такие неравенства можно получить. Одним из таких условий явля-
ется выпуклость рассматриваемых функций. Как показано Брайчевым Г.Г. в [1, 110], 
для выпуклых функций справедлив следующий результат: 
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где 21,aa – корни некоторого уравнения. 
     Если функции )(xf  и )(xg  не дифференцируемы или не выпуклы, то формулы (1)–
(2*) теряют смысл, однако эти понятия можно обобщить таким образом, что приведен-
ные выше результаты остаются справедливыми. Для наших целей мы используем сле-
дующие определения l-дифференцируемой и l-выпуклой функций. 
     Для инъективной в окрестности точки 0x  функции )(xl  односторонние l-

производные функции  )(xf  определяются формулами
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дальнейшем для сокращения записей под )( 0xfl′  будем понимать правостороннюю l-
производную. 
     Пусть )(xl  инъективна на промежутке I. Функции )(xf  называется l-выпуклой на 
этом промежутке, если для произвольных 1x , 2x , 3x  из I, 321 xxx << , выполняется не-

равенство:  
)()(
)()(

)()(
)()(

23

23

12

12

xlxl
xfxf

xlxl
xfxf

−
−

≤
−
− . 

     Несколько отличные понятия выпуклости функции рассмотрены ранее в  работах 
[4], [5].  
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     Известно, что l-выпуклая на интервале функция в каждой точке этого интервала 
имеет односторонние  l-производные. Всюду в дальнейшем будем предполагать, что 

)(xl – строго возрастающая на интервале );( ba , ∞≤b  функция, а  )(xf  и )(xg  опреде-
лены и l-дифференцируемы на нем. 
     Для l-дифференцируемых функций  справедливо следующее обобщение правила 
Лопиталя [3, 199]: 
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     Далее предполагается, что функция )(xg  является l-выпуклой на интервале );( ba  и 
удовлетворяет условию: 
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Обратные к (3)–(3*) неравенства дает следующая теорема  тауберова типа. 
     Теорема 1. Пусть функции )(xf  и )(xg  удовлетворяют условию (4), )(xf  является 
−l выпуклой  на ( );a b . Тогда выполняются неравенства  

T1ξδ ≥ , T2ξ≤Δ , 
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Доказательство. Для l-выпуклой функции выполняются условия ,
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Откуда получим 
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Для 1ξ  доказательство аналогичное. 
 
     Введем следующую характеристику функции )(xg  
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где )}()(:sup{ xgtgtt llx
′≤′= ξ , а если множество в фигурных скобках пусто, то счита-

ем, что atx = . Известно, что функция )(ξϕg  возрастает при 0 1ξ≤ ≤  и убывает при 
1ξ ≥ . 

     Нетрудно проверить, что когда ,)( nxxg =  0≠n , то при ,ln)( xxl =  0>x , функция
 )(ξϕg  имеет вид ( ) ln , 0g

eϕ ξ ξ ξ
ξ

= > , а при mxxl =)( , 0>m , mn > , функция )(ξϕg  име-

ет вид ( ) (1 )
n

n m
g

n n
m m

ϕ ξ ξ ξ−= − + . Эти случаи являются модельными для широкого класса 

функций. 
     Характеристика )(ξϕg  в случае xxl =)(  была введена Братищевым А.В. в [2, 101]. 
     Непосредственное вычисление корней по формулам теоремы 1 затруднительно, од-
нако замечательным является тот факт, что величины 1ξ  и 2ξ  являются корнями урав-

нения 
T
t

g =)(ξϕ . При этом под корнями уравнения ( )g
t
T

ϕ ξ =  мы понимаем абсциссы 

пересечения границы подграфика функции )(ξϕgy =  и графика функции 
T
ty = . Точ-

нее говоря, полагаем })(:0inf{1 T
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g ≥>= ξϕξξ . Перейдем к 

основному результату статьи. 
     Теорема 2. Пусть функция )(xg  является l-дифференцируемой и удовлетворяет 

условию (4),  а )1;0(∈=θ
T
t . Числа )(1 θξ  и )(2 θξ  являются корнями уравнения 

θξϕ =)(g . 
Доказательство. Докажем утверждение для 1ξ , для 2ξ  доказывается аналогично. Обо-
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Умножая левую и правую части этого неравенства, выписанного для xtt = , на 
0))()(( >− tlxl , получим ).())()()(()( xgtlxlxgstg lx θ>−′+  Разделив обе части на )(xg  и 

взяв верхний предел, получим θεθξϕ ≥+ ))(( 1g . С другой стороны, если 
0)(1 >−= εθξρ , тогда для ixx >∀  с некоторым xx <η  выполняется 
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 отсюда для )}()(:sup{ xgtgtt llx
′≤′= ρ  получим 

)).()()(()())()()(()( xlxxlx lxlxggtlxlxgtg ηρηρ −′+≤−′+  Поделив это неравенство на 
)(xg  и взяв верхний предел, получим неравенство θεθξϕ ≤− ))(( 1g . Таким образом, 

имеем: 
 

                                              ))(())(( 11 εθξϕθεθξϕ +≤≤− gg .                                     (6) 
     Устремляя ε  к 0 в (6), получаем: 
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                                               )0)(()0)(( 11 +≤≤− θξϕθθξϕ gg .                                    (6*) 
 

     Отсюда, учитывая монотонность функции )(ξϕg , приходим к утверждению теоре-

мы. Отметим, что в случае непрерывности )(ξϕg  в точке )(1 θξξ =  имеем, очевидно,   

θθξϕ =))(( 1g , так что 1( )ξ θ  является обычным (меньшим) корнем уравнения  
θξϕ =)(g .  

     Замечание. Теоремы 1 и 2 обобщают результаты Братищева А.В. и Брайчева Г.Г. на 
случай l-выпуклости и l-дифференцируемости функций. Кроме того, даже для обычных 
понятий выпуклости и  дифференцируемости функций, ослаблено одно из условий тео-
ремы 2 соответствующих случаю ( )l x x= . 
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