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proximation of analytically set differentiated functions. Transformation of universal topo-
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Аннотация. Многообразиям аффинной связности и их обобщениям – многообрази-
ям с траекториями сопоставляются широкие классы систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, свойства решений которых, в результате предлагаемой 
конструкции, получают точное дифференциально-геометрическое и алгебраическое 
описание. Выделяются случаи локально симметрических и плоских (абелевых) сис-
тем обыкновенных дифференциальных уравнений. Полученные результаты исполь-
зуются для исследования Лагранжевых механических систем. 
Ключевые слова:  системы обыкновенных дифференциальных уравнений, механи-
ческие системы, аффинная связность, квазигруппа. 

 
 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 3  

 32 

     1. Введение. 
     Общепризнанно плодотворное взаимодействие классической дифференциальной 
геометрии и аналитической механики, в частности очень интересна, на наш взгляд, 
связь между локально симметрическими пространствами Эли Картана и интегрируе-
мыми гамильтоновыми дифференциальными уравнениями [1]-[3]. Напомним, что диф-
ференцируемое многообразие аффинной связности называется локально симметриче-
ским, если его поле кручения Т равно нулю, и первая ковариантная производная тен-
зорного поля кривизны также равна нулю. Симметрические пространства, введенные 
Эли Картаном, обладают математически красивыми алгебраическими свойствами, гео-
дезические симметрии относительно каждой точки являются локальными изоморфиз-
мами аффинной связности. Симметрические многообразия прочно вошли в современ-
ную математику. Ввиду богатства топологической и алгебраической структуры эти 
пространства являются удобным материалом, на котором проверяется эффективность 
многих современных математических методов. Самые разнообразные вопросы из диф-
ференциальной геометрии, теории групп, дифференциальных уравнений, аналитиче-
ской механики, теоретической физики часто сводятся к тем или иным задачам на сим-
метрических пространствах. Известно (О. Лоос. Симметрические пространства.), что 
симметрическое пространство может рассматриваться, как гладкая идемпотентная ле-
водистрибутивная квазигруппа с «тождеством ключей». Левые сдвиги этой квазигруп-
пы и есть геодезические симметрии. Позднее этот результат был обобщен. Свойства 
геодезических линий симметрических пространств подробно и глубоко изучены и 
обобщаются на траектории механических систем широкого класса. Некоторые резуль-
таты в этом направлении представлены в работах [4]–[11]. 
     Выявляется роль, которую играют такие алгебраические структуры, как квазигруп-
пы, в исследовании и описании геометрических свойств решений систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка, описывающих Лагранжевы меха-
нические системы. В конструкции задействована алгебраическая теория пространств 
аффинной связности. Используется понятие многообразия с геодезическими - точного 
алгебраического аналога аффинно-связного многообразия с нулевым тензорным полем 
кручения. Устанавливается, что решения системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка представляют собой многообразия с траекториями, обоб-
щающими многообразия с геодезическими.  
     Произвольному пространству аффинной связности можно сопоставить однопара-
метрическое семейство локальных идемпотентных эластичных квазигрупп, определяе-
мых каноническим (аффинным) параметром вдоль геодезических линий. Было введено 
новое понятие - пространство с геодезическими, как алгебра с однопараметрическим 
семейством бинарных операций, связанных определенными тождествами. Было уста-
новлено взаимно однозначное соответствие между гладкими многообразиями с геоде-
зическими и аффинно-связными многообразиями с нулевым тензором кручения. Таким 
образом, был построен алгебраический эквивалент экспоненциального отображения. 
Этот результат был достигнут в связи с переводом на алгебраический язык теории гео-
дезических отображений пространств аффинной связности.  
     С алгебраической точки зрения многообразие с траекториями представляет собой 
трёхпараметрическое семейство локальных гладких квазигрупп, операции умножения 
которых связаны определенными тождествами. Некоторые специальные геометриче-
ские свойства траекторий механической системы выражаются дополнительными тож-
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дествами соответствующей алгебраической системы. Исследование опирается на ал-
гебраическую теорию симметрических и абелевых (плоских) аффинно-связных про-
странств. Локально симметрическим и локально плоским многообразиям аффинной 
связности сопоставляются широкие классы Лагранжевых механических систем, кото-
рые в результате предлагаемой конструкции получают точное дифференциально-
геометрическое и алгебраическое описание. Исследованы примеры, подтверждающие 
корректность построенной теории. Результаты, полученные в этом направлении, опуб-
ликованы в работах [4]–[11]. 
     В связи с локально симметрическими и локально плоскими многообразиями аффин-
ной связности рассматриваются механические системы. Устанавливается, что механи-
ческие системы широкого класса представляют собой многообразия с траекториями, 
приводится точное описание класса локально симметрических и абелевых механиче-
ских систем в дифференциально–геометрических терминах. 
     2. Многообразия с траекториями. 
     Определение 2.1. Пусть М - гладкое (дифференцируемое) действительное многооб-
разие и  ,: 23 MMR →×ϕ   

Myvutyxvutyxvut x ∈== ),,(),)(,,(),,,,( ψϕ  ),,,,( RvutMyx ∈∈  - частичное гладкое ло-
кальное отображение.  
     Для фиксированных действительных чисел  )(,, ooooo vuvut ≠  отображение ϕ  опре-
деляет частичную гладкую локальную бинарную операцию  yvutyx xooovut ooo

),,(),(),,( =ψ ,  
где  ., Myx ∈   Частичная гладкая локальная алгебра M= 〉〈

∈ 3)(, RM ττψ  называется много-
образием с траекториями, если выполняются следующие условия: 
     a) для любой точки x  из М и для достаточно малого действительного числа  0>ε  
существует открытая окрестность ,xU  такая что zvut y),,(  определено и принадлежит  

xU   для  ,, xUxy ∈  ,0 ε<−< vu  ,It∈  где −I связный открытый действительный  ин-
тервал, содержащий ],,[ vu  если ,uv >  или Iuv ⊂],[ при ;uv <  
     b) Локально выполняются следующие тождества: 
 
                                         ;,,),,(),,(),,( wuvuywutywuvvut xxx ≠≠=                             (2.1) 
                                         ;,),,(),,( vuxuvtyvut yx ≠=                                                     (2.2) 
                                         ;,),,( vuyytut x ≠=                                                               (2.3) 
 
где     .,,,, RvutMyx ∈∈  
     При фиксированных  vu,  ( vu ≠ ) множество точек { } Itx yvut ∈),,(  можно рас-
сматривать как траекторию, выходящую из точки  x  при  ut =  и входящую в точку y  
при  vt = . 
     Предложение 2.1.  Пусть M= 〉〈

∈ 3)(, RM ττψ  частичное гладкое локальное многообра-
зие с траекториями. Тогда локально выполняются следующие тождества: 
 

                                           ;,),,( utxyutt x ≠=                                                               (2.4) 
                                           ,),,(),,(),,( ),,( yvutyvut xxyvu x

=ββα α                                      (2.5) 
                                                         MyxRvutvu ∈∈≠≠ ,;,,,,;, βαβα . 
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     Доказательство. Докажем (2.4). Используя (2.2) и (2.3) имеем 

.),,(),,(
)3.2()2.2(
xxtutyutt yx ==  

     Теперь, положив yvua x),,(α= , имеем 

yyvuvyvuuvauv xxxx

)3.2()1.2(
),,(),,(),,(),,( === ααα . 

 

     Т.к.  auvy x),,( α= , то получим: 

.),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(),,(

)1.2(

)2.2()1.2(

)2.2(

),,(

)1.2(

),,(),,(

yvutyvuut

autxutxut

autaut

auvvuatyvut

xxx

xa

xxyvu

xxyvuxyvu

x

xx

==

====

===

==

αα

αααββα

αββααββα

αββββα

αα

αα

αα

 

 

     Предложение 2.2. Пусть M= 〉〈
∈ 3)(, RM ττψ  - частичное гладкое локальное многообра-

зие с траекториями. Тогда для некоторого фиксированного ),,( ooоо vut=τ , 
oоoоoo vtutvu ≠≠≠ ,,  отображение MMM

ooo vut →×:),,(ψ  определяет частичную гладкую 
локальную бинарную операцию ),)(,,(

),,(
yxvutyx ooo

vut ooo

ψ=⋅ , и алгебра 〉〈 ⋅
),,(

,
ooo vut

M  есть 

частично гладкая локальная двусторонняя  квазигруппа. 
     Доказательство. Возьмем действительные числа  ),,,(,;,, ooооooooо vutvuvut =≠ τ  и оп-
ределим правое )(\

oτ  и левое /)(
oτ   деления формулами: 

 

                               .,,,),,(/,),,(\ Mzyxztvuyzztuvzx yoooxooo oo
∈== ττ                     (2.6) 

 

     Теперь необходимо проверить следующие тождества: 
 

.)/(,)\( zyyzzzxx
oooo

== ττττ &&  
 

     В соответствии с (2.1)-(2.3) имеем: 

,),,(

),,(),,()\(),,()\(
)3.2(

)1.2(

zztut

ztuvvutzxvutzxx

xooo

xoooxoooxooo ooo

==

=== τττ&  

.),,(),,(),,(

),,(]),,[()/(
)3.2()1.2(

)2.2(

),,(

zztvtztvuuvt

yvutyztvuyyz

yoooyoooyooo

xtvuoooyooo yoooooo

===

===
τττ &&

 

Аналогично проверяются и тождества   yyxx
oo

=)(\ ττ &  и   xyyx
oo

=ττ /)( & . 
     Пример. Рассмотрим решения системы дифференциальных уравнений второго по-
рядка на многообразии М (в локальной системе координат) 
 

                                      )(,1),,,(
___

dt
dxxnitxxfx

i
iii === &&&& .                                     (2.7) 
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     Пусть система (2.7) имеет (локально) единственную траекторию 
,)(,)(,),,()( zvxyuxzvuttx y ===  выходящую из точки y  при  ut = , и приходящую в 

z  при vt = . Пусть также выполнено условие а) из определения 2.1. Тогда приходим к 
многообразию с траекториями. 
     Некоторые свойства дифференциальных уравнений на множестве М можно охарак-
теризовать алгебраическими тождествами на многообразии с траекториями M.  Напри-
мер, нетрудно показать, что верны предложения 2.3 и 2.4  
     Предложение 2.3. Пусть многообразие с траекториями  M= 〉〈

∈ 3)(, RM ττψ  определено 
на М дифференциальными уравнениями второго порядка вида (2.7) в локальной систе-
ме координат. Тогда для некоторого  oooooooooo tvvuutvut ≠≠≠= ,,),,,(τ ,  квазигруппа 

〉〈
o

M τ&,  идемпотентна, т.е.  
                                                       xxvutxx xoooo

== ),,(τ&                                               (2.8) 

если   ).dim(,1,0),0,(
___

Mnnitxf i ==≡  
     Предложение 2.4. Многообразие с траекториями  M  определено автономным диф-
ференциальным уравнением второго порядка  на М, имеющим в некоторой локальной 
системе координат следующий вид 
 

                                            ),dim(,1),,(
___

Mnnixxgx ii === &&&                                        (2.9) 
 
если выполнено (локально) на  M  тождество: 
 
                                                  ,),,(),,( ywvwuwtyvut xx +++=                                (2.10) 
 
где  .,;,,,; MyxRwvutvu ∈∈≠  
     Предложение 2.5. Пусть  M= 〉〈

∈ 3)(, RM ττψ  является частично гладким локальным 
многообразием с траекториями. Определим однопараметрическое семейство частично 
гладких локальных бинарных операций  rω : RMRMRM ×→××× )()(   следующей фор-
мулой: 
 

                                 ],)(,),,)[((),( ααββαααβω +−+−== ryryryx xxr                       (2.11) 
 
где  .,,;),,(),,(,, RryyxxRMyx ∈≠==×∈ βαβαβα  (Если βα = , то операция  rω  не 
определена.) Тогда  〉×〈=Ω ∈RrrRM )(, ω  есть частично гладкое локальное многообразие 
с геодезическими. 
     Определение 2.2.  Частично гладкое локальное многообразие с траекториями 
M= 〉〈

∈ 3)(, RM ττψ  называется автономным, если тождество (2.10) локально выполнено на 
M . 
     Предложение 2.6.  Пусть  M= 〉〈 ∈ 3)(, RM ττψ  является частично гладким локаль-

ным автономным многообразием с траекториями. Определим двухпараметрическое се-
мейство бинарных операций формулой: 
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                       ),,,,0,(),0,(),(),,,( yxuvutyuvutyyx xx −−=−−==Θ ϕβαβα                (2.12) 
где  .,,,,,,;0,,, MyxRvutuvuvut ∈∈≠≠−=−= βαββα  
 
Тогда следующие тождества локально верны: 
 
                                                    yy xxx ),(),(),( γαγββα = ,                                         (2.13) 
                                                    ( , ) ( , )x yy xα β α β β= − − ,                                            (2.14) 
                                                    ( , ) ,x y yα α =   α≠0                                                       (2.15) 
 
где .,;0,0,,, MyxR ∈≠≠∈ γβγβα  
      Доказательство. Если тождество (2.10) локально выполнено, то формула (2.12) вер-
на. Непосредственные вычисления показывают, что если использовать формулу (2.12), 
то тождества (2.13)-(2.15) следуют из (2.1)-(2.3). 
     Определение 2.3. Пусть М является гладким действительным многообразием и  

,),(),)(,(),,,(,: 22 yyxyxMMR xβαβασβα ==Θ→×Θ  )0,,;,( ≠∈∈ ββα RMyx  есть час-
тично гладкое локальное отображение.      Θ  определяет двухпараметрическое семей-
ство  частично гладких локальных бинарных операций: 
 

  .0),,(,),(),,,(

),)(,(),(,::}{

.
),(

),(),(,),(

≠=⋅===Θ=

==→×∈

ββανβαβα

βασσσσ

βα

βαβαβαβα

yxyxyyx

yxyxMMM

x

R
 

 
     Частично гладкая локальная алгебра  N= 〉〈

∈ 2)(, RM ννσ  называется автономным мно-
гообразием с траекториями, если выполнены следующие условия: 
     а) для любой точки x  из M  и для любого достаточно малого действительного чис-
ла  0>ε  существует открытая окрестность  xU , такая, что точка zy),( βα  определена и 
принадлежит xU  для  IUzy x ∈<<∈ αεβ ,0,, , где I  - связный открытый интервал, со-
держащий ],0[ β , если 0>β , или ]0,[β , если 0<β ; 
     b) Тождества (2.13)-(2.15) локально выполнены. 
     Если действительное число 0≠β  фиксировано, то множество точек Ix y ∈αβα }),{( , 
называется траекторией, проходящей через точки )0( =αx  и  )( βα =y . 
     Замечание. Предложение 2.6 показывает, что определение 2.3 согласовано с опре-
делением 2.2.  
     Следующие предложения 2.7 и 2.8 аналогичны предложениям 2.1 и 2. 2. 
     Предложение 2.7. Пусть  N= 〉〈

∈ 2)(, RM ννσ  есть частично гладкое локальное автоном-
ное многообразие с траекториями. Тогда следующие тождества локально верны: 
 

                                                                  xyx =),0( β ,                                                 (2.16) 
                                           ,),(),(),( ),( yy xxyx

βαδβγαγδ βα +=−                                 (2.17) 
 

где .,;,0,,,, MyxR ∈≠≠∈ γαβδγβα  
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     Предложение 2.8.  Пусть  N= 〉〈
∈ 2)(, RM ννσ  есть частично гладкое локальное авто-

номное многообразие с траекториями. Тогда для некоторого фиксированного 
0,,0),,( ≠≠≠= ooooooo αβαββαν    отображение 

 
yxyyxyxMMM

ooo xoooo ννν βαβασσσ &===→× ),(),)(,(),(,:  
 

определяет частично гладкую локальную бинарную операцию умножения  ""
oν& , и ал-

гебра 〉〈
o

M ν&,  является частично гладкой локальной двусторонней квазигруппой с пра-
вым )(\

oν  и левым )(/
oν   делениями:  

 

                         .,,),(/;),(\ Myxxyxyyx yooxoo oo
∈−−== βαβαβ νν                (2.18) 

 

     Предложение 2.9. Пусть  N= 〉〈
∈ 2)(, RM ννσ  есть частично гладкое локальное автоном-

ное многообразие с траекториями, определяемое автономным дифференциальным 
уравнением второго порядка, имеющим в некоторой локальной системе координат вид 
(2.9). Следующие тождества локально справедливы на N: 
 

                                ,,,,,0,),(),( MyxRxy yx ∈∈≠−= βαββαββα                        (2.19) 
 

если разрешимы уравнения: 
 

                                                .,1),,(),(
___

nixxgxxg ii =−= &&                                          (2.20) 
 

     Замечание. Тождество (2.19) эквивалентно следующему тождеству (см. (2.14)): 
 

                               .,,,,0,),(),( MyxRyy xx ∈∈≠−−= βαββαβα                           (2.21) 
 
     Предложение 2.10. Пусть тождество 
 

                                  MyxRyy xx ∈∈≠= ,,,,0,)1,(),( βαβ
β
αβα                             (2.22) 

 

выполняется на частично гладком локальном автономном многообразии с траектория-
ми N= 〉〈

∈ 2)(, RM ννσ .  Определим однопараметрическое семейство частично гладких 

локальных бинарных операций  
 
                                                ytytyxyxt xxt )1,(),(),,( ===ωω .                                    (2.23) 
     Тогда частично гладкая локальная алгебра 〉〈=Ω ∈RttM )(, ω  есть многообразие с гео-
дезическими. 
     Доказательство имеет чисто алгебраический характер. 
     Определение 3. Многообразие с траекториями называется локально симметриче-
ским, если присоединенное к нему многообразие с геодезическими является локально 
симметрическим (т.е. соответствует локально симметрической аффинной связности). 
     Определение 4. Многообразие с траекториями называется локально абелевым, если 
присоединенное к нему многообразие с геодезическими является локально плоским 
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(т.е. соответствует локально плоской аффинной связности, у которой тензорные поля 
кривизны и кручения нулевые). 
     В локально абелевом многообразии аффинной связности локально выполняются 
следующие тождества (когда обе части равенства имеют смысл), однозначно характе-
ризующие этот класс пространств 
 
                                                           ( ) ( )x x x

u t y ut y= ,                                                  (2.24) 
                                                           ( )1x y

t y t x= − ,                                                      (2.25) 
                                                           1x y y= ,                                                                (2.26) 
                                                           ( )

xx y t y xt u z u t z= ,                                                    (2.27) 

                                                          1 1
x z z x

y y

v v a v v a
v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,                                       (2.28) 

 
где    Rvtu ∈,,,1 ;  Mazyxv ∈≠ ,,,,0 . 
     В локально симметрическом пространстве аффинной связности выполняются харак-
теристические тождества (2.24)-(2.26), а также следующие тождества: 
 
                                                    ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

t t
a a− − = − −

x yx y x y
                                      (2.29) 

                                                            ( 1)( 1) ( 1)
xx y y xt z t z−− = −                                          (2.30) 
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