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Abstract. In this paper, the problem of constructing an analog of Δ-sets in A ∞-case. Pre-
sented to design the higher faces, we prove their existence on the homology, but also ad-
dresses the effect of the differential on this site. In proving the theorems we use the tech-
nique of SDR-situations themselves prove constructive. 
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Аннотация. Рассмотрена аппроксимация трёхмерных уравнений несжимаемой жид-
кости, описывающих океанические течения. Аппроксимация на трёхмерную сетку в 
фиксированные моменты времени и в приближении «замороженных» коэффициен-
тов обмена сводит описание течений к задаче Дирихле для разностного уравнения  
Лапласа в кубе. Предложен метод нахождения её решения на множестве узлов 
трёхмерной сетки в плоских сечениях куба с равномерной по пространству точно-
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стью. Показано, что требуемое для решения общее число арифметических действий 
по порядку величины совпадает с числом действий нахождения коэффициентов 
Фурье заданных граничных условий. Излагаются приближённые методы решения 
задачи Дирихле во всём кубе с оптимальным числом действий на узел сетки, при-
ведены явные оценки получающейся при этом погрешности. 
Ключевые слова: уравнение Лапласа, задача Дирихле, быстрый численный алго-
ритм, погрешность.  
 

     При описании стационарных океанических течений со слабо изменяющимися тур-
булентными  коэффициентами обмена [9;10] с использованием метода «расщепления» 
[8] возникает необходимость неоднократного решения двумерных и трёхмерных задач 
Дирихле для уравнения Лапласа [1;2]. В этой связи актуальным является нахождение 
быстрых алгоритмов численного решения не одномерных уравнений Пуассона и Лап-
ласа, чему и посвящена данная работа. В работе [5] приведены простые двухмерные и 
трёхмерные алгоритмы с оценкой числа действий в них. Эти методы проще, чем разра-
ботанные впервые алгоритмы такого типа в двумерном случае [11]. В [6]  был построен 
более сложный алгоритм в двумерном случае с аналогичной характеристикой по числу 
действий. а также изложены приближённые В работе описаны методы решения задачи 
Дирихле в кубе асимптотически за одно или два сложения на узел и приведены явные 
оценки погрешности. 

 

     1. Разностное уравнение Лапласа в кубе. 
     Построение сетки. Рассмотрим прямоугольную трёхмерную область и, после пере-
нормировки она переводится в единичный куб 1 2 3{( , , ) :  0 1,  1,2,3}iR x x x x i= < < = . Обо-
значим его грани без границ через ,  1,...6j jΓ = ,  причём при j=1,2,3 jΓ  лежит в плоско-
сти 0jx = , а при j=4,5,6 jΓ  лежит в плоскости 3 1jx − = . Введём кубическую равномер-
ную сетку плоскостями 0, ,2 ,...,  1,2,3ix h h i= = , где шаг сетки задаётся 2  , .qh q−= ∈�  

Обозначим множество внутренних узлов сетки через hR  и граничных узлов через 
1 6,  ...h h h h

jΓ Γ = Γ ∪ ∪Γ  . 
     Постановка и представление разностной задачи Дирихле. Введём на сетке стан-
дартный трёхмерный семиточечный разностный оператор Лапласа hΔ  и пусть h

iϕ - ог-

раниченная по модулю единицей произвольная функия, заданная на h
jΓ . Тогда на сетке 

hR  определена разностная задача Дирихле: 
 

                                                        
0,  ,

,  ,  1,...,6,

h h h
h j

h h h h
j j j

u x R

u x jϕ

⎧Δ = ∈⎪
⎨

= ∈Γ =⎪⎩
                                        (1) 

 

а также определена частичная краевая задача: 
 

                                                        3 3

3 3 3 3 3 3

0,  ,

,  ,  0,   \ ,

h h h
h

h h h h h h h

u x R

u x uϕ

⎧Δ = ∈⎪
⎨

= ∈Γ = Γ Γ⎪⎩
                               (2) 

где  3 3 1 2( , ).h h x xϕ ϕ=  
     Тогда для представления разностного решения для задачи (2) справедлива обоб-
щающая формулы Вазова [3] на трёхмерный случай 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 3  

 20 

     Лемма 1. Решение 3
hu  задачи (2) представимо на h hR ∪Γ  в виде: 

 

                           

( ) ( )

( )

3 3

1 1

3 1 2 3 3 1 2
1 1

1 1
2

3
1 1

2 (1 ) 2 1
3

2 2 2

( , , ) ( )sin sin ,  1/ 2 ,

4 ( , )sin( )sin( )

( ) (1 )(1 ) ,

2 sin sin ,    
2 2

mn mn mn

N N
h q

mn mn
m n

N N
h

mn
k l

x x
mn

mn mn

u x x x b x mx nx N h

b h kh lh mkh nlh

x e e e

mh nharsh m n m n
h

β β β

ω π π

ϕ π π

ω

π πβ β π

− −

= =

− −

= =

− − − − −

= = =

=

= − −

= + + < < +

∑∑

∑∑

2 .

             (3) 

 

     Доказательство леммы 1 приведено в [7]. 
 

     2. Построение решений в трёхмерном кубе и на его сечениях  
     Обозначим через ( )h

jL a  множество узлов сетки hR , лежащих в плоскости a , тогда 

1 2( ),  ( )h hL a L b - вертикальные сечения, 3 ( )hL с - горизонтальное сечение. 
     Решение на вертикальном сечении. Применим формулу  (3) для нахождения при-
ближённого решения задачи с равномерной точность 00.25 pс h  на вертикальном сечении 

2 0( ),hL j h  для любого 0 {1,2,..., ( 1)}j N∈ − , где 0 (0,1],  p>0с ∈ - заданные константы.  
     Находим коэффициенты Фурье mnb  с помощью быстрого дискретного преобразова-
ния Фурье (БПДФ), при этом потребуется 2( ln )O N N арифметических действий [4;12]. 

Обозначим 
2 2

0
0 0

2 8 2 8min{( 1), ln 1},  min{( 1), ln 1},
p p

k
N N Nn N N N
c k cπ π

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

где выражение в квадратных скобках – целая часть числа, положим  
 

0*

0

( ),   max{ , },
( )

exp{ },  max{ , } ,
mn

mn
mn k

kh n m n
kh

kh n m n N
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= ⎨ − < ≤⎩

 

 

                                                
*
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1
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0,   ( 1),

kN

mn kk
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k

kh nj h m N
b

N m N

ω π
=

⎧
≤⎪= ⎨

⎪ < ≤ −⎩

∑                                   (4) 

 

                                   
1

3 0
1

v ( , , ) sin( ),
N

h k
m

m
ih j kh b mihπ

−

=

=∑                                                          (5) 

 
где  01,...,( 1),   1,...,( 1),   {1,2,..., ( 1)}.i N k N j N= − = − ∈ −   
     Значения 3 0v ( , , )h ih j kh  в (5) при каждом i  находятся одномерным БДПФ для всех зна-
чений k. Число арифметических действий в (5) и в (6) составляет 2( ln )O N N . Для оцен-
ки отличия приближенного решения (5) от точного решения задачи на вертикальном 
сечении докажем следующую лемму. 
     Лемма 2. Справедливо неравенство: 
 

                                        3 0 3 0 01 1 1 1
max  max  ( , , ) v ( , , ) 0.25h h p

i N k N
u ih j kh ih j kh C h

≤ ≤ − ≤ ≤ −
− ≤ .                   (6) 
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     Доказательство. Из Леммы 1 и выражений (4) и (5) следует: 
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0
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0
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                (7) 

 

     Оценим каждое из слагаемых в правой части (7).  Используем неравенство 
1

1

1
sin( ) 2( )

N

j
kjh hπ π

−
−

=

≤∑  [5]  выражение для mnb  и 3 1hϕ ≤ . Тогда 216 /mnb π≤ . C учетом вы-

ражений для 3( ),  mn mnxω β  , условия ( ) mnm n β+ <   из Леммы 1 и выражения для kN  име-
ем  при k=1,…,N-1 max{ , } km n N>  и получаем оценку: 
 

2
00 ( ) exp( ) exp( max{ , } ) ( /8) .p

mn mnkh kh m n kh C hω β +< < − < − ≤  
 

Тогда  

01 11 1 , :
max{ , } 1

1 1
20 0

0 02 41 1 1 1

max max ( )sin( )sin( )

816 max sin( ) sin( ) 0.125 .
8

k

mn mni N k N m n
N m n N

N N
p p p

i N m n

A b kh mih nj h

C Ch mih nj h h C h

ω π π

π π
π π

≤ ≤ − ≤ ≤ −

< ≤ −

− −
+

≤ ≤ − = =

= ≤

≤ ≤ <

∑

∑ ∑

 

 

     Аналогично, показывается, что и второе слагаемое в правой части (7) не превосхо-
дит значения 00.125 pC h . Лемма 2 доказана. 
     Решение на горизонтальном сечении.  Рассмотрим  произвольное  горизонтальное 
сечение 3 0 0( ),  {1,2,..., ( 1)}hL k h k N∈ − . Решение задачи (2) на этом сечении можно найти 
непосредственно по формулам (3) при 3 0x k h= с помощью алгоритма БДПФ за 

2( ln )O N N  арифметических операций  равномерно по 0k . При этом мы предполагаем, 
что все используемые значения тригонометрических функций и экспонент в общем 
числе 2( )O N вычислены заранее. 
     Построение решения задачи в кубе. Решение общей задачи (1) в силу её линейности 
представимо в виде суммы решений шести частичных задач вида (2). При этом любое 
сечение ( )h

jL a  в hR  является вертикальным в четырёх и горизонтальным в двух частич-
ных задачах. Поэтому решение исходной задачи (1) находится на любом сечении ( )h

jL a  
с равномерной точностью 0

pC h , для её решения требуется 2( ln )O N N  арифметических 
действий. 

 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 3  

 22 

     4. Алгоритмы приближенного решения разностной задачи асимптотически за два и 
одно действие на узел 
     Обозначим через 0 ( )h ρΓ  сеточный пограничный слой − множество узлов сетки hR , 
удалённых от hΓ  на расстояние, не превышающее ρ.  
     Решение асимптотически за два сложение на узел сетки. 
     Выберем 0 (0;1],  (0;3)С p∈ ∈ . Положим {(0.5 ) / },A H A Hρ = + −  1 1/ 5

0[1 ],  A h h Cμ− −= +  
(3 ) /8,  pμ = −  (5 ) /8,  pλ = + 1[ /10],  H h hλ−=  где [d] и {d} –целая и дробная части d, соот-

ветственно. Положим, что h мало, т.е.  1/ 2,   H hρ < ≥  и зададим опорное множество го-
ризонтальных сечений 3 0 L { ( )} ,hsH h

r hL rH sρ == + =%  1(1 2 ) 2 ,  .p H z z−= − = ∈�  
     Воспользуемся описанным выше методом и учтём то, что сеточный пограничный 
слой 0 ( )h ρΓ  образуется объединением 6 / hρ  плоских сечений сетки hR . Тогда на 

0 ( )  Lh HρΓ ∪ % приближённое решение vh  задачи (1) с равномерной точностью 0
pC h  полу-

чается с помощью 2 (21 ) / 8
1 9( / 1) ( ln ) ( ln )p

hM h s O N N O N Nρ += + − =  арифметических опера-
ций. При этом в узлах на пересечении нескольких указанных сечений в качестве vh  
принимается среднее арифметическое значение имеющихся приближённых значений. 
Далее применяется параболическая интерполяция функции vh  по 3x  с опорного множе-
ства горизонтальных сечений  LH%  в точки множества 0 0R =R \[ ( )  L ]h h h HρΓ ∪ % . Интерполя-
ция производится в промежутках, образуемых тремя соседними сечениями из LH% , в 
узлах, лежащих на среднем сечении, находятся первые разности по 3x  в обе стороны с 
шагом h, и вторая разность с шагом h. При вычислении этих разностей выполняется 

2 (21 ) /8
2 ( / ) ( )pM O N H O N += =  арифметических операций. Так как вторая разность с шагом 

h для параболы постоянна, в текущей точке находится первая разность сложением пре-
дыдущей первой разности со второй разностью. В свою очередь, vh  в следующем узле 
сетки получается сложением значения vh  и первой разности в предыдущем узле, в ре-
зультате на каждый узел, в который производится интерполяция, требуется два сложе-
ния. Справедлива  
     Теорема. Для приближенного решения vh  справедлива следующая оценка невязки: 
 

1 2 3
0 0

( , , )
= max v 2 ,   (0;1],  (0;3),

h

h h h p

x x x R
u C h C pδ

∈
− ≤ ∈ ∈  

 

где hu  решение задачи (1), причём в пересчёте на один узел сетки hR  выполняется 
2 hM ε= +   арифметических операций, здесь 

 
3 ( 3) /8

1 2( )( 1) ( ln ) (1)p
h M M N O N N oε − −≤ + − = = . 

 

     Доказательство теоремы приведено в [7]. 
     Решение асимптотически за одно сложение на узел сетки.  
     Выберем 0 (0;1],  (0;2)С p∈ ∈ , положим 1{(0.5 ) },A H A Hρ −= + −  1 1/ 4

0[1 ],  A h h Cμ− −= +  
(4 ) / 6,  pλ = +  (2 ) / 6,  pμ = − 1[ /10]H h hλ−= . Аналогично предыдущему пункту находим 

на   0 ( )  Lh HρΓ ∪ %  приближённое решение с равномерной точностью 0
pC h . Затем решение 

vh  интерполируем линейно по 3x  между соседними горизонтальными сечениями, при-
надлежащими  LH%  в точки множества 0 0R =R \[ ( )  L ]h h h HρΓ ∪ %  путем прибавления на каж-
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дом шаге h постоянной первой разности. Приближённое решение vh  удовлетворяет не-
равенству вида 

1 2 3
0

( , , )
= max v 2 ,   

h

h h h p

x x x R
u C hδ

∈
− ≤ где  hu  − решение задачи (1).  

     При этом в пересчёте на один узел сетки hR  требуется выполнить  ( )1 hε+   арифме-
тических операций, где ( 2) / 6( ln ) (1).p

h O N N oε −= =  
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ABOUT FAST APROXIMATE METHODS OF SOLVING PROBLEMS 

OF OCEAN FLOWS HYDRODYNAMICS 
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Abstract. Three dimension equation of liquid in ocean flows is described. Approximation 
on three dimension numerical grid with “frozen” turbulent exchange coefficients gets to 
Dirichlet’s problem for Laplace’s differential equation in a cube, and this problem is in-
vestigated. A method of solving it with prescribed uniform accuracy on a set off grid 
nodes in plane section of the cube is proposed. Asymptotically fast approximate methods 
for solving Dirichlet’s problem in the entire grid cube which use one or two additions per 
node are described, and explicit error estimate are given. 
Key words: Laplace’s equation, Dirichlet’s problem, fast approximate algorithm, numeri-
cal error. 

 
 


