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Аннотация. В предлагаемой работе рассматривается вопрос построения анало-
га ∆-множества в A∞-случае. Предъявляется конструкция высших граней, дока-
зывается теорема об их  существовании на гомологиях, а также рассматрива-
ется вопрос о действии дифференциала на таком объекте. При доказательстве 
теорем используется техника SDR-ситуаций, сами доказательства конструк-
тивны.  
Ключевые слова. Симплициальный объект, гомотопическая устойчивость, SDR-
ситуация, высшие грани. 

 
     В последнее время в алгебраической топологии актуальным является процесс созда-
ния аналогов алгебраических структур, которые были бы устойчивы при переходе к 
гомотопическому случаю. Первые работы в этом направлении относятся к 70-м годам 
прошлого века (Дж. Мэй, Т. Кадеишвили, В. Смирнов) и касались построения аналога 
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градуированных и дифференциальных алгебр. [1]  Позднее велись работы по созданию 
подобного рода аналогов для алгебр Ли, дифференциальных модулей, коммутативных 
алгебр и других. [2]  
     Результаты, представленные в данной работе, являются продолжением работ, нача-
тых в [3]. Подход, предлагаемый автором, является более алгебраическим, и позволяет 
построить аналог всей структуры ∆-множества, а не только его предсимплициальной 
части. Основными результатами является сама конструкция аналога ∆-множества, а 
также утверждения о его существовании и правиле вычисления дифференциалов от 
высшей грани. Все основные утверждения, конструкции и доказательства теорем при-
водятся над полем характеристики 2, то есть над Z2. Подобный прием является часто 
используемым в алгебраической топологии, так как позволяет избежать постоянной за-
писи знаков, а также проверки их совпадения. Однако большинство утверждений, вер-
ных для случая поля характеристики 2 остаются верными и для произвольного случая.  
     Изложим основные определения, необходимые для дальнейшего изложения поло-
жений работы. Начнем с определения симплициального множества [4]. 
     Определение 1. Симплициальное множество К – упорядоченный набор множеств, 
индексированный неотрицательными целыми числами, рассматриваемый вместе с ото-
бражениями 1:i q qd K K −→  и 1:i q qs K K +→ , 0 i q< ≤  которые удовлетворяют следую-
щим условиям:  
(i)      1i j j id d d d−=  если i j< , 

(ii)   1i j j is s s s+=  если i j< , 

(iii)   1i j j id s s d−=  ,  если i j< ,                                               (1) 

         1j j j jd s id d s+= =  , 

        1i j j id s s d −=  ,  если 1i j> +  . 

     Элементы qK  будем называть q-симплексом или симплексом размерности q. Ото-

бражения id и js  называют соответственно операторами граней и вырождений.  

Пример 1. Пусть ( ){ } 1
0,..., ,0 1, 1 n

n n i it t t t R +Δ = ≤ < = ∈∑ . Если X - топологическое 
пространство, то сингулярный  n-мерный симплекс f –это непрерывная функция 

: nf XΔ → . Градуированное множество ( )S X , где ( )nS X  – множество сингулярных n-
мерных симплексов X , называется тотальным сингулярным комплексом X . ( )S X  
становится симплициальным множеством, если мы определяем операторы граней и вы-
рождений следующим образом: 

 
( ) ( )0 1 0 1 1( ) ,..., ,..., ,0, ,...,i n i i nd f t t f t t t t− − −=  , 

и 
( ) ( )0 1 0 1 1 2 1( ) ,..., ,..., , , ,...,i n i i i i ns f t t f t t t t t t+ − + + += ⋅  . 

 
     Если в формуле (1) ограничиться только рассмотрением соотношений (i), то полу-
чим определение ∆-множества. Напомним его, следуя работе [4]. 
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     Определение 2. ∆-множеством называется набор градуированных модулей { }iX , 
индексированное неотрицательными индексами, рассматриваемое вместе с набором 
отображений 1:q i iX X −∂ →  0 q i≤ ≤  которые удовлетворяют следующим условиям: 
 

                                                    1i j j i−∂ ∂ =∂ ∂  ,  если i j<                                              (2) 
 

     Отображения i∂  называются гранями. Определение ∆-множества отличается от оп-
ределения симплициального множества отсутствием вырождений и, соответственно, 
связей между гранями и вырождениями. 
     Теперь все готово для формирования изложено построение аналога симплициальных 
граней в гомотопически устойчивом случае.  
     Прежде чем сформулировать определение аналога ∆-множества, дадим несколько 
вспомогательных определений. Для этого рассмотрим сначала упорядоченный набор 
натуральных чисел kii ,...,1 , в котором каждый индекс также принадлежит множеству 
натуральных чисел. 
     Определение 3. Будем обозначать ( )jt i  для числа ji , входящего в 1,..., ki i ,если 

1
,...,

tr j r ji i i i< <  и 1 ,..., tr j r j> > . Другими словами, t – количество чисел 
1r si i< стоя-

щих правее si . 

     Определение 4. Будем обозначать ji%  для числа ji , входящего в 1,..., ki i , если 

j ji i t= −% , где t вычисляется согласно определению 3. 
     Пример 2.      
     Рассмотрим цепной комплекс X , то есть модуль iX C= ⊕  , где каждый iC  – мо-
дуль, снабженный последовательностью отображений 1:i i id C C −→ , называемых диф-
ференциалами, удовлетворяющих условию: 
 

                                                                  1( ) 0i id d + =  .                                                    (3) 
 

     Определим на этом комплексе структуру ∆∞- множества. 
     Определение 5. ∆∞-множеством будем называть цепной комплекс X с дифферен-
циалом d, снабженный набором отображений 
 

1 2, ,..., 1:
ni i i m mX X −∂ → , 

 
которые удовлетворяют следующим условиям: 
 
                                                                     i id d∂ =∂  ,                                                    (4) 

                                                         
1 2( ), ( ),..., ( ) 0

ni i iσ σ σ∂ =∑ % % %  ,                                          (5) 
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     где σ  - подстановка из симметрической группы kS , а суммирование идет по всем 

подстановкам , действующим на данный набор kii ,...,1 . 

     Отображения 
1 2, ,..., ni i i∂ будем называть высшими гранями. 

     Следует отметить, что соотношения (4) означают, что грани являются отображения-
ми дифференциальных модулей, соотношения (5) соответствуют обычным симплици-
альным соотношениям для граней в случае симплициального модуля. Как и симплици-
альные соотношения, соотношения (5) позволяют записать любую грань в виде упоря-
доченной грани, то есть в виде 

1 2, ,..., ni i i∂ , где 1 2 ... ni i i< < < . Заметим, что если грань 

1 2, ,..., ni i i∂  – упорядоченная, то 0ji >% . 
     Сформулируем теорему о существовании ∆∞-множеств.  
     Теорема 1. Рассмотрим цепной комплекс С c дифференциалом d. Пусть на данном 
цепном комплексе задана структура ∆-множества, согласованная с дифференциалом d 
таким образом, что каждая грань является цепным отображением., то есть i id d∂ =∂ . 
Тогда на гомологиях данного цепного комплекса H(C) существует структура ∆∞-
множества. 
     Доказательство. Доказательство теоремы будем проводить конструктивно, то есть 
предъявим алгоритм получения высших граней на гомологиях цепного комплекса и по-
кажем, что полученные грани определяют на H(C) структуру ∆∞-модуля.  
     Рассмотрим стандартную SDR-ситуацию цепных комплексов C и H(C), то есть сис-
тема отображений { }: ( ) : ,C H C hη ξ→ , если для отображений 
 
                                         : , : ( ), : ( )h C C C H C H C Cη ξ→ → →                                    (6) 
 
выполняются следующие условия: 
 
                                  ; 0; 0; 0;dh hd id h h hh idξη ξ η ηξ+ = + = = = = .                             (7) 
 
     Отображение :h C C→  – гомотопия между отображением ξη и тождественным ото-
бражением. Отображение : ( )C H Cη →  – выбор класса гомологий по представителю, 
отображение : ( )H C Cξ → – выбор представителя в классе. Однозначность отображе-
ния ξ может быть достигнута путем фиксации разложения C в прямую сумму 

( )C H C⊕ . Поскольку все происходит над полями, то такое разложение всегда суще-
ствует, и однозначно определяет отображение ξ. Заметим, что отображения η и ξ явля-
ются цепными, то есть перестановочны с дифференциалом в соответствующих ком-
плексах.[5]  
     Теперь рассмотрим получение высшей грани на гомологиях. Для произвольной выс-
шей грани 

1 2, ,..., ki i i∂  составим упорядоченную последовательность 
1 2
, ,...,

ki i i∂ ∂ ∂ . К каж-

дой паре граней 1,t t+∂ ∂ , из данной последовательности применим симплициальные со-
отношения. Если возможно, то к полученным последовательностям тоже. Получим для 
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каждой исходной последовательности 
1 2
, ,...,

ki i i∂ ∂ ∂  набор последовательностей 

{ }1 2
, ,...,

kt t t∂ ∂ ∂ .  

     Определим высшую грань 
1 2, ,..., ki i i∂  по следующим формулам: 

 
                                                              

1 1t tη ξ∂ = ∂ ,                                                        (8) 
 

                                              ( )1 2 1 2, ,..., ...
k ki i i i i ih h hη ξ∂ = ∂ ∂ ∂∑ .                                    (9) 

 
     Суммирование в формуле (9) будет идти по всем возможным последовательностям 

1 2
, ,...,

ki i i∂ ∂ ∂ , полученным в результате процедуры, описанной выше. 
     Покажем, что определенные приведенным способом грани образуют ∆∞-модуль. Для 
этого сначала покажем, что высшие грани удовлетворяют условиям (4) и (5). Условие 
(4) выполняется в силу того, что все отображения 

1
, ,tη ξ∂  являются цепными, то есть 

перестановочны с дифференциалом. Рассмотрим условие (5). Заметим, что число ji
~

 из 
определения 4 будет совпадать с числом упорядоченных инверсий, то есть инверсий, 
которые переводят последовательность индексов в упорядоченную. Применение каж-
дого симплициального соотношения к паре индексов приводит к уменьшению номера 
переходящего влево элемента на 1. Таким образом, если мы возьмем некоторую упоря-
доченную последовательность натуральных индексов и будем попарно применять к 
каждой возможной паре последовательно симплициальные соотношения, то число, на 
которое уменьшается номер грани в результате последовательного действия несколь-
ких симплициальных соотношений, есть в точности число упорядоченных инверсий, 
или число t из определения 3. Таким образом, мы показали, что любая грань, эквива-
лентная упорядоченной по формуле (6), может быть получена в результате одной из 
перестановок из симметрической группы kS  с учетом симплициальных соотношений. 
Верно и обратное, то есть все перебор всех перестановок из группы kS  даст все воз-
можные равные грани. Таким образом, любая равная некоторой упорядоченной грани 
вида 

1 2, ,..., ki i i∂ , где 1 2 ... ni i i< < <  высшая грань будет иметь вид 
1 2( ), ( ),..., ( )ni i iσ σ σ∂ % % % , где σ  

- подстановка из симметрической группы kS , что и требовалось показать.  
     Но тогда для двух равных граней 

1 2 1, ,..., , ,...,k k ni i i i i+
∂  и 

1 2 1, ,..., 1, ,...,k k ni i i i i+ −∂  набор последова-

тельностей { }1 2
, ,...,

kt t t∂ ∂ ∂ ., используемых для их построения, окажется одним и тем 
же. Это следует из того, что последовательность  
 

1 2 1
, ,..., , ,...,

k k ni i i i i+
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

входит в набор последовательностей для последовательности  
 

1 2 1 1, ,..., , ,...,
k k ni i i i i+ −∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
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полученных в результате применения последовательности симплициальных соотноше-
ний. Таким образом, мы показали, что высшие грани 

1 2 1, ,..., , ,...,k k ni i i i i+
∂  и 

1 2 1, ,..., 1, ,...,k k ni i i i i+ −∂  

будут состоять из одних и тех же составных слагаемых вида ( )1 2
...

kt t th h hη ξ∂ ∂ ∂ , то 
есть на гомологиях рассматриваемого цепного комплекса существует структура ∆∞-
модуля. Теорема доказана.  
     Теперь рассмотрим пример, который проиллюстрирует идею доказательства теоре-
мы о свойствах построенных высших граней, а именно, о действии на них дифферен-
циала.  
     Пример 3. Рассмотрим построение высшей грани 2,4,5∂ . Применим к каждой паре 

последовательности 2 4 5∂ ∂ ∂  симплициальные соотношения. Получим набор последова-
тельностей 2 4 5∂ ∂ ∂ , 2 4 4∂ ∂ ∂ , 3 2 5∂ ∂ ∂ , 3 4 2∂ ∂ ∂ , 3 2 4∂ ∂ ∂ , 3 3 2∂ ∂ ∂ . Используя формулу 
(9), получим следующее выражение 
 

2,4,5 2 4 5 3 2 4 2 4 4

3 2 5 3 4 2 3 3 2

h h h h h h
h h h h h h

η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ

∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂  

 
     Теперь покажем, как на определенных нами высших гранях действует дифференци-
ал. Данные действие рассмотрим на примере. Для этого проведем вычисления для 
высшей грани , которые послужат иллюстрацией для общих рассуждений.  
 

2,4,5 2 4 5 3 2 4 2 4 4

3 2 5 3 4 2 3 3 2

( ) (
)

d d h h h h h h
h h h h h h
η ξ η ξ η ξ

η ξ η ξ η ξ

∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ . 

 
     На каждом из слагаемых дифференциал действует по правилу Лейбница, то есть, 
например, 
 

2 4 5 2 4 5 2 4 5( )d h h d h h h h dη ξ η ξ η ξ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ . 
 
     Учитывая, что отображения ξη ,, i∂ – цепные, то мы можем переставить их с диф-
ференциалом. Поэтому получаем: 
 

2,4,5 2 4 5 2 4 5 3 2 4 3 2 4

2 4 4 2 4 4 3 2 5 3 2 5

3 4 2 3 4 2 3 3 2 3 3 2

( )d dh h h hd dh h h hd
dh h h hd dh h h hd
dh h h hd dh h h hd

η ξ η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ η ξ

∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +
+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂

 

 
     Для каждой нечетного по счету слагаемого применим условие (7) из определения 
SDR-ситуации, записанное в виде: 
 

.dh hd idξη= + +  
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     Получим следующее выражение: 
 

2,4,5 2 4 5 2 4 5 2 4 5 2 4 5

3 2 4 3 2 4 3 2 4 3 2 4

2 4 4 2 4 4 2 4 4 2 4 4

3 2 5 3 2 5 3 2 5 3 2 5

( )d h dh h h h hd
h dh h h h hd
h dh h h h hd
h dh h h h h hd

η ξ η ξη ξ η ξ η ξ
η ξ η ξη ξ η ξ η ξ
η ξ η ξη ξ η ξ η ξ
η ξ η ξη ξ η ξ η ξ
η

∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +
+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +
+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +
+ 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2

3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 2

h dh h h h hd
h dh h h h hd

ξ η ξη ξ η ξ η ξ
η ξ η ξη ξ η ξ η ξ
∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂

 

 
     Сгруппируем слагаемые вида 2 4 5hη ξ∂ ∂ ∂ , содержащие одинаковые грани после го-

мотопии. Кроме того, сгруппируем слагаемые вида ξξηη 542 ∂∂∂ h , содержащие оди-
наковые первые три элемента. Таким образом, получаем для дифференциала от рас-
сматриваемой грани выражение: 
 

2,4,5 2 4 5 2 4 5 4 4

2 4 3 2 5 2 4 5 3 2 4

3 2 4 3 2 3 2 2 4 4 2 4 4

3 2 5 3 2 5 4 2

3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

d h dh hd h h
h h dh hd h dh hd

h h h h dh
h dh hd h h h
h

η ξ η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ
η ξ η ξ η ξ η ξ
η

∂ = ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ +
+ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +
+ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ +
+ ∂ ∂4 2 3 4 3 3 2 3 3 2( ) ( ) ( )dh hd h h dh hdξ η ξ η ξ+ ∂ + + ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ + + ∂ ∂ + ∂

 

 
     Учитывая определения высших граней, а также симплициальные соотношения, по-
лучим выражение: 
 

2,4,5 2 4,5 3 2,5 3 2,4

2 4 5 2 4 5

3 2 4 3 2 5

3 4 2 3 3 2

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

d
h dh hd h dh hd
h dh hd h dh hd
h dh hd h dh hd

η ξ η ξ
η ξ η ξ
η ξ η ξ

∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂
+ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ +
+ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂

 

 
     В последней записи  – грань в гомологиях, полученная по вышеприведенному ал-
горитму. К каждому слагаемому в скобках применим формулу (7), получим 
 

+  
+ + +

 
 
     Группируя слагаемые, содержащие лишь одну гомотопию, и используя определение 
граней в гомологиях, получим: 
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+ 
+ + +( +

+ . 
 

     Используя симплициальные соотношения, будем иметь: 
 

+ +  
 

     Проводя аналогичные рассуждения для произвольной грани, получим доказательст-
во следующей теоремы. 
     Теорема 2. Дифференциал от упорядоченной грани , где , 
равен нулю при k=1, а при k>1 определяется формулой 
 

                                         (10) 
 

     Суммирование в формуле (10) идет в первом случае по всем возможным переста-
новкам из симметрической группы , а во втором - по множеству Iσ всех разбиений 
набора ,…, на два строго упорядоченных блока ,…,  и 

,…, , то есть блоки, в которых выполняется условие 
<…< и …, . В данном определении 

символ  рассматривается в смысле определения 4. 
     Замечание. Множество Iσ может быть и пустым для некоторой подстановки σ. На-
пример, для подстановки σ=( множество Iσ пусто. 
     Приведем пример вычисления дифференциала на грани с помощью формулы (10). 
 

 
 

     Поясним полученное выражение. Применяя к тройке (1,3,5) все подстановки из , 
получим (1,3,5), (1,5,3), (3,5,1), (3.1.5), (5,3,1), (5,1.3). Если на каждый элемент в каждой 
из полученных подстановок подействовать согласно определению 4, то получим сле-
дующие наборы (1,3,5), (1,4.3), (2,4,1), (2,1.5), (3,2,1), (3,1,3). Разбивая каждую из полу-
ченных затем троек на два упорядоченных блока, получим следующие разбиения: 

( (1), (3,5) ) , ( (1,3), (5) ) – соответствующие тройке (1,3,5); 
( (1,4), (3) ) – соответствующие тройке (1,4,3); 
( (2,4), (1) ) – соответствующее тройке  (2,4,1); 
( (2), (1,5) ) – соответствующее тройке (2,1,5); 
 ( (3), (1,3) ) – соответствующее тройке (3,1,3). 

 

     Заметим, что тройке (3,2,1) не будет соответствовать ни одного упорядоченного раз-
биения.  
     В результате наших исследований построен А∞аналог граней для симплициального 
случая, а также описан пример существования данной конструкции на гомологиях цеп-
ного комплекса. Автор благодарит Лапина С.В. за обсуждение и замечания в ходе под-
готовки работы. Полученные результаты могут быть использованы для построения об-
щей структуры гомотопически устойчивого аналога симплициального объекта, что яв-
ляется целью дальнейших исследований. 
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Abstract. In this paper, the problem of constructing an analog of Δ-sets in A ∞-case. Pre-
sented to design the higher faces, we prove their existence on the homology, but also ad-
dresses the effect of the differential on this site. In proving the theorems we use the tech-
nique of SDR-situations themselves prove constructive. 
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Аннотация. Рассмотрена аппроксимация трёхмерных уравнений несжимаемой жид-
кости, описывающих океанические течения. Аппроксимация на трёхмерную сетку в 
фиксированные моменты времени и в приближении «замороженных» коэффициен-
тов обмена сводит описание течений к задаче Дирихле для разностного уравнения  
Лапласа в кубе. Предложен метод нахождения её решения на множестве узлов 
трёхмерной сетки в плоских сечениях куба с равномерной по пространству точно-


