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Аннотация. Исследована структура физических полей (избыточной плотности, го-
ризонтальной и вертикальной скорости) локализованных стационарных полноне-
линейных возмущений в трехслойной симметричной жидкости. Проанализированы 
соотношения «ширина-амплитуда», «скорость-амплитуда» для таких волн и их за-
висимость от вертикальной координаты. Проводится сопоставление со слабонели-
нейной теорией. 
Ключевые слова. Солитон, вертикальная мода, нелинейность, модифицированное 
уравнение Кортевега – де Вриза 

 
     Внутренние волны (ВВ) возникают в стратифицированных по плотности водоемах и 
распространены повсеместно: в озерах, бесприливных морях, реках, водохранилищах. 
Множество природных механизмов является источником образования возмущений 
внутри вод Мирового океана. Это и «деформации» (искажения) поля плотности в мес-
тах впадения рек или вблизи тающих ледников, и внезапная смена атмосферного дав-
ления, и возникновение колебаний при обтекании неровностей дна баротропным при-
ливом. Существует большое количество исследований, доказывающих важнейшую 
роль внутренних волн во всех динамических процессах Мирового Океана [1,2,3]. При 
этом особого внимания заслуживают интенсивные внутренние волны (ИВВ) – волны 
больших амплитуд с явными признаками нелинейности, в частности, солитоны ВВ, о 
которых пойдет речь в настоящей статье. Такие интенсивные внутренние волны (ИВВ) 
необходимо наиболее детально исследовать, так как они являются важным источником 
сильных течений, вертикального перемешивания и эрозии дна, чему посвящено немало 
работ. В частности, в [4] утверждается, что прохождение внутренних солиборов может 
приводить к стократному увеличению диффузии и перемешивания через термоклин. В 
[5] обсуждается роль ИВВ в создании сдвигов скорости и неустойчивости в придонном 
слое моря, а также их важная роль в транспорте наносов. Немаловажно и то, что внут-
ренние уединенные волны могут участвовать в распространении загрязнений и приме-
сей на большие расстояния (подобно течениям).  Причем наиболее интересны в этом 
смысле предельные формы солитонов ВВ, представляющие собой волны с широкой 
плоской вершиной, имеющие максимум в распределении поля горизонтальных скоро-
стей на поверхности и дне жидкости. Моделирование динамики таких волн проводи-
лось многими исследователями для разных гидрологических условий, например в [6] 
для экспоненциальной стратификации, в [7,8] для двухслойной жидкости, а также в ря-
де других работ [9,10,11].  
     В настоящей работе нами будет рассмотрена пространственная структура УВВ в 
бассейне с трехслойной симметричной стратификацией.  
     Такая стратификация не типична для открытого океана, но неплохо аппроксимирует 
профиль плотности воды для ряда морских акваторий. В частности, трехслойная стра-
тификация довольно часто встречается в Балтийском море [12,13]. Изучение волновых 
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процессов здесь представляет огромный практический интерес в настоящее время вви-
ду возросшей антропогенной нагрузки на эту акваторию (по дну прокладывается газо-
провод, ведется разработка месторождений нефти и других полезных ископаемых). 
Очевидно, одна из основных задач экологического мониторинга – прогноз дрейфа неф-
тяных пятен, как и инженерная задача оценки волнового воздействия на гидротехниче-
ские сооружения, не может быть решена без учета влияния ИВВ.  
     При этом существует ограниченное количество работ, где рассматривались бы ИВВ 
в симметричном трехслойной среде. Так, предельные формы солитонов внутренних 
волн в трехслойном океане были получены еще в [14,15]. Однако в этих работах осо-
бенности пространственной структуры УВВ не рассматривались, тогда как без этого 
невозможен анализ воздействия ИВВ на окружающую среду. 
     Существует два подхода к моделированию ВВ вообще. Во-первых,  использование 
слабонелинейных моделей, таких как уравнение Кортевега – де Вриза для волн малой 
амплитуды и модифицированное уравнение Кортевега – де Вриза (МКДВ) для волн ко-
нечной амплитуды [16,17], которые несмотря на все достоинства, связанные с разрабо-
танным математическим аппаратом и глубокой, детальной изученностью, дают нам 
весьма идеализированное представление о процессе и результатах эволюции волновых 
возмущений, неприменимое для описания волн умеренной и большой амплитуды, мак-
симально интересных в прикладных исследованиях [15]. Во-вторых, прямое численное 
интегрирование полной системы уравнений движения жидкости (Эйлера или Навье – 
Стокса) для волн большой амплитуды (существенно нелинейных (интенсивных)). Наи-
более известные численные модели описаны в [18, 19, 20, 21, 22]. Одна их первых и из-
вестных таких моделей – модель, разработанная профессором университета Ватерлоо 
(Канада) К.Г. Лэмбом, позволяет численно решать полнонелинейную систему уравне-
ний гидродинамики невязкой несжимаемой стратифицированной жидкости в прибли-
жении Буссинеска. Модель Лэмба (IGW) активно используется исследователями, как в 
России, так и за рубежом, является востребованным и надежным вычислительным ин-
струментом. Авторы выражают свою признательность профессору Лэмбу за предостав-
ленную им возможность пользоваться этим программным пакетом.  
     Программный комплекс численно решает систему уравнений, описывающих движе-
ние невязкой несжимаемой стратифицированной жидкости в вертикальной плоскости в 
приближении Буссинеска: 
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     Эти уравнения решаются в пространстве размерности 2+1, т.е. все физические вели-
чины являются функциями x, z и t. Здесь ),( wuU =

r
 - вектор скорости в вертикальной 

плоскости (x, z), u – скорость вдоль горизонтальной оси x, w – скорость вдоль верти-
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кальной оси z, v – компонента скорости в поперечном направлении y, ⎟
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оператор градиента, t – время, ρf – плотность морской воды, ρ0 – постоянная характер-
ная плотность (возникает в силу предположения, что плотность воды в исследуемом 
бассейне меняется незначительно, т. е. в силу приближения Буссинеска: 

)1(0 ρρρ +=f ), ρ-безразмерная величина (аномалия плотности), g – гравитационное 

ускорение, f – параметр Кориолиса, i
r

 и k
r

 - единичные орты по осям x и z. 
     Модель Лэмба численно решает систему уравнений (1)-(2).Пространственная рас-
четная область имеет горизонтальный размер L, вертикальный – H. Задача решается в 
области {- L/2 ≤ x ≤ L/2, - H ≤ z ≤ 0}. На поверхности океана используется приближение 
«твердой крышки» w = 0 при z = 0. Граничное условие на дне ставится как условие не-
протекания w = 0 при z = - H. Правая и левая границы являются открытыми. 
     Процедура численного решения системы основана на неявной предиктор-
корректорной двухшаговой конечно-разностной схеме. 
     Верификация модели была проведена ранее в работах [20, 23, 24] 
     Центральное место при постановке настоящей задачи занимает вопрос задания на-
чальных условий.   
     Для инициализации модели необходимо задать горизонтально-однородное невоз-
мущенное поле плотности морской воды ρmean(z), а так же начальное возмущение поля 
плотности в форме ρ(x, z, t = 0) = ρmean(z – η(x)) и начальное распределение скоростей, 
которое выбирается исходя из линейной теории длинных волн в соответствии с возму-
щением плотности. 
     В настоящей работе инициализация поля плотности в начальный момент времени 
проводилась следующим образом: 
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где Ф(z) – решение краевой задачи для вертикальной структуры моды: 
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Здесь с – фазовая скорость среды, N(z) – частота Вяйсяля- Брента. 
     Для сокращения времени адаптации и формирования УВВ F(x) – горизонтальная 
структура поля смещений в (5) задавалась как солитон уравнения МКДВ первой моды с 
известными параметрами:  
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     Поскольку солитоны МКДВ являются точными аналитическими решениями уравне-
ний (1) в приближении слабой нелинейности, то при малых амплитудах превращение в 
полнонелинейный солитон проходит с незначительным изменением параметров волны. 
Однако при возрастании амплитуды перестройка солитона МКДВ в численную уеди-
ненную волну происходит более интенсивно, что, в конечном итоге, делает невозмож-
ным образование предельных форм численных уединенных волн из солитонов МКДВ 
большой амплитуды (у солитонов мкдв нет предельной амплитуды, она возрастает не-
ограниченно, при этом масса остается постоянной). Поэтому для получения предель-
ных форм численных солитонов в рассматриваемой среде нами использовалось возму-
щение в виде прямоугольного импульса (с достаточной энергией)  вида: 
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     Горизонтальная и вертикальная составляющие скорости задавались в линейном при-
ближении: 
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     Шаг по пространству между узлами сетки, а также шаг по времени выбирались ис-
ходя из критерия устойчивости Куранта — Фридрихса — Леви. 
     Численные эксперименты проводились как для волн понижения, так и для волн по-
вышения уровня. В процессе нелинейной эволюции начальная волна трансформирова-
лась в распространяющийся волновой пакет, причем со временем происходило разде-
ление головной УВВ и осциллирующего следа. Стоит отметить, что критерием форми-
рования УВВ служили оценки изменения параметров, описанные в работе [8]. 
     Рассмотрим качественные особенности пространственной структуры интенсивных 
внутренних уединенных волн для симметричной трехслойной стратификации и срав-
ним результаты численного моделирования с предсказаниями слабонелинейной теории. 
Здесь стоит отметить, что, вообще говоря, эволюционные уравнения одномерны по 
пространству, и для того, чтобы анализировать пространственную структуру решения, 
необходимо учитывать вертикальную структуру моды. Мы будем рассматривать реше-
ние в двумерном пространстве с учетом линейной вертикальной моды и первой нели-
нейной поправки к ней (рис.1): 
 

)()()()(),( 2 zTxAzxAzx n+Φ=η  (10) 
     На рис. 2 слева изображено поле избыточной условной плотности (изопикны) для 
солитона амплитуды 12.05 м. Для сравнения в поле плотности пунктирными линиями 
показано также поле солитона мКдВ, имеющего такую же амплитуду. Из рис. 2 (слева) 
очевидно, что полнонелинейная уединенная волна значительно шире солитона мКдВ, 
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то есть имеет предельную амплитуду, по достижении которой начинает расти в шири-
ну. Кроме того, разница между смещениями изопикн в поле солитона ПН и МКДВ вы-
ше верхнего интерфейса  больше, чем для изопикн, расположенных ниже этого же ин-
терфейса. Тогда как для изолиний аномалии плотности вблизи нижнего интерфейса на-
блюдается противоположная картина. Асимметрия наблюдается и относительно сред-
него уровня: если вертикальное смещение ПН на верхнем интерфейсе превосходит 
смещение МКДВ, то на нижнем интерфейсе наблюдается обратная картина. 
 
 

 
 

Рис.1. Вид профиля плотности, частоты Вяйсяля-Брента, вертикальной структуры моды 
и нелинейной поправки для сглаженной 

трехслойной симметричной стратификации плотности. 
 
 
     Для сравнения на рис.2 справа изображено поле избыточной плотности солитона 
МКДВ с учетом и без учета первой нелинейной поправки Tn. Из рис.2 (справа) видно, 
что Tn вносит значительную асимметрию в вертикальную структуру волнового поля. 
     На рис.3 изображены аналогичные рис.2 вертикальные структуры полей избыточной 
плотности для солитона с амплитудой 10.03 м. Асимметрия в этом случае менее ярко 
выражена.  
     При малых же амплитудах структура решений ПН, МКДВ с учетом и без учета Tn 
почти одинакова (нелинейность не играет важной роли) 
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Рис.2. Вертикальная структура поля избыточной плотности для солитона с а_m = 12.05. 
Слева: пунктиром показано поле мКдВ солитона;  

справа: сплошной линией показано решение без учета первой нелинейной поправки. 
 
 

 
Рис.3. Вертикальная структура поля избыточной плотности для солитона с а_m = 10.032. 

Слева: пунктиром показано поле мКдВ солитона; 
справа: сплошной линией показано решение без учета Tn 
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     Пространственная структура поля горизонтальной скорости характеризуется нали-
чием локальных максимумов на поверхности и дне жидкости, причем разница их зна-
чений тем больше, чем больше амплитуда солитона (рис. 4 а, б, в: для случая (в) ско-
рость на поверхности 72.8 см/c ( c4.0 ), на дне -61.2 см/c ( c37.0 ), для случая (б) 32.5 
( c2.0 ) и -31.6 см/c( c19.0 ) соответственно, для (а) обе равны по 5.46 см/c( c03.0 ), но 
имеют разное направление). Также из  рис. 4 видно, что в средней части солитона в 
верхнем и нижнем слое располагаются достаточно обширные области, внутри которых 
скорости близки к поверхностному и придонному максимуму соответственно, при этом 
толщина (вдоль оси z) верхней области в центре солитона тем меньше толщины ниж-
ней, чем больше амплитуда. В среднем слое преобладает более узкая (вдоль оси x) об-
ласть скоростей, сонаправленных со скоростями в верхнем слое, ниже которой распо-
лагается более широкая область, охватывающая почти весь диапазон скоростей в ниж-
нем слое. Разница между  толщинами (вдоль оси z) этих двух областей в среднем слое 
тем больше, чем меньше амплитуда. Для солитонов отрицательной полярности наблю-
дается обратная картина. 
 

 
 

Рис. 4 – Поле горизонтальной скорости в см/c для ПН солитона с амплитудой (а) 0.923 м (б) 
5.57 м (в) 12.05 м, распространяющегося в бассейне с глубиной 100 м. 
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     Стоит отметить, что для широкого солитона орбитальная скорость жидких частиц на 
свободной поверхности в два с небольшим раза меньше фазовой скорости (166.2 см/c), 
при этом по своей структуре поле горизонтальной скорости внутри такого солитона на-
поминает плоскопараллельный поток, распространяющийся со скоростью солитона. 
     Следующая характерная особенность – положение нулевой изолинии горизонталь-
ной скорости в пространстве. Нулевая изотаха в центре солитона расположена на глу-
бине (в) 54.5 м (б) 61.5 м (а) 63.1 м. При удалении от центра она сначала заглубляется 
до уровня (а,б) 63.5 м/ поднимается до уровня (а) 60.5 м, а затем поднимается до (в) 
58.5 м (б) 60.5 м. Таким образом, общее изменение глубины залегания составляет (в) 9 
м ( a75.0 ) (б) 2 м ( a36.0 ) (а) 2.5 м ( a7.2 ). 
     На рис.5 представлено поле вертикальной скорости для солитонов с амплитудами 
0.92 м, 5.57 м, 12.05 м. Для предельного солитона линия нулевой скорости имеет заги-
бы вблизи верхнего и нижнего интерфейса, максимумы отстоят друг от друга на боль-
шую величину, чем для случая a_m = 0.92 (хотя ширина рассматриваемого солитона с 
a_m=12.05 меньше, чем у солитона с a_m = 0.92), и поскольку ширина предельного со-
литона может возрастать неограниченно, области с максимальными вертикальными 
скоростями могут отодвигаться друг от друга также неограниченно.  
     Еще один вывод, который может быть сделан из качественного анализа рис.2,3 со-
стоит в том, что ширина интенсивного солитона зависит от глубины. Этот вывод под-
тверждается количественными оценками. На рис. 6 представлена зависимость λ от z, 
определяемая в соответствии с работой [25] как 
 

∫
+∞

∞−

= dxzx
za

z ),(
)(2

1)( ηλ  (11) 

 

для пяти УВВ, имеющих амплитуды 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м. 
Здесь η(x,z) – профиль изопикны. Аналогичная зависимость для солитонов МКДВ этих 
же амплитуд представлена сплошной линией (черным цветом изображено решение 
МКДВ без учета Tn). Все кривые пронормированы на значение ширины волны на глу-
бине 50 м. Если все кривые солитонов МКДВ монотонны (убывание ширины волны с 
глубиной), причем, чем больше амплитуда, тем больше убывает ширина волны, то для 
численных солитонов наблюдается качественно другая зависимость. Наиболее нели-
нейный характер зависимости длины волны от глубины наблюдается для солитона с 
амплитудой 0.923 м. Его ширина выше верхнего интерфейса превосходит значение на 
глубине 50м, на верхнем интерфейсе достигает его, а затем опять становится меньше. 
Для второй половины бассейна наблюдается обратная картина. Для солитонов бо̀льших 
амплитуд зависимость почти монотонна, причем при увеличении амплитуды ширина 
волны больше меняется с глубиной. Исключение составляет ИУВВ предельной ампли-
туды, для которой характер зависимости ширины волны от глубины наиболее близок к 
линейному. 
     Зависимость вертикальной структуры численных солитонов от амплитуды пред-
ставлена на рис.7,8. Вертикальные профили пронормированы на величину, соответст-
вующую максимуму солитона МКДВ, имеющему такую же амплитуду. Профили a(z) и 
u(z) построены для центрального сечения солитона, а кривые w(z) показывают распре-
деление вертикальной скорости на некотором удалении от центра, где вертикальная 
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скорость достигает своего максимума. Таким образом, рис. 7, 8 демонстрируют разли-
чия между вертикальными структурами ИУВВ и солитонов МКДВ. 

 
Рис. 5 – Поле вертикальной скорости в см/c для ПН солитона с амплитудой (а) - 0.923 м,  

(б) - 5.57 м, (в) - 12.05 м, распространяющегося в бассейне с глубиной 100 м. 
 

 
Рис. 6 – Зависимость ширины солитона от глубины, рассчитанная по формуле (11), 
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для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 
(нормировка проводилась на значение ширины солитона 

на полуглубине бассейна; пунктир – ПН модель, сплошная - МКДВ) 

 
 

Рис.7. Нормированные вертикальные профили волновых отклонений 
(курсив – ПН модель, сплошная – МКДВ, 

симметричная кривая – вертикальная структура моды) 
для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 

(нормировка проводилась на значение отклонения 
солитона МКДВ на полуглубине) 

 
     Из рис.7 видно, что максимум амплитуды вертикального смещения в центре солито-
на достигается вблизи нижнего интерфейса, причем это значение для всех ИУВВ, кро-
ме волн предельной амплитуды, больше аналогичных значений солитонов МКДВ. 
     Отличие профилей горизонтальной скорости численной уединенной внутренней 
волны возрастает с увеличением амплитуды: УВВ поднимает точку смены знака гори-
зонтальной скорости по сравнению с солитоном МКДВ на тем большую величину, чем 
больше амплитуда волны, в то же время величина горизонтальной скорости УВВ на 
свободной поверхности тем больше аналогичного значения для солитона МКДВ, чем 
больше амплитуда. Поэтому если для волн с a_m=0.92 м есть участки, где профили U 
для солитона и УВВ почти совпадают или находятся близко, то оценки скоростей для 
волн с a_m=12.05 существенно различны. Поведение придонных и поверхностных го-
ризонтальных скоростей будет проанализировано отдельно. 
     Для вертикальных скоростей разница между профилями вертикальных скоростей 
солитонов МКДВ и УВВ одной амплитуды также существенно возрастает с увеличени-
ем амплитуды. Причем, отличаются не только количественные характеристики (вели-
чины скоростей), но и качественная картина волнового профиля. Поэтому из рис. 7, 8 
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можно сделать вывод о значительном влиянии нелинейности на распределение скоро-
стей внутри солитона.  

 
 

Рис.8. Нормированные вертикальные профили горизонтальных скоростей 
(курсив – ПН модель, сплошная – МКДВ, симметричная кривая – линейная скорость) 

для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 
(нормировка проводилась на c) 

 
     В завершение рассмотрим графики придонной и приповерхностной скоростей для 
солитонов МКДВ и УВВ (рис. 9).  
 

 
 

Рис.9 – Нормированные значения придонных (серый) и приповерхностных (черный) 
скоростей для солитонов МКДВ (сплошная) и УВВ(точки) 
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     Так, для солитонов повышения слабонелинейная теория переоценивает придонные 
скорости и недооценивает поверхностные, для солитонов понижения наблюдается об-
ратная картина. 
     Таким образом, в настоящей работе было проведено исследование пространственной 
структуры УВВ, полученных путем численного интегрирования начальной задачи для 
полной системы уравнений гидродинамики невязкой несжимаемой стратифицирован-
ной жидкости в приближении Буссинеска, и сравнение со слабонелинеными солитона-
ми для трехслойной среды. Доказано, что даже для волн сравнительно небольших ам-
плитуд слабонелинейная теория дает очень неточные оценки волновых характеристик и 
не может быть применима для волн предельных амплитуд. Выявлена качественно раз-
личная структура профиля горизонтальной и вертикальной скорости для УВВ и соли-
тонов МКДВ больших амплитуд, что может быть интересно для разного рода практи-
ческих задач. 
     Представленные результаты поисковой научно-исследовательской работы получены 
в рамках реализации мероприятия 1.2.1 «Проведение научных исследований научными 
группами под руководством докторов наук» ФЦП «Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России» на 2009 – 2013 годы, а также при поддержке грантов 
Президента РФ для молодых российских ученых – докторов наук (МД-99.2010.5), и 
РФФИ 10-05-00199а. 
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Abstract. The structure of physical fields (density anomaly, horizontal and vertical veloc-
ity) of localized stationary full-nonlinear disturbances in the symmetric three-layer fluid 
is examined. Wavelength–amplitude and phase speed–amplitude relationship depending 
on vertical coordinate are analyzed for these waves. The comparison with weakly-
nonlinear theory is also carried out. 
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Аннотация. Обоснована целесообразность применения фазового транспаранта для 
формирования псевдослучайных реализаций отсчетов поля интенсивностей излу-
чения при изучении свойств корреляционной функции 6-го порядка этого поля. 
Предложен способ построения фазового транспаранта, основанный на применении 
ячеек, заполненных нематическим жидким кристаллом, в которых реализована пе-
ременная величина зазора между стеклами с прозрачными электродами. Показано, 
что технологичная в изготовлении ячейка с клиновидным зазором обеспечивает 
реализацию требуемых величин фазового сдвига, а система таких последовательно 
расположенных ячеек позволит увеличить число формируемых статистически неза-
висимых реализаций отсчетов поля интенсивностей излучения. 
Ключевые слова: жидкий кристалл, корреляционная функция, фазовый транспарант 

 
     Введение 
     В задачах исследования характеристик корреляционных функций (КФ) высших по-
рядков поля излучения возникает необходимость формирования независимых реализа-
ций поля когерентного излучения и получаемых реализаций отсчетов интенсивностей, 
используемых для построения КФ [1 – 4]. 
     Широко применяемый способ формирования таких реализаций поля когерентного 
излучения, основанный на прохождении когерентного излучения лазера через стеклян-
ный диск с односторонним матированием [2], не позволяет сформировать реализации 
отсчетов поля интенсивностей, полностью удовлетворяющих требованиям их статисти-
ческой независимости при одновременном выполнении условия сохранения фазовых 
соотношений КФ 6-го порядка. Имеющее место частичное нарушение фазовых соот-
ношений для КФ 6-го порядка обусловлено особенностями взаимодействия когерент-
ного излучения с микронеровностями шероховатой поверхности стеклянного диска. 
     Альтернативным решением является применение фазового транспаранта, обеспечи-
вающего псевдослучайное изменение фазы излучения в различных областях сечения 
луча, проходящего через этот транспарант. Такой транспарант можно реализовать, ис-
пользуя жидкокристаллические ячейки.  
     Оптические свойства жидких кристаллов, обеспечивающие возможность по-
строения фазового транспаранта 
     Жидкие кристаллы (ЖК) находят широкое применение в различных приложениях 
оптоэлектроники. Наиболее широко используются термотропные ЖК, физические 
свойства которых зависят от температуры. Разновидностью термотропных ЖК является 


