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Abstract. Our paper is devoted to the description of the superposition operators which 
map on function spaces of finite variation. We present the results which develop and gen-
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Аннотация.  В статье рассматривается сильно непрерывная полугруппа операторов, 
которая является гиперболической (или допускает экспоненциальную дихотомию). 
Для исследуемой полугруппы операторов строится функция Грина, которая играет 
важную роль в представлении слабых ограниченных решений дифференциальных 
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уравнений. Используя частотную характеристику оператора и интегральный крите-
рий качества дихотомии, в статье получены оценки функции Грина, построенной 
по гиперболической полугруппе операторов. Результаты данной статьи получены с 
существенным использованием методов гармонического анализа. 
Ключевые слова: гиперболическая полугруппа операторов, экспоненциальная дихо-
томия, функция Грина. 

 
     Пусть H - комплексное гильбертово пространство, EndH - банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в H. 
     Пусть линейный оператор HHADA →⊂)(: является генератором (инфинитези-
мальным оператором) сильно непрерывной полугруппы операторов, 

EndHT →∞=+ ],0[R: , т.е. полугруппы класса C0 [9]. 
     Обозначим через EndHAAR →⋅ )(:),( ρ  резольвенту оператора A, т.е. 

)(,)(),( 1 AIAAR ρλλλ ∈−= − ,  где )(\C)( AA σρ =  - его резольвентное множество, 
символом )(Aσ  обозначается спектр оператора A и I - тождественный оператор в H. 
     Полугруппа операторов EndHT →+R:  называется гиперболической (или допус-
кающей экспоненциальную дихотомию), если выполнено условие 
 

I =T))1((Tσ Ø (1) 
 
где ))1((Tσ  - спектр оператора T(1) и }1:C{T =∈= λλ . 
     Необходимые и достаточные условия гиперболичности групп и некоторых классов 
полугрупп операторов были получены в статье [2]. 
     Далее в статье будем рассматривать гиперболическую полугруппу EndHT →+R: . 
Условие гиперболичности (1) полугруппы T гарантирует, что выполнено свойство 
 

=I )R()( iAσ Ø (2) 
 
и величина 
 

∞<=
∈

),(sup)(
R

AiRA ξγ
ξ

. (3) 
 
Соответствующий результат содержится в статье [3]. 
     Более того, в [3] доказано, что совместное выполнение условий (2), (3) эквивалентно 
условию (1). 
     Пусть выполнено условие гиперболичности (1) полугруппы T. Тогда спектр опера-
тора T(1) представим в виде 
 

U outtinT σσσ =))1(( , (4) 
 
где 

}1:))1(({ <∈= λσλσ Ttin ,  
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}1:))1(({ >∈= λσλσ Tout .  

 
Поэтому гильбертово пространство H представимо в виде прямой суммы 
 

outint HHH ⊕=   
 
замкнутых подпространств intint ImPH = , 

outout ImPH = , intout PIP −=  (образы проекторов), 
где проектор Рисса 

intP  построен по спектральной компоненте intσ , т.е. определяется 
формулой 
 

∫−=
T

))1((,(
2
1 λλ
π

dTR
i

Pint . (5) 

 
     Лемма 1. Подпространства intH , 

outH  инвариантны относительно операторов 
0),( ≥ττT . 

Доказательство. Используя формулу (5), получаем равенства 
 

0),()())))1((,(
2
1(

))1((,()(
2
1

T

T

≥=−

=−=

∫

∫

τττλλ
π

λλτ
π

τ

TPTdTR
i

dTRT
i

)PT(

int

int
 ,  

 
означающие перестановочность операторов 0),( ≥ττT  с проектором 

intP  (и, следова-
тельно, с 

outP ). При этом используется факт перестановочности оператора )(τT  и ре-
зольвенты [9, 355]. Поэтому подпространства intH , outH  инвариантны относительно 
операторов 0),( ≥ττT . Лемма доказана. 
Доказанная лемма позволяет рассмотреть две полугруппы операторов 
 

outoutintint EndHTEndHT →∞=+→∞=+ ],0[R:,],0[R:  ,  
 

.0,)()(,)()( intint ≥== tHtTtTHtTtT outout   
 
Следовательно, 0),()()( int ≥⊕= ttTtTtT out , относительно разложения .int outHHH ⊕=  
     Поскольку outoutTT σσσσ == ))1((,))1(( intint , то )1(,1))1(( int outTTr < - непрерывно обра-
тимый оператор, и 1))1(( 1 <−

outTr (здесь и далее через )(Br обозначен спектральный ра-
диус оператора B). Из этих оценок следует (см. [3])существование постоянных 

0,,1, 2121 >≥ γγMM , таких, что 
 

.0,)(,)( 21
2

1
1int ≥≤≤ −−− teMtTeMtT t

out
t γγ  (6) 
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     При этом полугруппа 0),( ≥ttTout , допускает расширение на R до группы операто-
ров, обозначаемой тем же символом  outT (полагается 0,)()( 1 <−= − ttTtT outout [3]). 
     Для гиперболической полугруппы операторов EndHRT →∞=+ ],0[: определим 
функцию EndHRGG A →= : следующим образом: 
 

⎩
⎨
⎧

<−

≥−
=

− .0,)(
;0,)(

)(
1

int

ττ
ττ

τ
outout

A PT
PT

G   

 
Непосредственно из определения функции 

AG  и оценок (6) следует 
     Лемма 2. Имеет место оценка 
 

ReMGA ∈≤ − ττ τγ ,)( 0

0  (7) 
 
где 0,1 00 >≥ γM - некоторые постоянные. 
     Оценка (7) отмечалась, например, в [3],[1], [10]. 
     Построенная (в условиях гиперболичности полугруппы T ) функция AG  играет важ-
ную роль в представлении слабых ограниченных решений дифференциального уравне-
ния 
 

,),( RttfAxx ∈+=&  (8) 
 
где функция f принадлежит банахову пространству ),( HRCb  непрерывных ограничен-
ных функций, определённых на R и со значениями в H с нормой 

).,(,)(sup HRCxtxx b
Rt

∈=
∈

 

     Под слабым решением уравнения (8) понимается непрерывная функция 
HRx →: , такая, что для всех ts <  из R  выполняются равенства: 

 

∫ −−−=
t

s

dftTsxstTtx .)()()()()( τττ   

 
     В статье [1] установлено, что уравнение (8) имеет единственное (слабое) решение 

),( HRCx b∈ для любой функции ),( HRCf b∈ , и оно представимо в виде 
 

∫ ∈−=
R

A RtdftGtx ,)()()( τττ  . (9) 
 
     По этой причине функцию 

AG  называют функцией Грина [5]( AG  - ядро интегрально-

го оператора, являющегося обратным к дифференциальному A
dt
dL +−= , рассматривае-

мому в пространстве ),( HRCb [1]). 
     Из формулы (9) следует оценка: 
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∞∞ ∫≤ fdGx
R

A ))(( ττ  .  

 
     Из неё следует важная роль оценки величины ∫=

R
AA dGG ττ )(

1
. Она может быть 

вычислена через постоянные 00 ,γM  из (7). Однако в лемме 2 утверждается только су-
ществование таких постоянных в оценках (7). 
     В данной статье для оценки величины 

1AG  используются следующие величины: 
 

,),(sup)( AiRA
R

λγ
λ∈

=    

 

∫=
≤ Rx

dxAiRA ,),(
2
1sup)( 2

1
λλ

π
ν    

 
.)(sup)(

10
tTTk

t≤≤
=  .  

 
     Величина )(Aγ важна тем, что даёт точное равенство )(1 AL γ=− для нормы обрат-
ного оператора к дифференциальному оператору 

),(),()(:/ 22 HRLHRLLDAdtdL →⊂+−= , рассматриваемому в гильбертовом про-
странстве 22 ),( LHRL =  измеримых функций HRx →: , для которых конечна величи-

на 2
12

2
))((∫=

R

dttxx , со скалярным произведением  

∫ ∈=
R

H Lyxdttytxyx 2,,))(),((,  .  

 
     Величина )(Aγ  использовалась для оценок норм обратных к дифференциальным 
операторам в статьях [1],[8]. В работе [8] она называлась частотной характеристикой 
оператора A .  
     В статье [1] для EndHA∈ получена оценка: 
 

),)()((4 21 AAAL γγ
∞∞

− +≤  (10) 
 
где 

∞

−1L - норма обратного к оператору ).,(),()(:/ HRCHRCLDAdtdL bb →⊂+−=  
     В монографии [4] для EndHA∈ ,  где H - конечномерное пространство, использо-
валась величина )(Aν , называемая интегральным критерием качества дихотомии, и 
была получена следующая оценка: 
 

.))(2()( )(22
1 A

t

A eAAtG νν
−

≤  (11) 
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     В частности, из (11) следует, что
 .)()(24 2

3
2

1

1
AAGA ν≤  

     Существенным недостатком оценок (10), (11) является использование величины A . 
Условие ограниченности оператора A было снято в статье [3], вместо величины A  в 
оценках стала использоваться величина )(Tk , при этом стали применяться отличные 
от известных методы оценок. 
    Отметим ещё полученную в [10] оценку 
 

)()( AA νγ ≤  .  
 
     Результаты данной статьи получены с существенным использованием методов гар-
монического анализа. В частности, используется тождество Планшереля для функций 
из ),(2 HRL  и преобразование Фурье для векторных функций. 
     При оценках рассматриваемых далее интегралов учитывается, что подинтеграль-
наые выражения либо суммируемы, либо принадлежат ),(2 HRL . 
В статьях [2], [3] получена 
     Лемма 3. Если выполнено условие (1) (эквивалентные ему условия (2), (3)), то име-
ют место равенства: 
 

∫ ∈=−

R

ti
A RxAiRdtxetG ,,),()( λλλ  (12) 

 

∫ ∫ ∈=
R R

A RdxAiRdtxtG ,,),(
2
1)(

22 λλλ
π

 (13) 

 
для всех  .Hx∈  
     Доказательство. Для каждого вектора Hx∈  рассмотрим функцию 

HRxtGt A →:)(a .  
     Непосредственно из определения функции 

AG  следует, что она непрерывна, исклю-
чая точку нуль и суммируема (см. оценку (7)). 
     В частном случае, если Т экспоненциально убывающая полугруппа операторов, то 

0,0)(,0),()( <=≥−= ttGttTtG AA . В этом случае равенство (12) хорошо известно, 
обычно оно приводится в любой монографии по теории полугрупп операторов (см., на-
пример, [9, 354]). 
     Непосредственно из вида функции Грина 

AG  следует, что она является прямой сум-
мой двух полугрупп операторов (одной из которых является 

intT )  относительно разло-
жения outHHH ⊕= int . 

     Имеют место равенства: 
 

.),,(),(),(

)()()(

int

0
intint

0
1

RxAiRxPAiRxPAiR

dtxePtTdtxePtTdtextG

out

titi
outout

ti

R
A

∈=+

=−−= ∫∫∫
∞

−

∞−

−−−

λλλ

λλλ
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     При этом учитывалось, что outout EndHRT →:  - группа операторов, причём 
0),()( 1 ≥−=− ttTtT outout .  

     Из теоремы Планшереля  [7, 349] следует принадлежность каждой из функций 
 

HxHRxAiR ∈→ ,:),( λλ a    
 
гильбертову пространству ),(2 HRL  и выполнение равенства: 
 

∫ ∫=
R R

A dxAiRdtxtG .),(
2
1)(

22 λλ
π

  

 
     Лемма доказана. Краткий вариант доказательства леммы 3 приведён в [2]. 
     Отметим, что из равенства (13) леммы 3 следует .)( ∞<Aν  Действительно, по-
скольку функция AG  допускает оценку (7), то  .,)( 022

0

2 ReMGA ∈≤ − ττ τγ  Тогда в силу 
равенства (13) получаем: 

∫∫ ≤= .)(),(
2
1

0

2
02

x
M

dxGdxAiR A
R γ

ττλλ
π

 Таким образом, .)(
0

0 ∞<≤
γ

ν
MA  

     Аналогичные оценки верны для резольвенты генератора *A сопряжённой полугруп-
пы *T . При этом .,)()( * RttGtG AA ∈= .  Следовательно, .),(

2
1sup)(

2*

1

* ∞<= ∫
≤

λλ
π

ν dxAiRA
Rx

. 

     Формулу (12) можно трактовать следующим образом: для каждого вектора Hx∈  
функция xAiR ),( λλ a  (принадлежащая гильбертову пространству  измери-
мых и суммируемых с квадратом нормы функций, определённых на R со значениями в 
H) является преобразованием Фурье функции .:)( HRxtGt A →a  Формулу (13) можно 
рассматривать как тождество Планшереля для указанных функций. Следовательно, 
функция xtGt A )(a  допускает представление вида (где интеграл понимается в смысле 
главного значения) 
 

∫ ∈∈=
R

ti
A HxRtdxeAiRxtG ,,,),(

2
1)( λλ
π

λ  (14) 

 
т.е. является обратным преобразованием Фурье от функции .,),()( RxAiRy ∈= λλλ    
Из (14) для любых Hyx ∈,  получаем: 
 

.,),),((
2
1),)(( RtdeyxAiRyxtG ti

R
A ∈= ∫ λλ

π
λ   

 
     Из тождества Гильберта [6] для резольвенты оператора A следует, что подинте-
гральная функция RyxAiRyx ∈= λλλϕ ),,),(()(,

 дифференцируема, и её производная 
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.),,),(()( 2'
, RyxAiiRyx ∈= λλλϕ  Следовательно, из (14), учитывая суммируемость 

функции ,:),)(( CRyxtGt A →a  получаем равенство: 
 

∫ ∈=
R

ti
A RtdeyxAiRiyxtitG .,),),((

2
),)(( 2 λλ

π
λ  (15) 

 
     Из этого равенства вытекает, что имеет место 
     Лемма 4. Функция AG  допускает оценку вида: 
 

.0,
)()(

)(
*

≠≤ t
t

AA
tGA

νν  (16) 

 
     Доказательство. Используя неравенство Шварца, из отмеченного выше и  (14), полу-
чаем (благодаря свойствам преобразования Фурье) равенства 
 

∫
∫

∫∫

∫∫

∈≤≤

≤

≤−≤−

≤≤=

R

R

RR

RR

ti
A

HyxyxAA

dyAiRdxAiR

dyAiRxAiRdyAiRxAiR

dyxAiRdeyxAiRyxtitG

.,,1,1,)()(

)),(
2
1()),(

2
1(

),(),(
2
1)),(,),((

2
1

),),((
2
1),),((

2
1),)((

*

2
12*2

12

**

22

νν

λλ
π

λλ

π

λλλ
π

λλλ
π

λλ
π

λλ
π

λ

 

 

 
     В силу произвольности выбора  Hyx ∈, положим xtitGy A )(= , тогда 
 

.)()()()( *2 xtitGxAAxtitG AA νν≤   
 

 

Следовательно, 0,
)()(

)(
*

≠≤ t
t

AA
tGA

νν . Лемма доказана. 

     Лемма 5. Пусть оператор EndHB∈  таков, что 
 

.1)( <AB γ   
 
     Тогда BA+ - генератор гиперболической полугруппы операторов EndHRT →:~  и 
имеют место оценки 
 

,
)(1

)()(
AB

ABA
γ

γγ
−

≤+  (18) 

 

.
))(1(

)()(
2AB

ABA
γ

νν
−

≤+  (19) 
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     Доказательство. Оператор BA+  (в силу [9], [6]) является генератором некоторой 
полугруппы операторов T~ класса 0C . Докажем, что условие (17) гарантирует выпол-
нение свойства =∩+ )()( iRBAσ Ø . 
     Из представления RIiAAiBRIIiBA ∈−+=−+ λλλλ ),))(,((  
следует (ввиду выполнения условия (17)), что =∩+ )()( iRBAσ  Ø  и резольвента 
оператора BA+  на мнимой оси iR имеет вид: 
 

∑ ∑
∞

=

∞

=

∈−=−=+
0 0

.),,()),(()1()),(()1(),(),(
n n

nnnn RAiRAiBRAiBRAiRBAiR λλλλλλ  (20) 

 
     Из этого представления получаем оценку: 
 

,
)(1

)(
)(1

1),(sup),(sup)(
AB

A
AB
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т.е. верна оценка (18). Из (20) также получаем, что 
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т.е. доказана оценка (19). Лемма доказана. 
     Теорема 1. Функция Грина EndHRGA →: допускает оценки вида 
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Для любого числа 0>α , удовлетворяющего условию )(

1
Aγ

α < . В частности 
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Доказательство. Пусть число 0>α  удовлетворяет условию )(
1
Aγ

α < . Тогда в силу 

леммы 5 оператор IA α+ является генератором гиперболической полугруппы операто-

ров tetTtT α)()(~ = ,  где 0≥t  и  .
))(1(

)()(
2A

AIA
αγ
ναν
−

≤+  

     Теперь из леммы 4 (оценка (16)) получаем оценку: 
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Заметим, что )()()(~)( intint tGePetTPtTtG A
tt

IA
αα

α =−=−=+
 при .0>t  

     Если 0>t , то из выше приведённых оценок и оценки (19) получаем: 
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Для 0<t рассматривается оператор IA α− , и аналогичным образом получается оценка: 
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Следовательно, 
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     Таким образом, получена оценка (21). Оценка (22) следует из (21), если положить 

.
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α =  Теорема доказана. 

     Из определения величины )(Tk  и оценок функции AG  из работы [3] получаем, что 
имеет место 
     Теорема 2. Функция Грина  EndHRGA →: допускает оценки вида 
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     Поскольку в теореме 2 использовались оценки функции Грина на ]1,1[−  из статьи 
[3], то сравнение полученных нами оценок и оценок из [2] проведём на промежутке 

]1,1[\ −R , при этом будем рассматривать пример экспоненциально устойчивой полу-
группы T , т.е. .0,0)(,0),()( <=≥−= ttGttTtG AA  В этом случае при 

)(2
1

Aγ
α = из тео-

ремы 2 получаем: 
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     Из теоремы 6 статьи [3] следуют оценки: 
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     Сразу отметим, что в оценках (23), (24) используется только одна общая константа 

).(Aγ   Предположим, что A  - самосопряжённый отрицательно определённый опера-
тор со спектром ],( δ−∞ , где 0<δ , причём )(Aσδ ∈ . Тогда, используя нормаль-
ность оператора ),( AiR λ , получаем 
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Следовательно, 
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(полугруппа T в этом случае будет сжимающей), )11(21

2δ
ϑ ++= Если чис-

ло ,1)( ≥−δ причём достаточно большое, то очевидно, что правая часть оценки (23) 

может быть сделана сколь угодно малой. С другой стороны, 22121 +≤≤+ ϑ , и по-
этому правая часть из (24) всегда больше величины  
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     Отметим, что полученные в теоремах 1-2 оценки не используют условие ограничен-
ности оператора A .  
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ESTIMATIONA OF GREEN’S FUNCTION BASED 
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Abstract. In this article the strongly continuous semigroup is considered, this semigroup 
is hyperbolic (or admits exponential dichotomy). For investigated semigroup the Green’s 
function is built, which plays a great role in presentation of  weak bounded solution of 
differential equations. Using frequency characteristic of operator and  integral  perform-
ance criterion of dichotomy the article provides estimations of Green's function based on 
hyperbolic semigroup of operators.  The results of this article  are obtained with  use of  
harmonic analysis’s methods. 
Key words: hyperbolic semigroup of operators, exponential dichotomy, Green's function. 
 


