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Abstract. The article introduces the concept of intrinsic relativistic kinetic energy. Its fun-
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Аннотация. На примере задачи о погоне проводится сравнение двух  дополняющих 
друг друга подходов к изучению данной темы, направленных на повышение позна-
вательной активности учащихся при изучении динамических систем: - с использо-
ванием дифференциальных уравнений и с применение имитационной модели.  
Графические иллюстрации выполнены в среде MathCad и NetLOGO. 
 
Ключевые слова: задача о погоне, динамическая система, дифференциальные урав-
нения, имитационная модель. 

 
     Задача состоит в определении траектории, по которой движется догоняющий (хищ-
ник, пиратское судно, полицейский и т.п.), если преследуемый (жертва, торговое судно, 
нарушитель и пр.) движется по заданной кривой, причем направление движения дого-
няющего всегда направлено на преследуемого. 
     Пусть P = (x, y) – точка на кривой, соответствующей траектории догоняющего, а Q = 
(ξ,η) –точка на траектории преследуемого, последняя пусть задана уравнением 
 

f(ξ,η) = 0 . (1) 
 
     По условию задачи тангенс наклона касательной к кривой догоняющего  
 

.dy y
dx x

η
ξ
−

=
−

 (2) 

 
     Относительно соотношения скоростей предположим, что скорость по величине до-
гоняющего в k  раз больше преследуемого 
 

ds dk
dt dt

σ
=

 
, (3) 

 
где ds и dσ  - элементы кривых соответственно догоняющего и преследователя. 
     Тогда имеем 
 

2 2 2 2( )dx dy k d dξ η+ = +  , (4) 
 
которое можно преобразовать к виду 
 

2 2 2
21 dy d dk

dx dx dx
ξ η⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (5) 

 
     Из соотношений (1) и (2), дифференцированием по x получим еще два уравнения 
 

0f f
x x
ξ η

ξ η
∂ ∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 , (6) 
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2

2 ( )d d y dy dx
dx dx dx dx
η ξξ= − +  . (7) 

 

     Имея соотношения выражения для производных  d
dx
ξ  и d

dx
η  как функции от x, y,  

первой и второй производной y по x, используя (5), получим нелинейное дифференци-
альное уравнение  второго порядка для определения траектории догоняющего. 
     В качестве примера рассмотрим случай, когда преследуемый движется по прямой с 
постоянной скоростью. Для определенности будем полагать, что прямая  направлена 
вертикально и задается уравнением   ξ = a . Соответственно составляющая скорости по 
горизонтальной оси  равна нулю: 
 

0d
dx
ξ
=  .  

 
     Из уравнения (7) получим: 
 

2

2 ( )d d y x
dx dx
η ξ= −  , (8) 

 
а когда подставим в (5), то получим: 
 

22 2
2 2

21 ( )dy d yk x
dx dx

ξ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞+ = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 . (9) 

 

     Обозначим p = dy
dx

. Тогда уравнение (9) можно переписать в виде 

 

21
kdp dx

a xp
=

−+
 . (10) 

 
Интегрирование (10) дает:  
 

* ( ) ln( )k arsh p a x= − −  , (11) 
 
или, что то же:  
 

2*ln( 1) ln( )k p p a x С+ + = − − +  , (12) 
 
где C – произвольная постоянная. 
     Избавляемся от логарифмов и получаем  
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2
11

( ) k

Cp p
a x

+ + =
−

 . (13) 

 
     Решение относительно p дает: 
 

1/

1/

1 ( )
2 ( )

k

k

C a xp
a x C

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 . (14) 

 
     Следующим шагом является решение дифференциального уравнения: 
 

1/

1/

1 ( )
2 ( )

k

k

dy C a x
dx a x C

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 . (15) 

 
     Интегрирование дает для y(x) выражение: 
    
 

1 1/ 1 1/1 ( ) ( )( ) '
2 ( 1) (1 )

k kk a x ck a xy x с
c k k

+ −⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

 , (16) 

 
где  c’ – произвольная постоянная (вторая) и k ≠1. 
     Догоняющий начинает движение в начале координат (выбор системы координат) и 
его скорость направлена на преследуемого, значит производная dy/dx  также равна ну-
лю.  
     Из этих начальных условий  определяем значения обеих произвольных постоянных. 
 

1/kc a=  ,                    2'
1

kac
k

=
−

 . (17) 

 
     Окончательно получаем для нашего примера 
 

1 1/ 1/ 1 1/

1/ 2

1 ( ) ( )( )
2 ( 1) (1 ) 1

k k k

k

k a x a k a x kay x
a k k k

+ −⎡ ⎤− −
= + +⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦

 . (18) 

 
Выражение внутри скобок можно несколько видоизменить, приведя слагаемые к обще-
му знаменателю и вынося за скобки общий множитель: 
 

1 1/ 1 1/

2 2( ) ( 1) 1 ( 1) 1
2( 1) 1

k kka x x kay x k k
k a a k

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (19) 

 
     Полученная кривая представлена на рис.1 соответствует k=6/5. 
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Рис.1. Траектория движения догоняющего 

 
     Интегрирование (15) при k = 1 дает 
 

1 1/ 1 1/

2 2( ) ( 1) 1 ( 1) 1
2( 1) 1

k kka x x kay x k k
k a a k

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (20_ 

 
     При k > 1 догоняющий настигнет преследуемого. Значение координаты x, очевидно, 
будет равно a, значение координаты y , при котором произойдет  «долгожданная» 
встреча из (19) получается равной:  
 

2 1
ka

k −
 . (21) 

 
     При k = 3/2, 2, 3   координата точки перехвата равна соответственно 6a/5, 2a/3, 3a/8. 
     В более общем случае задача  имеет очевидные сложности как при  попытках  чис-
ленного решения, и тем более  при попытках аналитического решения [1]. 
     В связи с этим  представляет интерес, как с прикладной, так и с дидактической сто-
роны использование системы агентного моделирования на базе  системы NetLOGO [2]. 
     В среде NetLOGO преследователь и преследуемый изображаются  элементарными 
объектами среды – агентами. В данной среде реализованы операции перемещения, в 
том числе и действие movoto, для задания  движения в сторону другого объекта. При-
менение данного оператора фактически  исключает необходимость численного диффе-
ренцирования. 
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Рис. 2. Траектория преследования в задаче о погоне 

 
     Простота программирования, удобные средства визуализации и наличие управляю-
щих элементов делает среду NetLOGO эффективным инструментом  при изучении ди-
намических систем. 
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Abstract: In the article for the problem of pursuit a comparison made of two approaches 
to the study of this topic, aimed at improving the cognitive activity of students in the 
study of dynamical systems:  first with using differential equations and second with the 
use of a simulation model. Graphic illustrations are made in the environment MathCad 
and  NetLOGO. 
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