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     Развитие геометрии от Эрлангенской программы Феликса Клейна и работ Софуса 
Ли, трудов Эли Картана ([1]-[3]) по симметрическим пространствам и теории связно-
стей и, наконец, теория связностей в расслоениях выявили фундаментальную роль, ко-
торую играет понятие группы в геометрии. Современные исследования показывают, 
что не меньшее значение в геометрии имеют и неассоциативные алгебраические струк-
туры, такие как квазигруппы, лупы ([4] –[8]). Здесь мы имеем в виду теорию гладких 
неассоциативных универсальных алгебр с их касательными объектами. Так вместо 
дифференцируемой группы и ее алгебры Ли появляется гладкая квазигруппа с опреде-
ленными тождествами и ее касательная тройная система Ли. Наиболее ярко это прозву-
чало в дифференциальной геометрии в связи с алгебраическим описанием пространств 
аффинной связности (прежде всего симметрических и редуктивных) . 
     В нашей работе мы рассматриваем три алгебраические модели пространства аффин-
ной связности: ( )M , , t t R

M L ω
∈

=< > ,    ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω ,  ( ) >=< ∈RttM ω,M . 
     1. Геоодулярное многообразие ( ) >=< ∈RttLM ω,,M есть дифференцируемое много-
образие, где в каждой точке определён одуль, (одуль – это обобщение векторного про-
странства), определена операция умножения на скаляры.  Операции геодезической лу-
пы подчиняются определенным алгебраическим тождествам, достаточным для одно-
значного восстановления аффинной связности. Эти тождества  называются тождества-
ми геоодулярности.  
(Терминология введена в результате исследований школы профессора Л.В. Сабинина.) 
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y
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x LttL =   - второе тождество геоодулярности. 

     2. В некоторых специальных случаях мы пользуемся более сложной алгебраической 
моделью – геодвуодулярным многообразием ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω , где добавляется 
вторая тернарная операция L и выполняется 

         y
x

y y x y
x z xL z

L L=L L  - третье тождество геоодулярности. 

     Второе и третье тождества геоодулярности  означают, что параллельный перенос 
есть изоморфизм касательного пространства в точке у на касательное пространство в 
точке х. 
     3. В третьей модели, называемой многообразием с геодезическими, мы изначально 
не рассматриваем тернарные операции L  и L: ( ) >=< ∈RttM ω,M , то есть имеем дело с 

геодезическими линиями многообразия аффинной связности. 
     Параллельный перенос L отрезка геодезической вдоль геодезической линии про-
странства аффинной связности представляет собой левый сдвиг геодезической лупы, в 
окрестности каждой точки пространства определена операция умножения точек на ска-
ляры, что связано с каноническим (аффинным) параметром геодезической линии. Кро-
ме того, с каждой точкой пространства можно связать структуру векторного простран-
ства, получаемого из касательного пространства экспоненциальным отображением. 
Сложение векторов в касательном пространстве в каждой точке многообразия дает 
возможность определить операцию L. 
     Теорема. (Сабинин Л.В.).([6]) Категория гладких многообразий аффинной связности 
эквивалентна категории гладких локальных геоодулярных (или геодвуодулярных) мно-
гообразий. 
     Действительно, если (M, ∇ ) -гладкое многообразие аффинной связности, то для лю-
бой точки M∈y  в ее нормальной выпуклой окрестности можно определить гладкие 
локальные операции формулами: 
 

( )( )zExpExpzL y
y
xx

y
x

1−= τ , ( ) ( )( )zExptExpztzy yyyt
1, −==ω ,  

 
( ) ( )( )zExpxExpExpz yyy

y
x

11 −− +=L  ,  
 
где ( ) ( )MTMT xy

y
x →:τ - параллельный перенос вдоль единственной геодезической, со-

единяющий точки x и y. Таким образам, получаем гладкое локальное геодвуодулярное 
многообразие ( ) >=< ∈ L,,,M RttLM ω .  

Обратно, если ( ) >=< ∈Rt
y

tLM ω,,M  - гладкое локальное геоодулярное многообразие, 
то определяем аффинную связность формулами: 
 

( ) ( )( ) ( )[ ] 0
1

, =

−

∗
=∇ ttxy

y
txyX YL

dt
dY  , ( ) ( )( ) yt Xtx

dt
dyx == =0;0 ,  
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где X, Y - векторные поля на ( ) y
y
zLM ,, ∗ - касательное отображение к левому 

сдвигу y
zL . 

     Симметрические пространства обладают математически красивыми алгебраически-
ми свойствами - геодезические симметрии относительно каждой точки являются ло-
кальными изоморфизмами аффинной связности. Ввиду богатства топологической и ал-
гебраической структуры эти пространства являются удобным материалом, на котором 
проверяется эффективность многих современных математических методов. Самые раз-
нообразные вопросы из дифференциальной геометрии, теории групп, дифференциаль-
ных уравнений, аналитической механики, теоретической физики часто сводятся к тем 
или иным задачам на симметрических пространствах. В работе О. Лооса «Симметриче-
ские пространства» ([9])доказано, что аналитическое симметрическое пространство 
может рассматриваться, как одна аналитическая идемпотентная левообратимая и лево-
дистрибутивная квазигруппа: 
             xx=x   – тождество идемпотентности; 
             x(xy)=y  – тождество левой обратимости; 
             x(yz)=(xy)(xz) – тождество левой дистрибутивности. 
     В наших обозначениях О. Лоос рассматривал геодезическую квазигруппу, соответ-
ствующую действительному числу,  равному «-1». Левые сдвиги этой квазигруппы и 
есть геодезические симметрии относительно точки. Позднее этот результат был обоб-
щен в школе проф. Сабинина Л.В.. Произвольному пространству аффинной связности 
можно сопоставить однопараметрическое семейство локальных идемпотентных эла-
стичных квазигрупп (тождество эластичности: x(yx)=(xy)x)), определяемых канониче-
ским (аффинным) параметром вдоль геодезических линий. 
     В многообразии с геодезическими ( ) >=< ∈RttM ω,M  выполняются следующие усло-
вия: 
     а) для любого x из M существует такая открытая окрестность xU , содержащая x , что 
для любых y из xU , для любого вещественного числа [ ] ytt x,1,0∈  определено, и 

xx Uyt ∈ . 
     Замечание. На языке пространств аффинной связности это условие означает сущест-
вование нормальной выпуклой окрестности в каждой точке многообразия. 

     б) если ytx  определено, то ( )x xu t y  определено тогда и только тогда, когда опреде-

лено ( )x
ut y , и в этом случае  

( ) ( ) MyxRtuyutytu xxx ∈∈= ,,,,  ; (1) 
 
     в) выполняется тождество 

( ) MyxRtxtyt yx ∈∈−= ,,,1  ; (2) 
 
     г) если yx1  определено, то 
 

yyx =1  . (3) 
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     Заметим, что тождества (1), (2), (3) позволяют однозначно восстановить аффинную 
связность с нулевым тензором кручения. 
     Таким образом, был построен алгебраический эквивалент экспоненциального ото-
бражения, в частности подробно были изучены локально плоские и симметрические 
многообразия с геодезическими. Некоторые классы пространств аффинной связности 
однозначно описываются системой тождеств. Например, симметрические пространства 
есть пространства с геодезическими, в которых выполняются следующие тождества:  
 

( ) ( ) ( ) ( )yxtytx yx
1111 −−=−−

 ,
 (4) 

 
( ) ( ) ( )11 1

x
y yx x

t t −− = −
 .
 (5) 

 
     Ввиду важности симметрических пространств в научных исследованиях, представ-
ляет интерес рассмотрение пространств аффинной связности, близких к симметриче-
ским по алгебраическим свойствам. 
     Пространство называется просимметрическим, если оно имеет общие геодезические 
линии с симметрическими пространствами. Проведено последовательное построение 
теории просимметрических и близких к ним пространств ([10] – [19]). В частности по-
лучено  
     Предложение. Геометрический одуль { } >=< ∈ etLM Rte

e
e ,,,Μ  просимметричен, 

если и только если выполняются тождества: 
 

                   ( ) ( ) ( )
1 1

1
1e e

x xe

e e e e
x x eeL y L y

L L L L t
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⎡ ⎤ ⋅ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

o o o o   
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e
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−=   

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ] =−− −−
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11 e
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e
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ytL r
e
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e
xee

e
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= ( ) ( ) ( ) ( ) 11 11 −− −− e

xe
e
x

e
yLe

e
yL

LLLL e
x

e
x

ooooo   
 
     Замечание. Эти два тождества являются алгебраической переформулировкой тож-
деств  (4) и (5). 
     Алгебраическая зависимость двух геодезических одулей просимметрического про-
странства в двух разных точках в общем случае представляется сложной. Поэтому осо-
бый интерес вызывают случаи, когда можно достаточно простым "алгебраическим дей-
ствием" пересчитать бинарную операцию умножения в произвольной точке по извест-
ной операции умножения в заданной точке. В настоящее время, по-видимому, хорошо 
известно лишь три варианта простой алгебраической связи двух достаточно близких 
геодезических луп пространств аффинной связности. Это, во-первых, редуктивные 
пространства, во-вторых, почти симметрические и, в частности, антисимметрические, и 
в-третьих, пространства нулевой кривизны. В первых двух случаях геодезические лупы 
связных компонент пространства изоморфны, а в третьем - изотопны. 
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     Почти симметрические пространства аффинной связности в алгебраическом оп-
ределении впервые, по-видимому, были введены в школе профессора Л.В. Сабинина в 
1980–х гг. Первоначальные их алгебраические и дифференциально-геометрические 
свойства были исследованы в работах Л.В. Сабинина, П.О. Михеева,  О. А. Матвеева. 
     По алгебраическому определению просимметрическое пространство аффинной 
связности является почти симметрическим, если композиция двух геодезических сим-
метрий является автоморфизмом геометрической структуры пространства.  
     Предложение. Одуль { } 〉〈= ∈ etLMM Rte

e ,,,   может быть реализован как одуль цен-
трированный около e  натуральной геоодулярной структуры многообразия почти сим-
метрической аффинной связности, тогда и только тогда, когда выполняются следую-
щие тождества: 
 

xuxtxut eee
x ϕϕϕ o=+ )(   

 

( )1e е

e e e
t х x x x хtL L Lφ φ −=o o o   

 

( )
( )

( )yxlLLyxl
ee

zyxe

e
z

e
e ,,

,
oo =   

 

( ) ( )yxlttyxl
e

ee

e
,, oo =   

где 

( ) ;1 e
x

e
xx SL −

=ϕ      ( ) ( ) ( )

1

1 1 ;1 1
2 2

e e eS L Le ex x x
e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o o
,,, Mzyx ∈   

 

( ) ( ) ;, 1 e
y

e
xyS

ee
SSSyxl e

x oo
−

=   ., Rtu ∈   
 
     Антисимметрические пространства образуют подкласс почти симметрических 
пространств. Это немедленно следует из алгебраического определения антисимметри-
ческого пространства: геодезическая симметрия S есть антиизоморфизм геометриче-

ской структуры этого пространства, то есть Mzyxa ∈∀ ,,,  ( )
a

a a ax S x
S y z S z S y⋅ = o  . 

     Предложение. Геодезическая лупа гладкого антисимметрического многообразия 
бинарно-лиева, то есть в частности справедливы следующие тождества: 
 

                             ( ) yxyxx ⋅=⋅⋅ 2              левая альтернативность, (6) 
 

                             ( ) ( ) xyxxyx ⋅⋅=⋅⋅                эластичность, (7) 
 

                             ( ) 2yxyyx ⋅=⋅⋅                    правая альтернативность, (8) 
и выполняется следующее тождество: 
 

( ) 111 −−− ⋅=⋅ xyyx  . (9) 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 1  

 8 

     Недавно было установлено, что в геодезической лупе антисимметрического много-
образия выполняются тождества 
 

( ) ( ) ( )[ ][ ][ ]bbazaaabaabbababb 111121112221 −−−−−−−−− ⋅ ( ) ( )[ ]azaaaaba 112 −−⋅=  , (10) 
 

( )( )[ ] ( )( )[ ][ ] 2121121121 baaabaazabaaazabaa −−−−−−− =  , (11) 
 

( )( ) ( ) ( )xyxzxyxxyxzxyx =  , (12) 
 

( ) ( )( )( )( ) =
−−

2
1

22
1

2 xxyxyzwyxxxy   

 

( ) ( )( )( ) ⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

−−
2
1

22
1

2 xxyxyzyxxxy ( ) ( )( )( )
1 1

2 22 2 .xy x x ywy x xy x
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (13) 

 
     Суммируя полученные результаты, приходим к следующему предложению. 
     Предложение: Для того чтобы лупа являлась геодезической в некоторой точке ан-
тисимметрического пространства необходимо выполнение тождеств (6) - (13). 
     Взаимное расположение обсуждаемых классов пространств указано на следующем 
рисунке.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1 Взаимное расположение классов 
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Аннотация. Вводится полиполярная система координат, формируемая семейством мно-
гофокусных лемнискат, полный набор фокусов которой образует ее структурное начало. 
Произвольная точка плоскости имеет, как и в классической полярной системе координат, 
полиполярные координаты: метрическую ρ, и угловую ϕ, являющиеся функциями поляр-
ных координат относительно каждого из фокусов. Фокусное представление формы кри-
вой многофокусными лемнискатами позволяет настроить полиполярную систему коор-
динат таким образом, чтобы метрическая компонента соответствовала форме заданной 
кривой. Лемниската и ее фокусная структура имеют одну и ту же группу симметрий. Рас-
смотрены симметрии полиполярной координации, а также криволинейные симметрии на 
многофокусных лемнискатах. 
Ключевые слова: криволинейная система координат, симметрии, кривые, фокусы, лемни-
скаты, степени свободы, аппроксимация. 

 


